MATHEMATISCHE ANNALEN 


BEGRUNDET 1868 DURCH 


ALFRED CLEBSCH unp CARL NEUMANN 


FORTGEFUHRT DURCH 


FELIX KLEIN 


UNTER MITWIRKUNG 
VON 3 
Lupwie BrepersacH, Haraup Bons, L. E.J. Brouwszr, 
Ricuarp Courant, WautTuer v. Dycx, Orro Houpza, 
Turovor v. Kinmin, Annoup SomMMERFELD 


GEGENWARTIG HERAUSGEGEBEN 
VON " 
Davip HiLBert ALBERT EINSTEIN 


IN @OTTINGEN IN BERLIN 


Orro BLUMENTHAL ConsTANTIN CaRATHERODORY 


I AACHEN ™ wtNCHEN 


100, BAND 





BERLIN 
VERLAG VON JULIUS SPRINGER 
1928 . 





ee ee eee eee SY es ee ae ee er eee On 0 ee aaa saneee ait tthe BARABRAALAALLALS EE be ee : aaee ree on. of omen | 









eeerrerryys. mt 


COTS err rrTt 





PUTT ET ET eee ee Pee Ee ETT eee 


wowwrerer 


Peres re Pees ees MALE i eee tee ieee 


wren? 





MATHEMATISCHE ANNALEN 


BEGRUNDET 1868 DURCH 


ALFRED CLEBSCH unp CARL NEUMANN 


FORTGEFUHRT DURCH 


FELIX KLEIN 


UNTER MITWIRKUNG 
VON 
Lupwie Bresersacn, Haravp Boner, L. E.J. Brouwzn, 
Ricaarp Courant, Wautuer v. Dyck, Orro HoupEs, 
Txropor v. KArmin, ARNoLD SOMMERFELD 


GEGENWARTiIG HERAUSGEGEBEN 


VON 
Davip HILBERT ALBERT EINSTEIN 
IN GOTTINGEN IN BERLIN 
Orro BLuMENTHAL ConsTANTIN CARATHERODORY 
IN AACHEN IN MUNCHEN 
100. BAND 





BERLIN 
VERLAG VON JULIUS SPRINGER 
1928 








Inhalt des einhundertsten Bandes. 


(In alphabetischer Ordnung.) 
Seite 
Ackermann, W., in Géttingen. Uber die Erfiillbarkeit gewisser Zahlausdriicke 638 
v. Alexits, G., in Budapest. Uber die Annaherung einer stetigen Funktion 
durch die Cesaroschen Mittel ihrer Fourierreilhe. .......+..2-.s 264 
Baldus, R., in Karlsruhe. Zur Axiomatik der Geometrie. I. Uber Hilberts 


VOR, cece slat. F arc sine Ve es -ceete 321 
v. Behr, J., in Kiln. Mendelismus ...........-. ¢ ste Sees ee 
Bergmann, St., in Berlin. Zwei Sitze iiber Funktionen von zwei komplexen 

VON oo. 0.5 ci DSeeda Ole eee en ee eee . 399 
Bohr, H., in Kopenhagen. Uber die Venslianinilaneeeien Sielptslediacher Funk- 

ee a ee eee eer ee ee ee 357 


Brunn, H., in Minchen. Fundamentalsatz von den Stiitzen eines Eigebietes . 634 
Courant, R., K. Friedrichs und H. Lewy in Géttingen. Uber die partiellen 


Differenzengleichungen der mathematischen Physik ... . .« a 6b) one 
Csillag, P., in Budapest. Untersuchungen iiber die Borelschen Vensligemeine- 
rungen des Picardschen Satzes .......-.-6+0s+2e8 +e 3a 


Franklin, Ph., in Cambridge (U.S. A.). A Set of Continuous Orthogonal Functions 522 
Friedrichs, K., R, Courant und H. Lewy in Gottingen. Uber die partiellen 


Differenzengleichungen der mathematischen Physik ........+ ++ 32 
Gétzky, Fr., in Bieber. Uber eine zahlentheoretische Anwendung von Modul- 
funktionen zweier Veranderlicher ..........+446:-s ° . 411 
Grti8, G., in Berlin. Ober Gewebe auf Flichen in dreidimensionalen eubdiens 
snebiinsien: Diiginen 4. «Sin, &. 08 oe SE hw te ate eae 1 
Haar, A., in Szeged. Uber adjungierte Variationsprobleme und adjungierte 
PSUR aT ee ee eee ee eee See ery 481 
Hartogs, F., in Miinchen und A. Rosenthal in Heidelberg. Uber Folgen 
analytischer Funktionen .......4..-. ‘alte bs a be 212 
Hélder, O., in Leipzig. Der zweite Mittelwertssatz der Integralrecbnung fiir 
a a Pee eee ee ee 438 


Hopf, H., in Berlin. Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. 
Erster Teil. Neue Darstellung der Theorie des Abbildungsgrades fiir topo- 


logische Mannigfaltigkeiten ...... o OES Sa rie 579 
Hurewicz, W., in Amsterdam und K. Menger in Wien. Dimension und 
pe Pere eee eee eae 618 
Jacob, M., in Wien. Uber den Eindeutigkeitssatz in der Theorie der verall- 
gemeinerten trigonometrischen Integrale ...... - vse 6 8 le ee 278 
Jarnik, V., in Géttingen. Ober Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden 699 
Kneser, H., in Greifswald. Glittung von Flichenabbildungen. ....... 609 
Krull, W., in Freiburg i. Br. Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen 
rere ee ee a we we SS We Be aoe Sate we 687 


Lewy, H., R. Courant und K. Friedrichs in Géttingen. Uber die partiellen 
Differenzengleichungen der mathematischen Physik .........-.. 82 











IV Inhaltsverzeichnis. 


Mahler, K., in Géttingen. Uber einen Satz von Mellin... .. . 
Menger, K., in Wien. Untersuchungen iiber allgemeine Metrik ....... 
a K,, is Wien und W. Hurewicz in Amsterdam. Dimension und 








| eS ee Pee te ot ae 

v. Sz. Nagy, J., in ) Klansenburg. Uber die charakteristischen Zahlen einer Kurve 
vom Maximal-Klassenindex ........+4+++2+ee6-. Tee oe ee 

v. Sz. Nagy, J., in Klausenburg. Uber die Ziige der ebenen Kurven vom 
DEEPEN, 0-5 ccc te 00 6 ee wee eo Oe Oe 

v. Neumann, J., in Géttingen. Zur Theorie Pe Gesellschaftespiele . ... . 
Ore, ©., in New Haven (U.S. A.). Abri8 einer arithmetischen Theorie der Galois- 
echen Kérper. (Erste Mittellung) .... 2... 2 eee eee eevee 


Rad6, T., in Szeged (Ungarn). “)ber das Flichenma8 rektifizierbarer Flachen . 
Rosentbal, A., in Heidelberg und F. Hartogs in Miinchen. Uber Folgen 


SE ED gg 4 ec a kk 6 6 bere en eee ec 
Schmidt, R., in Kiel. Die trigonometrische Approximation fiir eine Klasse von 
verallgemeinerten fastperiodischen Funktionen ..........4-+6++s 
Segre, B., in Rom. Sui moduli delle curve poligonali, e sopra un complemento 
al teorema di esistenza di Riemann... ..... 220+ see eee 
Shoda, K., in Géttingen. Uber die Automorphismen einer endlichen Abelschen 
Ne a a ee ee ee ee ee a ee ee 
Szasz, O., in Frankfurt a.M. Ober die Fourierschen Reihen gewisser Funk- 
ke 6. 40s 0 eS oe es a dra eee Oo ae 
Szegé, G., in Kénigsberg. Zur Theorie der schlichten Abbildungen .... . 
Trefftz, E., in Dresden. Konvergenz und Fehblerschitzung beim Ritzschen Ver- 
ee - 4 5 8 00 ee eed i oT ae ee ee ee ° 
Wilson, W., in Amsterdam. Regesstntetion of Manifolds o: 9: Sod hee eee 


Berichtigung zu den Arbeiten: J. G. van der Corput, ,Zum Teilerproblem“, 
Math. Annalen, 98, S.697—716, und L. W. Nieland, ,Zum Kreisproblem“, 
in Gameeen Bent BPIT—TES wc ete tee ee 

Berichtigung zu der Arbeit: B. L. van der Waerden, ,Eine Verallgemeinerung 

des Bézoutschen Theorems“, Math. Annalen 99, S. 497—541 





618 


164 


179 
295 


650 
445 


212 


334 


537 


674 


530 
188 


508 
552 


480 


Uber Gewebe auf Flichen in dreidimensionalen 
allgemeinen metrischen Riéiumen. 


Von 


Gerhard GriiB8 in Berlin. 


Die Theorie der Kurven und Flachen in allgemeinen metrischen 
Raumen ist in den Grundziigen ausfiihrlich von Herrn Finsler*) und auf 
anderem Wege von Herrn Berwald*) entwickelt worden, wihrend die ersten 
Ansiitze dazu sich schon bei Bliss, Landsberg und Synge*) finden. Die 
Untersuchungen von Herrn Berwald und Finsler sind indessen so allge- 
meiner Natur, da8 die Anwendung der dort entwickelten Methoden auf 
ein spezielles differentialgeometrisches Problem als Erganzung der allge- 
meinen Theorie Interesse zu verdienen scheint. Einen solchen Beitrag 
liefert die vorliegende Arbeit, und zwar beschaftigt sie sich mit den ,,Ge- 
weben“ oder ,,.Kurvennetzen ohne Umwege“ auf Flaichen im dreidimensio- 
nalen allgemeinen metrischen Raum. Ihre Untersuchung eignet sich des- 
halb besonders als ein erstes Beispiel zur allgemeinen Theorie, weil man 
zunachst nur die elementarsten Begriffe, Bogenlinge und Winkel, benutzt 


1) Paul Finsler, Uber Kurven und Flachen in allgemeinen Riumen, Inaugural- 
Dissertation, Géttingen 1918. 

*) L. Berwald, Uber Paralleliibertragung in Riumen mit allgemeiner MaGbestim- 
mung, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 84, Heft 9—12, S. 213 ff. Untersuchung der 
Kriimmung allgemeiner metrischer Raume auf Grund des in ihnen herrschenden 
Parallelismus, Math. Zeitschrift 25 (1926), S. 40ff. Ober zweidimensionale allgemeine 
metrische Raume, I. Teil, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 156, Heft 3, II. Teil ebenda Heft 4. 

5) G. A. Bliss, A generalization of the notion of angle, Trans. of the Amer. Math. 
Soc. 7 (1906). G. Landsberg, Uber die Totalkriimmung, Jahresber. d. Deutsch. Math. 
Ver. 16 (1907), S. 36 und: Kriimmungstheorie und Variatic hnung, Math. Annalen 
65 (1908), S. 813ff. J. L. Synge, A generalization of the Riemannian line-element, 
Trans. of the Amer. Math. Soc. 27 (1925), S. 61 ff. 

Vgl. auch L. Berwald, Uber die erste Kriimmung der Kurven bei allgemeiner 
MaSbestimmung, Lotos, Prag, 67/68, S. 52ff. P. Funk und L. Berwald: Flaicheninhalt 
und Winkel in der Variatic hnung, ebenda S. 45 ff. 
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und so die Wirksamkeit der Theorie an einer Grundaufgabe priift, anderer- 
seits aber auch kompliziertere Fragen ankniipfen kann. Die Arbeit bedient 
sich der Finslerschen Theorie, die sich fiir das vorliegende Problem als 
wirksam erweist: es zeigt sich, daB in ihrem Rahmen die Satze iiber 
Gewebe auf Flachen im Euklidischen Raum beim Ubergang zu einer 
allgemeinen MaSbestimmung im groBen und ganzen erhalten bleiben, so- 
weit sie nichts iiber die Kriimmung der Gewebekurven aussagen. 

Ob sich dasselbe mit Hilfe der Berwaldschen Theorie erreichen laBt, 
mége einstweilen dahingestellt bleiben; gewisse Griinde scheinen mir da- 
gegen zu sprechen, daB eine Verallgemeinerung der Gewebetheorie in so 
einfacher Weise méglich ist wie im Anschlu8 an die Theorie von Herrn 
Finsler. 

Dagegen scheinen sich die Kriimmungseigenschaften der Gewebe nicht 
ohne weiteres iibertragen zu lassen. 

Die Einordnung der Siatze iiber ,Gewebe“ bei Riemannscher MaB- 
bestimmung in den allgemeinen Rahmen, der hier gegeben wird, deckt 
einige vielleicht nicht uninteressante Zusammenhange auf. 


I. 


Im Raum {z,y,z} wird durch das Grundintegral eines einfachsten 
regularen Variationsproblems eine MaSbestimmung eingefiihrt: das Bogen- 
element der Kurve {x(t), y(t), z(t)} ist 


dx dy dz 
(1) ds = F(2(t), y(t), 2(t), ae? de? az) a 


die Bogenlange einer Kurve {u(t), v(t)} auf der Flache 
(2) z=a2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v) 


wird durch das Integral 


ty 
(3) = J P(=(0 0). 


du — 
ed fr(we u, v, at > sz) dt 
gemessen. 


Beim Ubergang von den Parametern u,v zu anderen Parametern @, @ 
durch die in einem Bereich $(u, v) regulire Transformation 


na 


v 


= dz \ 


zs 





(4) feta o(#¥) 1 9 


v=v(u,0) %(4,%) 
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geht das Bogenelement der Flachenkurve iiber in 
ds=f(u (zt), 8(r), mS) ae. 

Die Funktion f(u, vs, a) und alle aus ihr durch eine regulire 
Substitution (4) hervorgehenden Funktionen sind hinsichtlich der Langen- 
messung auf der Flache gleichwertig; da auch die anderen geometrischen 
GréBen (Winkel, Kriimmung usf.) invariant gegeniiber der Substitution 
(4) definiert werden, kann man f (u, v, 5) die ,,Ma8bestimmung“ 


dt 
der Flache nennen. 


Die Funktion f (u, v, 7 5) midge folgende Voraussetzungen erfiillen: 

Sie sei definiert fiir alle u,v eines Bereiches, auf dessen Untersuchung 
wir uns beschranken, und fiir alle x =, va mit Ausnahme des 
Wertepaares u’=0, v’ = 0. 

Sie sei definit und speziell +0 in dem Bereich. 

Sie sei positiv homogen erster Ordnung in bezug auf w’, v’. 

Sie besitze stetige partielle Ableitungen geniigend hoher Ordnung 
nach allen Variablen. 


Der dritten Voraussetzung zufolge gelten die Gleichungen 








f(u,v, ku’, kv’) =kf (u, v, u’, v’) 
Lu, v, ku’, ko’) = Lu, v, w’, v’) (a= wu’, v’) k>0 
é 1 a , ie 
ZF, v, ku’, kv’) = tog (u, ow’, 0”) (w, B=’, v’) 
,@ ,@ 1 a? .. 1 £ 
w GTO Ga Gage SH ae Talae = Wh get = h(t WY 0) 


Samtliche iiber f(u,v,u’, v’) gemachten Voraussetzungen sind auch 
fiir die aus f durch Anwendung von (4) erzeugten Funktionen erfiillt. 
Durch die Gleichung 


(6) dal (u, v, wu’, v’) +0 Lu, v,u’,v’)=0 


wird dem gerichteten Linienelement {u, v, u’dt, v’dt} das transversale 
Linienelement zugeordnet: {%@ =u, =v, du,dv}. Sind uw’ und v’ durch 
die Differentialgleichungen u’=u'(u,v), v’ =v'(u,v) eimer einpara- 
metrigen Kurvenschar als Funktionen des Ortes auf der Flache gegeben, 
dann stellt Gleichung (6) die Differentialgleichung der Transversalen der 
ersten Kurvenschar dar; ist diese speziell eine Schar von Extremalen des 
Variationsproblems 


ts 
oS f(u, v,u’,v’)dt=0, 
t; 


1* 
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also eine Schar von oo” Integralkurven der Euler-WeierstraBschen Diffe- 
rentialgleichung 


(7) @ (u,v, u', of, w”, 0”) = (u'o” —v'u") +550 2 Ff oo, 


dv’ du au’av 





dann schneiden die Integralkurven der Gleichung (6) auf den Extremalen 
Kurvenstiicke ab, fiir die das Integral 


St (u, v,u’,v’)dt 
denselben Wert hat. Mit anderen Worten: die Transversalen einer Schar 
geoditischer Linien (im Sinne der MaSbestimmung f) sind geoditische 
Aquidistante‘). 

Den Winkelbegriff hat Herr Finsler*) der allgemeinen MaSbestimmung 
folgendermaBen angepaSt: Der Cosinus des Schnittwinkels g der Kurven 
C und I ist gleich dem Grenzwert des Verhiltnisses der transversalen 
Projektion auf C einer auf I" abgetragenen Bogenlinge zu dieser Bogen- 
lange selbst, fiir den Fall, daB die projizierte Bogenlinge gegen Null 
konvergiert. ,,Transversale Projektion“ soll heiBen, daB die projizierende 
Kurve Transversale von C ist. Aus cos@ folgt m durch die Bestimmung, 
daB |p| méglichst klein und sign willkiirlich ist. Herr Finsler zeigt, 


da8 cos OI’= cos °C nur fiir den Fall der Riemannschen MaSbestimmung 
f= VEu’* + 2 Fu’ v’ + Gv’ gilt, oder wenn sich die Kurven C und 


beriihren: dann ist cos €I = cosfC =1. Da wir es hier mit einer allge- 
meinen MaSbestimmung zu tun haben, und auch von Null verschiedene 
Winkel auftreten werden, mu8 eine Verabredung getroffen werden, aus der 
hervorgeht, welcher von den beiden Schenkeln eines Winkels jeweils zu 
bevorzugen ist. In den folgenden Untersuchungen spielen meist nur Paare 
von Winkeln eine Rolle, die einen Schenkel gemeinsam haben. Demgema8 
verabreden wir, daB bei solchen benachbarten Winkeln der gemeinsame 
Schenkel bevorzugt sein soll: seine Transversale soll die projizierende 
Kurve sein, auf den anderen Schenkeln werden die zu projizierenden Langen 
abgetragen. Wir wollen dafiir kurz sagen: ,Die Winkel werden zum 
gemeinsamen Schenkel hin gemessen.“ Wenn ausnahmsweise auch einzelne 
Winkel auftreten, wird die Abhangigkeit von der Reihenfolge der Schenkel 
beachtet werden. 


Sind die Gleichungen der sich schneidenden Kurven 
(C): u=u(t), v=v,(t) 








*) Vgl. z. B. A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, 2. Aufl. 1925, S. 138ff., 
sowie C. Carathéodory, Acta Math. 47 (1925), Heft 3. 
5) Finsler, a.a,O. S. 38 ff. 
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und 
(I): u=u,(t), v=v,(t), 


und ist g der von der Kurve (I) zur Kurve (C) hin gemessene Winkel, dann 
ist nach der Finslerschen Definition °) 


uf fur (u,v, US, 06) + vf fy (u,v, Uf, Vf é a 
a Moorea) a (te = 5 fv = 34): 
Man bemerke, daB der Winkel zwischen zwei Richtungen derselbe ist, 
wenn man ihn im Sinne der MaBbestimmung f und in dem der MaBbe- 
bestimmung P(u, v)-f (P+ 0) mi®t. Im folgenden wird verschiedentlich 
ein solcher ,,Multiplikator* P benutzt werden, der eine Funktion allein 
des Ortes auf der Flache ist. Er soll durch die Forderung bestimmt 
werden, da8 eine beliebig vorgegebene Schar von co' Kurven eine Schar 
geodatischer Linien ist im Sinne der MaBbestimmung P(u, v)-f(u,v,u’,v’). 
Die Frage nach diesem Multiplikator P(u,v) ist also ein spezieller Fall 
des von Darboux’) allgemein gelésten ,,inversen Problems der Variations- 
rechnung“. Sei die Kurvenschar durch ihre Differentialgleichungen 


(8) cos p = 








®) Die GréBe cos l4B8t sich an der Eichkurve der f-Geometrie, d. h. der 
Indikatrix des zugehdérigen Variationsproblems, geometrisch deuten. Ihre Gleichung 
ist bei wu’ =A, v’=An in kartesischen Koordi- 
naten f(u,v,&,7)=1, wobei 4>0 aus dieser 
Gleichung folgt, oder in Polarkoordinaten 
(ecos®=&, opsin®d=n) f(u,v, cosd, sin?) 
=1, 9; wund» sind Parameter. Der Cosinus des 
von der Richtung (u’, v’) zur Richtung (uf, v{) 
gemessenen Winkels ¢ ist bei (s. Figur) 






La (Eo, To) 


u’ =hE=Aocosd, v’ =An =iosin®#, 


Us = Ag Ey = ho Q9 008A), Uf = Agny=Agaosin Dy, 
cos p = §-f: (55,0) +f (Fos M0)» 


cos Y = Vfe (&, no) + fn ($0 No)@(€,) cosa. 


Fig. 1. 








Wegen §&-fe+-f, =1 ist V fe (So, No) +fa (>, %) =1,0(€o%) cose und endlich 
cos p = QO:Q,0. Wenn die Indikatrix iiberall konvex ist, folgt aus p=0 Q=Q, und 
P = P,: Zwei Linienelemente sind identisch, wenn sie den Winkel Null bilden. Ist die 
Indikatrix nicht durchweg konvex, dann gilt dies nur bei Beschrankung auf eine 
geniigend kleine Umgebung der einen Richtung. Herr Finsler macht diese Einschrin- 
kung nicht. Die Konstruktion der Transversalenrichtung ist eindeutig; die Konstruk- 
tion zweier Richtungen, die mit einer gegebenen Richtung einen vorgeschriebenen 
Winkel bilden, nur dann, wenn die Indikatrix konvex ist; Entsprechendes gilt fiir die 
Konstruktion der Winkelhalbierenden zweier Richtungen. 

*) Darboux, Théorie des surfaces 3, Nr. 604, 605. O. Bolza, Vorlesungen iiber 
die Variationsrechnung, 8S. 37. 








Sw u’(u, v) 


(9) as 
a= (u, v) 

gegeben, wobei ¢ einen beliebigen Parameter auf den Kurven bedeute. Die 
Integralkurven dieser Gleichung sind dann und nur dann geoditische 
Linien im Sinne der MaSbestimmung P-f, wenn ihre Gleichungen die 
Euler-WeierstraBsche Differentialgleichung (7) G = 0 befriedigen, in der f 
durch P-f zu ersetzen ist. Sie stellt folgende partielle Differentialgleichung 
fiir P dar: 

, ra Ov’ +9 [av’ u’ noe)... + a? 
P(u, v)-{f{u . 3 Tee (F Ae 7s) ee’ Fel 7 ES ta irks 
aP af aP af 





oder 


(10) G-P(u,v) +2*.7,— 2.5, =0, 


wobei in G die Funktion f einzusetzen ist. Sind die Integralkurven der 
Gleichung (9) Extremalen im Sinne der MaSbestimmung f/f, dann folgt 
aus (10) und (6) 


OF ou 5 Ok te 
5, 24 + 5540 = dP=0 


» lanmgs der Transversalen der Kurvenschar, d. h. die Kurven P= konst. 
sind Aquidistanten im f-Sinne, was unmittelbar einleuchtet. 


Il. 


Entsprechend der Definition der Kurvennetze ohne Umwege auf Flachen 
im Euklidischen Raum*) wird der Regriff der Gewebe beim Ubergang zur 
allgemeinen MaSbestimmung (3) folgendermaBen gefa8t: Ein Kurvennetz 
heiBt ,ohne Umwege im Sinne der MaSbestimmung f“ oder kurz ein 
f-Gewebe, wenn die im f-Sinne gemessene Bogenlinge eines bejiebigen 
geschlossenen nur aus Netzkurven bestehenden Weges null ist, oder, was 
offenbar dasselbe ist, wenn die auf Kurven des Netzes gemessene Ent- 
fernung irgend zweier Punkte unabhingig ist von der speziellen Wahl des 


*) Ausfiihrliche Literatur vgl. G. Scheffers, Einfiihrung in die Theorie der Kurven 
in der Ebene und im Raum, 2. Aufl., 1 (1921), 8.181. Der Name ,Kurvennetz ohne 
Umwege*“ zuerst bei G. Scheffers, Ebene Kurvennetze ohne Umwege, Berichte iiber die 
Verh. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wissensch. zu Leipzig, math.-phys. Kl, 57 (1905), 8. 353. 
Die charakteristische Eigenschaft dieser Netze kommt schon vor bei R. Rothe, Be- 
merkungen iiber ein spezielles krummliniges Koordinatensystem, Sitzungsber. d. B. M. G. 
1 (1902), S. 47. 


Gewebe auf Flachen in allgemeinen Raumen. 7 


verbindenden Weges. Voraussetzung ist dabei, daB die Netzkurven in be- 
stimmter Weise orientiert sind: beim Durchlaufen der Kurven im einen 
oder anderen Sinne ist die Bogenlinge positiv bzw. negativ zu zahlen, was 
stets méglich ist, da f(u,v, u’,v’) definit ist. Das Netz 





(11) oe a(u, v) 


ewes... an 


ist also dann und nur dann ein Gewebe, wenn fiir jeden geschlossenen 
Weg aus Kurven a = konst. bzw. § = konst. 


fac, =f [r(w, v, =, o\ dat f(u, v, 7 sy) 4B =0 
oder ‘ 
(12) Jat (u,v, 5, 3) — or (u0, =, 2) <0 
gilt. Eine leichte Rechnung zeigt, daB diese Bedingung mit der von Herrn 
Rothe*) angegebenen iibereinstimmt, wenn 
f(u,v, u,v’) = VEu"?+2Fu'v'’+Gv" 


ist. Die Integrabilitétsbedingung l48t sich durch Einfiihrung der Winkel- 
halbierenden 


u = u,(t, A) 
(18) v= v(t, A) 


der Netzkurven auf eine fiir die Untersuchung der Gewebeeigenschaft 
brauchbarere Form bringen. Dabei hat man unter den Kurven (13) ent- 
sprechend der Finslerschen Winkeldefinition und der Verabredung, die 
Winkelpaare zum gemeinsamen Schenkel hin zu messen, die Integralkurven 
folgender Differentialgleichung zu verstehen: 





Ua fur (U,V, US, 06) + afer (U,v,u5,3) Uphy (u,v, UG, 04) + Bf (u,v, Uf, vf) 
f (U, v, Ua, Va) rT f (u,v, ug, vg) - 





(14) 


in der 


» 


_ bu _ ov _ Ou av 
%. = 32° a ee “p= 5p” "8 oR 
den Gleichungen (11) zufolge Funktionen von u und wv sind. Wegen der 
positiven Homogenitaét nullter Ordnung von fy, f, hinsichtlich wu’, v’ erhalt 
man aus (14) 


d 
qo = A(t, v), 


*) R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Fliche mit einem Gewebe (,,Kurvennetz 
ohne Umwege“), Sitzungsber. d. B. M. G., VII. Jahrg. (1907), 1. Stiick, S. 15. 































(16) 
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wo A(u, v) eine i. a. mehrdeutige Funktion des Ortes (u,v) bedeutet; der 
Grad der Mehrdeutigkeit ist, wenn die MaSbestimmung in den Variablen 
u’ und v’ algebraisch ist, die von Landsberg *®) eingefiihrte charakteristische 
Zahl des Feldes. In dem vorliegenden Falle geniigt es, einen eindeutigen 


Zweig 4,(u,v) von A(u,v) herausgugreifen und durch Integration der 
Gleichung 

d 

To = 4o(™> 0) 
in einem Bereich der u-v-Ebene, in dem A(u,v) keinen Verzweigungs- 
punkt besitzt, eine Schar von Winkelhalbierenden des Netzes zu kon- 
struieren, die durch Gleichung (13) dargestellt sein mége. Der Winkel w 
zwischen den Kurven (13) und den Netzkurven, der der ,,halbe Maschen- 
winkel“ des Netzes heiBen soll, ist eine durch die Gleichung (14) wohl- 
bestimmte Funktion von uw und v: 


Ug fur(,v,%, vf) +... ughy: (u,v, Ug, 06) +... 


(15) 0 = f (4, v, Ua; Va) — f (u,v, ug, vg) 





Man fiihre nun in die Integrabilitétsbedingung (12) aus Gleichung (15) 
* 1 , , , , 
f(u, VU, Ua, Va) — cos w [ta fu (u, v, Uo, V0) + Va fo (u, Vv, Uo, v5) ]; 


, 1 , ry , , 
f(u, Vv, Up, vz) = 0s @ [ tg fur (4, UV, Up, Uo) + vp fo (u,; Vv, Up, vo) | 
ein; so erhalt man nach leichter Zwischenrechnung 


0 (u,v) [A(u%,,v dw oe Cr) » a\ @ 1 \ 
T= FEL ona + (Fu (Ws 0 06) — FF f(s 05 Was 00)) 5 (cana) | 
worin @(u,, v,) die linke Seite der Gleichung (7) ist, genommen fiir die 
Funktionen u=wu,(t, A), v= ,(t, A), d. h. fiir die Winkelhalbierenden. 
Wegen 
d(u, v) 
a(@, 8) 





+0 
geht, wenn noch 
1 


coe = P(%, v) 


gesetzt wird, die Integrabilitaétsbedingung (12) iiber in 
f ap he . op , ay 
(17) p:G (uy, Up ) + 3u fe (Us v, Uo, v5) — Sp fw (Us Vv, Uo, v5) = 0. 


Fiir die eben durchgefiihrte Umformung der Gleichung (12) ist cosw + 0 





1”) G. Landsberg, Uber die Kriimmung in der Variationsrechnung, Math. Annalen 
65 (1908), S. 321. 
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in dem ganzen Bereich erforderlich. Dies ist indessen sicherlich erfiillt, 
da aus cosw = 0 


tha fy’ (. +. Ug, 06) + Va fer (... UG, %) =O, 
Up fu (--+ Ud, V0) + Up for(-.- UG, U9) = 0 
und weiter 
2 
a(a,p) — ° 
folgen wiirde, weil f, und f, wegen f+ 0 nicht zugleich verschwinden 
k6énnen. 

Die vorbereitenden Betrachtungen mégen durch die Einfiihrung einiger 
neuer Bezeichnungen abgeschlossen werden, die eine kiirzere Formulierung 
der Resultate gestatten. 

1. In ihrem Schnittpunkt schlieBen je eine a-Kurve und eine #-Kurve 
des Netzes (11) den gleichen Winkel w mit der durch den Schnittpunkt 
gehenden Kurve der Schar (13) ein. In seiner Nahe sind die a- und 
8-Kurven also ,Spiegelbilder“ voneinander beziiglich der Integralkurve 
{t., %} von (14). Dafiir werde kurz gesagt: Das a-f-Netz ist spiegel- 
bildlich **) beziiglich der Schar {u,., v,} der Winkelhalbierenden. 

2. Weiter soll ein Netz (11), das zu der Schar 


u=wu,(t,A), v=v,(t, A) 
spiegelbildlich ist, beziiglich der Schar 
u=u,(t,B), v=v,(t, B) 


gestreift**) heiBen, wenn der Winkel w lings der Kurven B = konst. kon- 
stant ist. 


3. Endlich denke man sich zu einer vorgegebenen Schar von co* Kurven 
eine zweite Schar so konstruiert, daB ihre Elemente auf denen der ersten 
Schar gleiche Stiicke im Sinne der MaSbestimmung f abschneiden; etwa 
dadurch, daB man die erste Schar durch eine beliebige Kurve schneidet, 
so da8 der Cosinus des Winkels stets +0, +1 ist, und von der Schnitt- 
kurve aus auf den Kurven der ersten Schar -gleiche Langen abtragt und 
dann entsprechende Punkte verbindet. Dann sollen die Kurven der zweiten 
Schar schiefwinklige Aquidistante oder kiirzer schiefe Aquidistante der 
ersten Schar heiBen, wenn sie nicht zugleich Transversalen sind, andern- 
falls schlechthin Aquidistante. Das Adjektiv ,schiefwinklig* soll darauf 


11) Vgl. R. v. Lilienthal, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 2, S. 245. 
12) Vgl. R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Oberfliche mit einem biegsamen 
unausdehnbaren Netz, Sitzungsber. d. B. M. G. 5 (1906), 1. Stiick, S. 9. 
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hinweisen, daB die Gieichung (6) nicht erfiillt ist fiir die Linienelemente 
der ersten und zweiten Schar, d.h. daB coswm +0 ist, und ferner, daB 
cos wm + 1 ist. 

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich folgende Satze iiber gestreifte 
Kurvennetze ohne Umwege aussprechen. 


Ii. 
Satz la. Hin zu einer einparametrigen Extremalenschar 
=u,(t, A 

(18) uU = Uy ( ) 

; v = v,(t, A) 
apregelbildliches Netz 

f u=u(a, B) 
19 
‘ binvies 
ist ein Gewebe, wenn es beziiglich der Transversalen 

u =u, (rt, B) 

20 . 
(20) v = v,(t, B) 


gestreift ist. 

Satz Ib. Wenn ein Gewebe (19) zur Extremalenschar (18) spiegel- 
bildlich ist, dann ist es beziiglich der zu (18) transversalen Schar (20) 
gestretft. 

Satz Ic. Wenn ein Gewebe beziiglich der Transversalen seiner Winkel- 
halbierenden gestreift ist, dann sind die Winkelhalbierenden Extremalen. 

Die Beweise folgen sofort aus den Gleichungen 





(6) du, fy (U,V, Uo, 0) + dr, fy (U, v, Uo, V6) = 0 
und 
G(%,%) , af 1 a ay; 1 oes 
J ee + (seq) fe (ts 0, 05, 06) — 5 (=) fur (ws 0,5, 09) = 0; 
denn aus 
(21) G (tty, U) = 0 
und 
é 1 é 1 
(22) iu (sew) 4% + 55 (sen) aM = 0 





folgt (17), (Beweis von Satz Ia). 
Aus (17) und (21) folgt (22), (Beweis von Satz Ib). 
Aus (17) und (22) folgt (21), weil 
1 f(u, V, Ua, Va) 


COS@ =« Un fur (... Uh. U4) + Va ly (... HG, UF) 





ist (Beweis von Satz Ic). 
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Der Inhalt des Satzes I kann durch einen geometrischen Beweis un- 
mittelbar veranschaulicht werden, indem man die urspriingliche Definition 
des Cosinus als Limes des Yerhaltnisses zweier (verallgemeinerter) Bogen- 
langen f ds = f fdt benutzt. 

Um Satz Ia auf diesem Wege zu beweisen, zeigt man zuniachst, daf 
folgender Hilfssatz gilt: 

Die Transversalen einer Extremalenschar schneiden auf den beiden 
Kurvenscharen eines Netzes, das zur Extremalenschar spiegelbildlich und 
beziiglich der Transversalenschar gestreift ist, gleiche Lingen ab, d. h. sie 
sind schiefe Aquidistante ,des Netzes“. 

Beweis. {u,(t,B), v,(t,B)} und {u,(t,B+dB), v,(r,B+dB)} 
seien zwei benachbarte Transver- 
salen, B bedeute den auf den Ex- 
tremalen gemessenen Abstand der 
ersten Transversale von einer will- 
kiirlichen 0-Transversalen. Die bei- 
den Kurven schneiden auf zwei be- 
liebigen Kurven 6 =f, und «=a, 
des Netzes u=u(a, 8), v= v(a, 8) Bogenlaingen Stat ab, deren Diffe- 
rentiale sind: 





dea = dapap, = $5 ff (u(«. fy), 0(@s8,), 2, ©) dela, 


df { , Ou @ 
dap = deena, = ap | Jf (u(e%»B)s 0(%,B)» ser 5g) 4B | dB, 
wo die Integrale iiber die den Schnittpunkten der Transversalen mit den 
Netzkurven entsprechenden «- bzw. f-Bereiche zu erstrecken sind. Hin- 
sichtlich der Winkel w, und a, gilt 


dB dB 
CO, = Js 008 Wy = Tap’ 

Aus der Voraussetzung w, = w, folgt 

B, B, 

d d 

J FoLS ru, 0, u.0,)de]dB = f ALS t(u,v, ups op) a8) aB, 

: B, 

w. z. b. w. be 

Ebenso schlie8t man, daB die Transversalen oe 


auf zwei Kurven a=a, und «=a, des Netzes 
gleiche Langen abschneiden. Daraus folgt offensicht- 
lich sofort, daB das betrachtete Netz ein Gewebe ist, 
also der Satz Ia. Denn es ist s,-+ 8, —s8,-+- 8, fiir 


jedes einfache Netzviereck. Fig. 3. 
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Um auch (Ib) und (Ic) geometrisch zu beweisen, scheint man einen 
Satz benutzen zu miissen, der insofern zu allgemein ist, als er von all- 
gemeinen, nicht notwendig gestreiften Geweben handelt. Es liegt dies 
daran, da8 die Voraussetzungen von (Ib): Das Gewebe ist spiegelbildlich 
zu einer Extremalenschar, und (Ic): Das Gewebe ist zur Transversalen- 
schar seiner Winkelhalbierenden gestreift — nicht geometrisch-anschaulich 
interpretiert werden kénnen. Man benutzt also den 


Satz II. Die Transversalen der Winkelhalbierenden eines Gewebes 
sind schiefe Aquidistante dieses Netzes. 
Beweis. Die Winkelhalbierenden eines Gewebes geniigen der Glei- 


chung (17), sie sind also, der Gleichung (10) zufolge, Extremalen des 
Variationsproblems 


ty ty 
frm, v,u’,v’)-p(u, v)dt =| £{e-8.8 20") dt = Extr., 
t, , 
und ihre Transversalen sind geoditische Aquidistante im Sinne der Mab- 
f 


bestimmung —_—; also ist lings irgendeiner Transversalen, die wie oben 


durch den Parameter B bestimmt sein mége, 


t(B) 


- | f (m0, UG, 0S) a) _ F(u,e, uo. 06) ot 
dB COs @ . 008 @ dB 
t(B.) 


konstant, wobei w der wohlbestimmte halbe Maschenwinkel des gegebenen 
Netzes ist. Nach seiner Definition ist nun 


dt 

F (Mos Yor Mo» U8) Fe 

008 «9 = ——____—— 
f(u, V, Ua, Va) adB 


und auch 


,, dt 
F (ty Vos M5» YO) ae 
cos @ = 





f(u,», UB; vg) Es 


Also folgt, daB f(u, v, w,, v,) red und f(u, v, Ug, *) a5 langs jeder Trans- 
versalen konstant sind, d.h. aber, die Transversalen sind schiefe Aqui- 
distante des Netzes. Sind die Winkelhalbierenden nun Extremalen (Voraus- 
setzung des Satzes Ib), dann gilt auBer 

d 


f(u, 0; Ms Yq) So f (u,v, Up, Up) - = konst. 
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auch 
’ dt 
f (Up, U9, Uo» v5) aB == konst. 


langs der Transversalen, also ist w lings dieser Kurven konstant, d. h. das 
Gewebe ist gestreift. (Ib.) 
Endlich Satz Ic. Die Transversalen sind geoditische Aquidistante 


im Sinne der MaSbestimmung + f(u,0,u’, 0"), d. h. es ist 








f (thy (t,, Ay), U (t,,.A,), HG, 0G) dt, bene f (ty (t,, Ay), Up (tg, Ag), Uf, 04) dt, 
008 @, aB ©08 @, dB" 
Da das Gewebe gestreift ist (w,—w,=...), sind die Transversalen im 


Sinne der MaBbestimmung f selbst aquidistant und also sind ihre Gefiall- 
kurven, nimlich die Winkelhalbierenden des Gewebes, Extremalen’*). 


IV. 


Satz I beschaftigte sich nur mit gestreiften Geweben: die Integrabili- 
taitsbedingnng zerfiel in zwei Gleichungen. Sieht man von dieser Méglich- 
keit ab, dann erhalt man als Zusammenfassung der Integrabilitaétsbedingung 
(17) und der Gleichung (10) folgendes Merkmal fiir allgemeine Gewebe: 

Ein Netz ist dann und nur dann ein Gewebe, wenn seine Winkelhalbie- 


renden geodatische Linien im Sinne der MaSbestimmung _— -f(u,v,u’,v’) 


sind, wobei m(u,v) den halben Maschenwinkel des Netzes bedeutet. 

Satz II ist die geometrische Interpretation der im vorhergehenden 
enthaltenen notwendigen Bedingung. Die hinreichende Bedingung 1aBt sich 
folgendermaBen als Konstruktionsvorschrift fiir beliebige Gewebe geome- 
trisch formulieren. 


Satz III. Man konstruiere zu einer beliebig gegebenen einparametrigen 
Kurvenschar 


(23a) u= U(«,C) (C Scharparameter, « Parameter 
v= V(a,C) auf den Kurven der Schar) 

eine beliebige Schar schiefwinkliger Aquidistanten 

u =u, (rt, B) 

(24) ie 


bestimme mit Hilfe der Differentialgleichung 


(6) 2M (u, 0) fir (ts 0, M6, 0) + S°(u, v) fy (1, B, ti 94) = 0 


*3) C. Carathéodory , Die Methode der geoditischen Aquidistanten und das Problem 
von Lagrange, Acta Mathem. 47 (1925), Heft 3. 
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irgendeine Schar**): 


[or en 

(25) 

v = v,(t, A), 

deren Transversalen also die Kurven (24) sind, und suche die Kurvenschar 
u=U(s,D 

(23b) wl 
v=V(B,D), 


die mit (23a) zusammen spiegelbildlich zu (25) ist. Dann bildet das 
Netz (23a, 23b) ein Gewebe. 

Beweis. Zunichst bilden die Scharen (23 a, 23b) wirklich ein Kurven- 
netz; denn da die Kurvenscharen (23a) und (23b) beziiglich der Schar 
(25) spiegelbildlich sind, ist i: 7, eine von oo verschiedene Lésung 
der Gleichung 








aU (Ug, Vg, Uh v +o " fe ( 
U" fe (tgs Yon $006) + V" Fat (ty---) daa 1” (nr Mor M0 M0) hohe 
f (u,v, 0’, V’) aU a ’ 
f(u, vs Ga’ da 


eine solche Lésung U’:V’ wird es, von speziellen Funktionen f abgesehen, 
nur dann nicht ene wenn 


~ fe’ (to, % 5 6, 09) + = "fet (tug, Ups Ug, 05) = 0 


ist, was durch die andere Voraussetzung, daB die Transversalen der Kurven 
{u,,U)} schiefe Aquidistante der Schar (23a) sind, ausgeschlossen ist. 
Also ist 

aueV =avael 


aoe da ap — Fae t 


und man kann daher das Kurvennetz (23a, 23b) so darstellen: 


f u=u(q, £) 
| v=v(a, 8). 


Um die Gewebeeigenschaft dieses Netzes zu beweisen, geht man so vor. 
Auf den schiefen Aquidistanten u = u,(t,B), v=v,(t,B) der Kurven 
u = u(a,8 =konst.), v = v(a«,8 = konst.) fibre man als den die ein- 
zelne Kurve charakterisierenden Parameter B den Kurvenparameter « der 
Kurven # = konst. ein, und als Parameter rt auf der einzelnen B = « = konst.- 
Kurve den Scharparameter § der anderen Schar. Das geschieht durch 
Elimination von « aus (26) und t aus (24), wodurch man f= (u,v), 


(26) 





44) Hinsichtlich der Mehrdeutigkeit gilt dasselbe, was auf 8.8 iiber die Kon- 
struktion der Halbierenden eines beliebigen Winkels gesagt wurde. 
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B= B(u,v) erhalt. Die Auflésung dieser Gleichungen nach u,v ist 
wegen 

6u,dv dv, du 

hi hia 


moéglich und ergibt, wenn man noch B durch a ersetzt, die Gleichung 
so U(a, B) 
v=V(a, B) 


fiir die Schar 6 = konst. und ihre schiefen Aquidistanten « = konst. 
Die Bedingung der schiefen Aquidistanz ist: 


(27) 


a 


fr(a.v. 22 au 2) ae 


aU @aV 
ba’ da = fr(u,v,22 5a) ae 


B=h, a B=, 








bes | 


fiir jedes a, 6, und £,; also gilt 


a aU av 
(28) gat (UH B)» V (8), 52 (asB)» 55 (@B)) =0. 
Um zu zeigen, daB die Scharen « = konst. auf den Integralkurven 
u = u,(t, A), v =v, (t, A) 


der Differentialgleichung (ec) 


aU ss ov Pe 
op fu’ (Us V, Uo, V0) + op ler (u,v, Ug, Vo) =0 


gleiche Laingen ff f ~4t abschneiden, mu8 die Re- 


lation 


(Uo + %, UG» V8) 
s fesesestay 


cos @ 





bewiesen werden, worin die obere und untere Grenze Funktionen von 
6, «,,@ sind, Fiihrt man unter dem Integral 


f (Uo, Vp» Ups 00) = Uy fy’ (ty ---) + UG fo’ (Uy .--) 


ein und setzt 


(ts) 


J {Cotesia o + EGorte te) dy) — 3 (6, 0,,0), 


COs w cos @ ie 
(¢;) 


dann ist zu zeigen, dab 


3p 3 (Bs &) = 0 

























= 
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ist fiir jedes «. Dafiir ist 
a? 
(29) Faas as =0 
notwendig und hinreichend. Denn daraus folgt 
C) 
3 = 2(8,4,), 
und da 3(f, «,,¢,) = 0 ist fiir jedes 6, also auch 
C] 
pp 9 (Bs se) =0, 


und da @ in a(f,a,) nicht vorkommt, ist 53 = a(B,0,) =0 fiir jedes a. 


Die Differentiation des Integrals ergibt wegen wu,(t,A)=U/(a,{), 
v(t, A) = V(a, B) 








3 __ fu’ (My, %,%5,%6)0U | fe’ (Mo, Yo, 4, 4) OF 
tc COs @ dat COs @ Ga’ 
und da 
@U av 
ow Fa: fu’ (Mos Yo» Mos %) + Qa fe’ (Mo Up, US, VS) 
2 aU av 
(0.0.5 aa) 
ist, 
ay aU av 
Ba =f(U,V, 3a’ 3a)" 


Wegen Gleichung (28) ist Gleichung (29) erfiillt. Also sind die schiefen 
Aquidistanten (24) geoditische Aquidistante im Sinne der MaSbestimmung 


- ft. Als Gefallkurven der Schar geoditischer Aquidistanten sind die 
Kurven 

j w=, (t, A) 
(25) \ v= v(t, A) 


geodatische Linien der Ma8bestimmung —f_ und befriedigen daher die 
Gleichung 
oP 6P 
(10) G-P(u,v) + Fhe — Safe’ =9 
fiir 


P=—| —p(u,v), u=u,(t, A), v= ,(t, A), 


d.h. die Gleichung (17). Also ist die Integrabilitatsbedingung erfiillt und 
das Netz ist ein Gewebe. 

An die urspriingliche Integrabilitatsbedingung (12) laBt sich eine Be 
merkung iiber den auf Gewerbekurven gemessenen Abstand zweier Punkte 
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kniipfen. Aus Gleichung (12) folgt, daB eine Funktion ¥(a, 8) = ®(u,v) 
existiert, fiir die 

sn ( ou 4) hd ( ou *) 


yee 20550 da op =f “0, OR OB 
gilt. Benutzt man die Gleichung (15), so findet man aus 
a ag a am 
5a (P fer (tup--+) -- =) + Fu ( P fe (ty +. - =) =0, 
au a® am 


39 (Pfu (tHo--- = ga) + 5p Phe (My---)— 55) =0 


wegen 





a(u,v) 
ata, 8) 7° 
(30) of =D -fu (tly---)s Oo = Df (tip --+)s 


woraus man durch Integration die Funktion ®(u,wv) findet, die bis auf 
eine willkiirliche Konstante die auf dem Gewebe gemessene Bogenlinge 
darstellt. Es ist 

a*® ao ap ap 

——- Gogu = PA + Fyfe (to---) — Gy fur (Uo---)- 


Fiir ein gestreiftes Gewebe gilt 








C7) a 
fit (Uy +++) =A(u,v) 52, fy (Uy...) = A(u, 0) 5, 
und wegen 
0—@G ~ Ag d 
= (Uo U9) = ae fe (Uo--+) _ Go fu’ (Mo-++) 
v= konst, = konst, 
ist weiter 
A= u(p), 
so daB aus Gleichung (30) d® = w(p)pdp 
(31) ® (u,v) =M(p) + 
folgt bei 
GM _ pfa'(%y---) Phe’ (M---) _ 
ip. de eee 
du éu 


Fiir gestreifte Gewebe ist also die auf den Netzkurven gemessene Bogen- 
lange eine Funktion von w allein. Es gilt auch die Umkehrung: Aus 


® (u,v) =M(p)+C 
und Gleichung (30) folgt namlich 
dM 20; 
Phe (ty.-.) — 4M 2 =o, 
Pio (Uy-+.)— dp ‘Fp = 9 


Mathematische Annalen. 100. 2 
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also wegen p + 0, pt? 


oP hg (ty. -) — 22 fy (ty...) =0, 


d. h. p = konst. lings der Transversalen der Winkelhalbierenden. 

Aus (31) folgt, daB simtliche Punkte des gestreiften Gewebes, die auf 
einer und derselben Aquidistanten liegen, den auf dem Gewebe gemessenen 
»Abstand“ null haben, weil ja lings dieser Kurven p = konst. ist. Die 
Gleichung (31) gilt nicht, wenn p im ganzen Bereich konstant ist. Ein 
solches gestreiftes Gewebe mit iiberall konstantem Maschenwinkel 


2a = 2are cos = bilden z. B. fiir f= ) u’* + v’* in einer Ebene die beiden 
Scharen logarithmischer Spiralen, deren Gleichungen in Polarkoordinaten 


r=et¢? sind. Die Winkelhalbierenden dieses gestreiften Gewebes sind 
Extremalen, namlich die Geraden durch den Nullpunkt. 


V. 


Zwischen den eben bewiesenen Sitzen und dem Hilbertschen Unab- 
hangigkeitstheorem besteht ein Zusammenhang, der die Wirksamkeit der 
Finslerschen Erweiterung des Winkelbegriffes erklarlich erscheinen laBt. 
Zu den Satzen II und III iiber allgemeine Gewebe fiihrten zwei wesent- 
liche Schritte: erstens die Umformung der Integrabilitatsbedingung (12) 
in die Euler-WeierstraBsche Differentialgleichung (17) G(p-f) = 0; zweitens 
der Nachweis, daB schiefe Aquidistante eines Netzes mit dem halben 
Maschenwinkel w geoditische Aquidistante im p-f-Sinne darstellen, daB 


also die Winkelhalbierenden _ -Extremalen sind, wenn ihre Transversalen 
schiefe Aquidistante des Netzes darstellen. Der erste Schritt wurde hier 
dem eigentlichen Beweis als eine identische Transformation der Integra- 
bilitatsbedingung vorangeschickt, die sich zwar unschwer durchfiihren laBt, 
deren Nutzen aber von vornherein nicht einzuschen ist, so daB sie als ein 
erst nachtraglich gerechtfertigter Kunstgriff erscheint. Wahrend der zweite 
Teil des Beweises nicht entbehrlich ist, erspart man sich die Aufstellung 
der Integrabilitaétsbedingung und ihre Diskussion durch Anwendung des 
Hilbertschen Satzes, der fiir ein WeierstraBsches Variationsproblem 


ty 
(32) 5 f p(u,v,u’,v’)dt=0 
bo 


bekanntlich folgendermaBen lautet: 
Sind = uy (u,v), > =v, (u,v) dié Differentialgleichungen der oo* 


Extremalen eines Feldes, dann ist das Integral 
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J {w 20 (w, 0.6, 06) +02, (u,v, 6, )) at 
(e) 
von dem ganz im Felde liegenden Integrationsweg C = (u(t),v(t)) unab- 
hangig, also eine Funktion allein von dem Anfangs- und Endpunkt des 
Integrationsweges. Dabei mu8 der Weg (u(t),v(t)) stetig sein und bis 
auf endlich viele Ecken in jedem Punkte eine Tangente besitzen. 
Man setze nun 
y(u,v,u’,v’)dt=ds 
(¢) 
und fiihre den von der Kurve (u(t),v(t)) zu der durch den Punkt gehen- 
den Extremalen (u,(¢), v,(t)) des Problems (32) gemessenen Winkel w 
durch 
U’ Pu! (Nos Uo» UG» VG) +0’ Py’ (or Uy, Uo, Vy) 1 


cos w = — — 
y (u,v, u’,v") a(u,v) 


(y) 








ein; dann geht das Hilbertsche unabhangige Integral, lings eines geschlos- 
senen Weges erstreckt, iiber in 


(33) jcoswds=0. 
© @ @ 
Nun sei nach dem Verfahren des Satzes III ein Netz 
; u=u(a,p) 
(26) v=v(a,£) 
konstruiert, dessen Winkelhalbierende (im /-Sinne ) 
u=u,(t,A 
(25) o( ) 
v= v,(t,A) 


f 


Extremalen im Sinne der MaSbestimmung —— sind, unter w der im 


f-Sinne von den Netzkurven .zu der Winkelhalbierenden gemessene Winkel 
verstanden. Dies wird genau wie oben bewiesen. Die Konstruktion des 
Netzes (26) wird wieder auf einen Bereich beschrankt, in dem die Diffe- 
rentialgleichung der Schar (25) keinen Verzweigungspunkt hat, so daB 
dieser Bereich ein Feld im Sinne des Variationsproblems (32) darstellt, 


wenn man 
_ f(a, v, wv’, v’) 


y(u,v,u’, ess (cos w + 0) 
setzt. Man beachte, daB 


cos @ = COS WM 
(P) 


ist, und wende auf einen aus Netzkurven gebildeten geschlossenen Weg 
den Hilbertschen Unabhingigkeitssatz in der Form der Gleichung (33) an: 
2* 
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Jomo de = Jomo gat— | do—0, 


(?) @ 


womit Satz III schon bewiesen ist. 


Es ist einleuchtend, daB die Saitze Ib, Ie und II sich nicht mit 
Hilfe des Hilbertschen Unabhingigkeitssatzes beweisen lassen, dagegen 
wohl Satz Ia und der Hilfssatz. 


Beweis fiir Satz Ia. Wenn das Netz spiegelbildlich zu Extremalen 
im f-Sinne und gestreift beziiglich ihrer Aquidistanten ist, kann man 
auBer wie beim Beweis von Satz III so vorgehen: Die Anwendung des 
Hilbertschen Integralsatzes fiir g = f auf eine geschlossene Kurve, die aus 
zwei Adiquistanten und den von ihnen herausgeschnittenen Stiicken der Netz- 
kurven besteht, liefert, da langs der Aquidistanten cos m = 0 ist, die Gleichung 


~~. oa Tube: ds,+ {008 0,44, — 0, 


SJ, 2) (1) 


in der 


ds, =f (u,v, u,, v,) de |\g—ronst. » 
Fig. 5. ds, => f(u, Vv, Ug, Vp) ap laaskonst. 


gesetzt ist, oder, wenn die Aquidistanten die Kurven 6 = #, und f = 8, 
treffen : 
(4) 


Fide: as, + { cosm,, ds, = 0 


()) 


bei 
ds, =f (U,V, Ua, Va) delyog,, G8a,=—f(U, VU, Ua, Va) de |g. 


Da w, =, langs der Aquidistanten konstant und cosw, + 0 ist, folgt 
durch Grenziibergang 


ds,+ds,—0, ds,+ds, =0. 


Integriert man diese Gleichungen iiber Kurvenstiicke des Netzes, die 
zwischen gleichen Aquidistanten liegen, dann erhalt man den Inhalt des 
Hilfssatzes; durch Integration iiber ein ganzes Netzviereck dagegen den 
des Satzes Ia. 


Der Hilfssatz la8t sich hier noch etwas allgemeiner aussprechen, als 
er oben gebraucht wurde: 


Die Transversalen einer Extremalenschar im Sinne p-f= = L - 


schneiden auf den Kurven des zur Extremalenschar mit dem Winkel 





@ = are cos — spiegelbildlichen Netzes gleiche Langen St dt aus. 
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Beweis, Die Gleichung (33) erhalt fiir ¢ =—" die Form 


COB @ 
© 


wobei ’ der Winkel zwischen dem Integrationsweg und der Extremalen 
ist, w der halbe Maschenwinkel. Der Integrationsweg sei derselbe wie oben. 
Langs der Transversalen ist 


J Locos" at = 0, 


cos @’ = 0, 
langs der Netzkurven 
cos w’ = cos w; 
also folgt 


(2) (4) 


Srat+ frdt—o. 
(1) (3) 


Offenbar enthalt dieser Hilfssatz den friiheren; denn f-Extremalen 
sind auch p-f-Extremalen, wenn p=p(u,v) lings der Transversalen 
konstant ist. Andererseits liefert er mit den Gleichungen (17) und (10) 
zusammen den Satz II. 


VI. 


Die im vorhergehenden bewiesenen Satze sind dank der Finslerschen Ter- 
minologie eine fast wértliche Verallgemeinerung derjenigen, die Herr Rothe **) 
fiir den speziellen Fall der Riemannschen MaSbestimmung bewiesen hat. 
Nur an einer Stelle miissen die Satze wesentlich anders formuliert werden, 
und das la8t hinsichtlich der Gewebe auf Flichen im Euklidischen Raum 
auf eine Eigenschaft schlieBen, die, wie sich zeigen wird, zwar. nicht auf 
den Fall der allgemeinen MaSbestimmung iibertragbar, aber auch nicht fiir 
die Riemannsche MaSbestimmung charakteristisch ist. 

Im vorhergehenden spielt mehrmals folgende Konstruktion eine Rolle: 
Ein Netz ist spiegelbildlich zu der Kurvenschar, deren Transversalen 
schiefe Aquidistante der Netzkurven sind. An den entsprechenden Stellen 
der Untersuchungen von Herrn Rothe wird verlangt, das Netz soll zu den 
schiefen Aquidistanten selbst spiegelbildlich sein, nicht zu der Schar, deren 
Transversalen die Aquidistanten sind. Fiir die Riemannsche MaGbestim- 
mung ist dieser Unterschied tatsichlich belanglos, denn auf Flichen im 
Euklidischen Raum ist ein zu einer Kurvenschar spiegelbildliches Netz 
auch zur Transversalenschar spiegelbildlich, wenn man nur die eine Schar 
der Netzkurven entgegengesetzt orientiert. 








15) R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Fliche mit einem Gewebe, Sitzungsber. 
d. B. M. G. 7 (1907), 1. Stiick, 8. 17. 
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Bei einer beliebigen MaSbestimmung trifft dies durchaus nicht zu; 
andernfalls miiBte ja aus 


Ua fu’ (U, v, Uj, 1) + Vale’ (U, v, US, %) _ UBfu'(U, v, Uo, M%) + UB fo’ (u, v, UG, 0%) 





f(u, Uv, Ue, Va) f(u, Vv, Up, vg) 
und 
uy fu(u, v, U5, %) + vj fer (u, v, Uo, %) =0 
stets 
Ua fu'(u, v, uf, v{)+vafo'(u, v, uf, v{) — «ns ug fu’ (u,v, uy, v{) + up fo’ (u, v, uf, v{) 








f (u, v, Uas Ya) f (u,v, ug, vg) 


folgen, was z. B. fiir f= Yu’* + v’* nicht der Fall ist. 

Aus der eben bemerkten Eigenschaft der Netze der Flichen im Eu- 
klidischen Raum ergibt sich: 

Das Netz 


u=u(a, B) 
(26) v= v(a, B) 


ist das Diagonalnetz des Netzes der Winkelhalbierenden (im Sinne der 
Riemannschen MaSbestimmung) 


(25) & = u,(, 4) 
v= v,(t, A) 
und ihrer Transversalen 
u=u,(t, B) 
(24) v =v, (7, B) 


und umgekehrt. 


Dabei sind Diagonalnetze folgendermafen definiert: Zwei Netze sind 
Diagonalnetze zueinander, wenn gegeniiberliegende Ecken eines einfachen 
Netzviereckes des einen Netzes auf einer und derselben Kurve des anderen 
Netzes liegen, fiir den Fall, daB sdmtliche Seitenlingen des Netzvierecks 
gegen Null streben. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Diagonaleigen- 
schaft der Netze (26) und (24, 25) ist 





ao Ug Vy — Va Uy (Ua Vi — Va Uf) |—o 
| ug 0, — vg Uh UpgY{i — Vguy | 
oder 
du\ du \ = du 
(is) say a ide) 
dv). \do/o \du/g dv 


Da im Sinne Riemannscher MaSbestimmung die Kurvenscharen (25) 
und (24) orthogonal sind und mit dem Netz (26) der obigen Bemerkung 
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zufolge gleiche Winkel einschlieBen, ist das Doppelverhiltnis der vier 
Richtungen tatsichlich gleich —1, und die Netze (24, 25) und (26) sind 
Diagonalnetze, wie behauptet wurde. 

Nun ist der Begriff des Diagonalnetzes rein lagegeometrisch, andrer- 
seits entspricht der Orthogonalitét die Transversalitét der allgemeinen 
MaSbestimmung. Daher méchte man vermuten, daB allgemein ein Kurvennetz 
(26) Diagonalnetz ist zu dem Netz der Kurven (25) und ihrer Transversalen 
(24), wenn nur das urspriingliche Kurvennetz spiegelbildlich ist sowohl zu 
der Schar (u,,v,), als auch zu der Schar (u,,,). Diese Vermutung 
bestatigt sich indessen nur bei Beschrankung auf MaSbestimmungen 
f(u,v,u’,v’) mit symmetrischer Transversalitaétsbedingung, fiir die also 
die Gleichungen 


(34) Ut fy (.-. Ug, 1) + 1 fo’ (.-. UG, V9) = 0 
Uo fu (++ Ut, V1) + Vo fy(.-- ui, v1) = 0 
zugleich befriedigt sind. 

Die Indikatrix des entsprechenden Variationsproblems ist eine Eilinie, 
deren Halbmesser sich zu Paaren konjugierter zusammenfassen lassen. 
Herr Radon **) hat, von diesem kurvengeometrischen Problem ausgehend, 
simtliche Funktionen f bestimmt, die den Gleichungen (34) geniigen. Da 
ich von der oben charakterisierten Fragestellung — Ubertragbarkeit der 
Diagonaleigenschaften von Netzen auf den Fall allgemeiner MaBbestimmungen 
— ausging, gelangte ich zu den Funktionalgleichungen (34) und habe aus 
ihnen unmittelbar die Funktionen f bestimmt. Man geht etwa so vor: 
Wenn zunichst vj > 0, vj > 0 ist, wird 














“ = 2, “f = 
v4 v{ 
gesetzt. Dann folgt aus (34) wegen w’ fy + 0v'fy =f 
“ks f(u, v, 2, 1) 
Ome Fe (u, 9,8, 1)" 
at f(u, v, w, 1) 
a= 0 Fu (u, 0, w, 1)" 


u und » treten nur als Parameter auf und werden im folgenden fortge- 
lassen; man setzt noch 


f(z, 1) = f(z), 
fur (2, 1) =f (z) _ of 





16) 4, Radon, Uber eine besondere Art ebener konvexer Kurven. Berichte d. 
Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss., Math-Phys. Kl]. 68 (1916), S. 123ff. Vgl. auch: P. Funk, 
Uber den Begriff ,,extremale Kriimmung“ und eine kennzeichnende Eigenschaft der 
Ellipse, Math. Zeitschr. 8 (1919), S. 87 ff. 
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und erhalt 
(35) a 
s= — Le) 
f’ (w) 


Die Bedingungen f’(z) +0, f’(w) +0 sind wegen der Voraussetzung 
y>0, w>0 
sicher erfiillt. Aus (35) folgt mit fo = y(z): 
z 


y(z) + y(z— y(z)) =0, 
und wenn man noch 


z— p(z) = p(z) 


setzt: 

z— p(z) + 9(z) — v(y(z)) =9, 
also 
(36a) vy (y(z)) =z. 


Man wahlt also irgendeine Funktion y(z), die mit ihrer Umkehrungs- 
funktion identisch ist; ihr geometrisches Bild in einer z-y-Ebene ist eine 
zur Geraden z=» symmetrische Kurve. Durch Integration erhalt man: 

dz 


f(z) = Od ere 
muB also zu (36a) noch die Bedingung 
(36b) y(2)—2+0 
hinzufiigen. C ist eine willkiirliche Funktion von u und v. Aus 


r(2)=r(%,1) 





folgt 
s dz 
(37a) f(u’,v’)=v'Ce **"?, z=, v'>0. 


v 





- 


Da die Gleichungen (34) fiir jedes beliebige Verhaltnis ¥ und das 


0 


z. B. aus der ersten der Gleichungen berechnete Verhiltnis of erfiillt sein . 
v% 


sollen, bedeutet die oben benutzte Voraussetzung v,>0, vj >0 keine 
Einschrankung. Die Form (37a) versagt aber fiir v’ <0. In diesem Fall 
fihrt man eine entsprechende Betrachtung durch; insbesondere ersetzt 
man, wenn v verschwindet, da ja nicht zugleich auch u = 0 ist, z durch 


= Man erhalt dann 
2 
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| 
(37b) f(w’,o’)=u'Cer 9", C=", H(H(E))—C, w’>O. 
y(z) und @(¢) sind nicht unabhingig: fiir u’>0, v’ > 0 ist 
p (2)-G(C) =1. 
Man verifiziert leicht, da8 umgekehrt jede Funktion (37a) oder (37b) 
zu einer symmetrischen Transversalitétsbedingung fiihrt. Also stellt (37a), 


(37b) die allgemeine Lésung der Funktionalgleichungen (84) dar. Speziell 
ist die Riemannsche MaSbestimmung 





f= VEu'*+2FPu'v'+ Gv’? 
durch die Hyperbel 
F.z+G@ 

P (z) ——~ B2+P 
charakterisiert. Die Mannigfaltigkeit der eindeutigen Funktionen (z), 
die den Bedingungen (36a) und (36b) geniigen, ist indessen sehr viel 
groBer, es gibt also auBer der Riemannschen noch sehr viel MaSbestim- 
mungen mit symmetrischer Transversalititsbedingung im Gegensatz zu 
‘ dem Ergebnis bei dem raumlichen Problem *’). 

Um von einer Mafbestimmung mit vertauschbarer Transversalitits- 
bedingung zu reden, mu8 noch bewiesen werden, daB die genannte Eigen- 
schaft der Funktion f(u,v,u’,v’) gegeniiber der reguliren Punkttrans- 
formation 


(38) . 


invariant ist. Das ist tatsaichlich der Fall. Denn wenn durch die Trans- 
formation (38) f(u,v, u’,v’) in 








a —r a i du_, dv_ Ov _ 
97(%,6,%',e')= f (u(a, 6), o(@, 6), —-w +0, aa’ + 3 0") 


iibergeht, ist 
a; ga (%, 0, a; 05) +. 6 90'(%, dv, a; do) 

= Us fy (U,V, UG, 1) + hy (U, Y, UG, 0), 
6 gar (W, 5, H, Bf) + ge (H, B, Hi, 07) 

= Us f,(U, V, Uy, VL) + OOF, (U, v, Uy, v;). 2) 


Die durch die Gleichungen (37a, b) charakterisierten MaBbestimmungen 





‘?) Vgl. W. Blaschke, Raumliche Variationsprobleme mit symmetrischer Trans- 
versalitétsbedingung, Berichte d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss., Math.-Phys. KI, 8. 50 ff. 
18) Vgl. z. B. O. Bolza, a.a. 0. S. 347. 
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nehmen insofern eine Mittelstellung zwischen der Riemannschen MaBbe- 
stimmung und einer ganz beliebigen ein, als bei der Riemannschen MaB- 
bestimmung (und nur bei ihr) jeder Winkel von der Reihenfolge der 
Schenkel unabhiangig ist, bei der eben betrachteten nur der rechte Winkel, 
und bei einer beliebigen MaSbestimmung gar kein Winkel. Darauf beruht 
auch der schon oben angedeutete Zusammenhang mit der Diagonaleigen- 
schaft von Kurvennetzen, der sich so formulieren laBt: 


Satz IV. Die Kurven 


u = u,(t, A) 

26 . 

~) v =v,(t, A) 

mégen die Winkelhalbierenden (im f-Sinne) des Netzes 
u=u(«, B) 

(37) ey 

sein, und die Kurven 

(25) u=u,(t, B) 
v =, (t, B) 


die Transversalen der Kurven (26). 
Dann ist von den drei Tatsachen: 
1. Die Transversalitdtsbedingung von f(u,v, u’,v’) ist symmetrisch; 
2. Die Kurven (25) halbieren den AuBenwinkel des Netzes; 
8. Die Kurvennetze (27) und (25, 26) sind Diagonalneize ; 
eine jede die Folge der beiden anderen. 
Beweis. Die allgemeinen Voraussetzungen des Satzes sind: 


(39) Ua fu ( Uo» Yor Uh, U6) + Vale’ (Mos Ys UG, %%) 


Ug Fur (Uo, Yor U5» M6) +B for ( Uys Vo, Uj» V§) 
f (u,v, tas Va) 7 


f (u,v, ug, Vg) 








= cos @ = 
(40) Us fu (Yor Yo» Mor %) +P; fy (Ups Yor Mor Up) = 0. 
Die erste der drei Zusatzbedingungen ist 


(41) Wo fe (Ma» Py» Uy, M4) + 5 fy (Uy, Oy, Uy, 4) =O, 


die zweite 





(42) cos w! = Ua fu (Uy, Mr» Ui, Mf) + Vale (MH, v, » Uf, vf) 
. f(t, 0, Ua, Va) 

ee Uphur (Uy, %> uf, vf) + pf (%, UV, , Uf, Vf) 
f(a, v, Ug, Ug) 


= cos w’ 





= COS @}, 
die dritte 


(43) D = (u,v — 0,u) (ugry — vguz) + (ug0, — dpe) (u,v; — 0,43) = 0. 





~ 


i~ ~ 
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a) Aus (39), (40), (41), (42) folgt 
(ai) UL = —Afy( yy Vos hs %)s Of = Afy( tos Voy Ue, 04) (4 0) 
Uy = — *fy(U,,%, U4, 0), = xf, (U,,0,,U4,04) (x+— 0), 


D=xf(u,v, u,,v,)cosw’Af (u,v, Us, Vg) COS w 


— xf(U, v, Us, vg) cos w’ Af (u,v, U,,v,)COSM, 
also 
D=0. 


b) Aus (39), (40), (43) folgt 
0 =(u, v5 —¥, Ug) 4008 w f(U,v, Uy, Vg) + (Ugv, — Vgty)Acosmf(u,v,u,,0,), 


und wegen Acosm +0, f(u,v,u,,v,) +0, f(u,», Ug, Vz) + 0 








— Ua Up \ surN Va vB 
0 ae % (Hares, Va) + f(u, v,URg, a) “o He Uas Vq) + f (u,v, ug, 3)? 
dazu die Gleichung (42) 


, , Ua 
0 = f,.(U,, 0,, Uz, %;) (ne Stcay + f(u, v, = CRY, 
\ 
h 














UB 
+f, (m4, %, MI, 0%) (sos Saal +F Fimo, ups) 
Also ist 
V6 fy (Uy> Vrs Uys My) + Uo fy(My» My» Uy, %) =O, 
denn 
Ua 5 eae 
T(uU, 0, Was Va) + f (u,v, ug, vg) 0, 
Va v i) 
f (u, v, Ua, Va) + { (u,v, ug, vg) 
ist wegen = oe oe 0 ausgeschlossen. 


c) Endlich folgt durch Elimination von uj, vj, uj,v; aus Gleichung 
(43) mit Hilfe von (40) und (41) 





Wa fu (Uy »%, Uf, v v{) +a fe’ (Uys, UI, Of 4 “phe ( (U4%, Uf, vf)+ 0p fe (2 (uy, U,, UY, Vf D_ 9 
f(y Vv, Ug, UB) ’ 


f (4, ¥, Way Va) en 


d. h. 


cos wi = cos we. 


Damit ist der Satz bewiesen. 


VII. 


Die Gewebe auf Flachen im Euklidischen Raum weisen, obwohl sie 
durch Merkmale definiert sind, die nur den Begriff der Bogenlange benutzen, 
einige charakteristische Kriimmungseigenschaften auf, die in der folgenden 
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von Herrn Rothe'*) bewiesenen Relation ihren Ausdruck finden: 


aad Aa(2a,o 
(45) (0-96) 55 38 = Sey 

darin bedeuten g, bzw. g, die geoditische Kriimmung der Gewebexurve 
« = konst. bzw. § = konst., ®(a, 8) den auf dem Gewebe gemessenen 
Abstand des Punktes («, 8) von einem festen Punkt, 2m den ganzen 
Maschenwinkel des Gewebes. Im Gegensatz zu dem oben Untersuchten 
scheint sich dieser Satz nicht auf den Fall der allgemeinen MaSbestimmung 
iibertragen zu lassen, wenigstens nicht in so einfacher Form. Das soll 
zum Schlu8 kurz dargetan werden. 

Fiir eine Kurve im zweidimensionalen Raum hat man als geodatische 
Kriimmung im Sinne der MaSbestimmung f(u,v, u’,v’) die von Herrn 
Finsler®) als erste Kriimmung“ bezeichnete Invariante gegen Punkt- und 
Parametertransformation 





G(u,v) _ -[(w 
+VAr + iP 


anzusehen, die schon von Landsberg*) als ,extremale Kriimmung“ in die 
Variationsrechnung eingefiihrt wurde. 

Um eine der Gleichung (45) analoge Relation zu finden, wird man 
fiir die Kurven « = konst. bzw. 8 = konst. des Netzes 


(47) lane of 

v = v(a, B) 
gema8 der Gleichung (46) die Funktionen (a)... und k(B) one. 
bilden und zwischen ihnen eine aus dem i te des Netzes fol- 
gende Verbindung herzustellen suchen. Um die Formeln zu vereinfachen, 
wahle man als Netz der Parameterlinien das Gewebe selbst, eine offenbar 
unwesentliche Einschrinkung, von der auch bei der Rotheschen Gleichung 
(45) Gebrauch gemacht ist. Durch die Transformation (47) wird 


f(u,v, wu’, v’) = g(a, B, a’, B’), 
und wenn man auf den Netzkurven noch « bzw. f selbst als Parameter 
einfihrt, wird fiir 
48) {‘ =konst., «’=0, a” =0, p’=1, B”=0, g,=g(a,6,0,1) 
B=konst., «’=1, a”=0, p’=0, B”=0, g,= g(a, B,1,0). 








, ” , ” a* a* 
(46) k= , =? it ft, ae at 


*”) R. Rothe, Uber die Bekleidung einer Fliche mit einem Gewebe (,,Kurven- 
netze ohne Umwege“), Sitz.-Ber. d. B.M.G. 7 (]907), 1. Stiick, S. 12ff. 

%) P. Finsler, a. a. 0. 8. 59 ff. 

%) O. Bolza, a.a. 0. 8. 346. 
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Die Gleichung der Winkelhalbierenden des Netzes ist jetzt 

49 

ise Loa atta), 

und fiir den halben Maschenwinkel m = w(a, 8) des Netzes gilt 


(50) cos w = Ga’ (a, B, «5, BS) _ 9" («, B, «§, BS) 


g(a, 8B, 1,0) g(a,B,0, 1) 
Die geodatischen Kriimmungen der Netzkurven sind 

















a* a* 
k(a)=k _ a eee es 
51) ie Von («, 8,1, 0)-g*(«, 8, 1,0) el od lla 
2 a? 
Ls rpm npn RO ra. as ere 
a 9: (a, 8, 0,1)-g3 (a, 8,9, 1) 5] 9; p’* Ga’ a 


Die Homogenitatsbedingung fiir g liefert die Gleichungen 


(52) ee una Raa 
g(«, B, 0, 1) = 94'(@, B, 0, 1). 
Fiir das Folgende empfiehlt es sich, einen von Herrn Berwald™) in die 
Differentialgeometrie allgemeiner Raume eingefiihrten Begriff zu benutzen. 
Er definiert den Flacheninhalt y des von den Vektoren (&,, 7,) und 
(, 7) aufgespannten Parallelogrammes in bezug auf das Linienelement 
(a, B, «’, B’) durch die Gleichung 
w(&, 5113 &95%930,8,0', 8") = V9,(@, B, a’, B’)-g*(a, B, a’, B’) (&,n. — &4,). 
Danach hat das von den Tangential-Einheitsvektoren (1, 0) und (0, 1) 
der Kurven « = konst., 8 = konst. gebildete Parallelogramm den Inhalt 


(53) v(«) = V9, («, B, 1, 0)-9(«, B, 1, 0) 


beziiglich der Tangente der Kurve £ = konst. als Linienelement, und den 
Inhalt 


(54) v(B) = V9,(«, B, 0, 1)-g*(«, 8,0, 1) 
beziiglich der Tangente der Kurve « = konst. 
Nur im Sinne der Riemannschen Metrik ist 











no sheet rae 9’, 


wie man leicht zeigt **). 





22) L. Berwald, Uber zweidimensionale allgemeine metrische Raume, I. Teil, 
Journ. f. d. r. u. ang. Math. 156, Heft 3. 

*3) P. Funk und L. Berwald, Flacheninhalt und Winkel in der Variationsrechnung, 
Lotos, Prag, 67/68 (1919/20), S. 47. 
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Endlich mu8 man noch neben dem bisher betrachteten halben Maschen- e 
winkel, der von den Netzkurven zur Winkelhalbierenden gemessen wurde, 
die Netzwinkel 2 , und 2, einfiihren: 2m, wird von der Kurve # = konst. 








[ 
zur Kurve « = konst. gemessen, 2m, im entgegengesetzten Sinne. 
Im allgemeinen ist 
20, +2 Dp ‘ 
20, + 2a + 2a,. 
Fiir die Cosinus dieser Winkel findet man 4 
Ga’ («, B, 0, 1) 9 («, ae i 
REG Ge EM cie.ne,! 
und wegen Gleichung (52) 
] 


(55) ang 1, 0)-cos2m, = g,, (a, 8, 0, 1) 


9 (@, B, 0, 1)-cos2m,= gy (a, B, 1,0). 
Bei Anwendung der Gleichungen (53), (54) und (55) folgt aus (51) 


( 6) hw v(«) = [gy (« , 6,9, 1) 08 2 og] — 55 9u( es B, i 0) 
56) ‘ 
k(B)-w(B)= P| Fy (90 («, B, 1, 0) cos 2 a, | + —gy (a, B, 0, 1). 


Jetzt wird die Voraussetzung benutzt, daB die Kurven « = konst., 
B = konst. ein Gewebe bilden: es existiert eine Funktion (a, 8), fiir die 
a@ 
g (@, B, 1,0)=5— 
(57) an 
9(«, B, 0,1) =55 


ist. Aus (57) und (52) folgt durch Addition der beiden Gleichungen (56) 





k(a)-p(a) + k(B)-y(p) = 2 [55008 2 ag | — J |Feos 20, |, 
. k (a): vio) +40) v (B) 
aa = F5j (0082 w, — cos2m,) + % oF ie 2 008 2 w, — - 4 cos 2, . 


Diese Gleichung stellt die Verallgemeinerung der Rotheschen Relation 
(45) dar, einen Zusammenhang zwischen Kriimmung, Bogenlange, Winkel 
und Flache des von den Tangential-Einheitsvektoren gebildeten Parallelo- 
gramms eines Gewebes. Im allgemeinen scheint diese Beziehung sich nicht 
vereinfachen zu lassen. Setzt man 


20, = 20 =20, 


voraus, so beschrinkt man sich schon auf die Riemannsche MaBbestimmung 





g = VEa’? +2 Pa’ p’ + Gp", 


Gewebe auf Flachen in allgemeinen Raumen. 
ebenso durch die Annahme 


y (a, B, 1, 0) ane y(a, B, 0, 1) — y (a, B). 
Dann erhalt man 


v (a, B)-[k(a) + k(B)] = —sin2@- 2029) 








A(a,B) ’ 
worin nach Gleichungen (53), (54), (55) und (57) 
—1 VEG_—F°® Te gp 2? 
y(«,6)=+VEG—F*, cos2 )5’ jf=5- 
ist; also 


a 8D =a(2a,% 
— (k(a) + B(B)) 5a = eee. 


Dies ist tatsichlich die Formel (45), da 
k(«) - k, «ey 9g=konst . 
k() ss k, = —~ Ya=konst. 
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Se 


’ y@=< 


~~» 


zu setzen ist, um iiber das Vorzeichen der geoditischen Kriimmung, das 
Herr Finsler offen laBt, der klassischen Differentialgeometrie gem&8 zu 


verfiigen™), 





*) Vgl. z. B. J. Knoblauch, Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen 


Flachen, 8S. 248. 


(Eingegangen am 20. 11. 1927.) 








Ober die partiellen Differenzengleichungen der 
mathematischen Physik. 


Von 
R. Courant, K. Friedrichs und H. Lewy in Gottingen. 


Ersetzt man bei den klassischen linearen Differentialgleichungs- 
problemen der mathematischen Physik die Differentialquotienten durch 
Differenzenquotienten in einem — etwa rechtwinklig angenommenen — 
Gitter, so gelangt man zu algebraischen Problemen von sehr durch- 
sichtiger Struktur. Die vorliegende Arbeit untersucht nach einer elemen- 
taren Diskussion dieser algebraischen Probleme vor allem die Frage, wie 
sich die Lésungen verhalten, wenn man die Maschen des Gitters gegen 
Null streben la8t. Dabei beschranken wir uns vielfach auf die einfachsten, 
aber typischen Fille, die wir derart behandeln, daB die Anwendbarkeit 
der Methoden auf allgemeinere Differenzengleichungen und solche mit be- 
liebig vielen unabhiangigen Veranderlichen deutlich wird. 

Entsprechend den fiir Differentialgleichungen gelaufigen Fragestellungen 
behandeln wir Randwert- und Eigenwertprobleme fiir elliptische Diffe- 
renzengleichungen und das Anfangswertproblem fiir hyperbolische bzw. 
parabolische Differenzengleichungen. Wir werden an einigen typischen 
Beispielen beweisen, da8 der Grenziibergang stets méglich ist, namlich 
daB die Lésungen der Differenzengleichungen gegen die Lésungen der ent- 
sprechenden Differentialgleichungsprobleme konvergieren; ja wir werden 
sogar erkennen, da8 bei elliptischen Gleichungen i. a. die Differenzen- 
quotienten beliebig hoher Ordnung gegen die entsprechenden Differential- 
quotienten streben. Die Lésbarkeit der Differentialgleichungsprobleme 
setzen wir nirgends voraus; vielmehr erhalten wir durch den Grenziiber- 
gang hierfiir einen einfachen Beweis*). Wahrend aber beim elliptischen 


*) Unsere Beweismethode 1aBt sich ohne Schwierigkeit so erweitern, daB sie bei 
beliebigen linearen elliptischen Differentialgleichungen das Rand- und Eigenwertproblem 
und bei beliebigen linearen hyperbolischen Differentialgleichungen das Anfangswert- 
problem zu lésen gestattet. 
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Falle einfache und weitgehend von der Wahl des Gitters unabhingige 
Konvergenzverhiltnisse herrschen, werden wir bei dem Anfangswertproblem 
hyperbolischer Gleichungen erkennen, da8 die Konvergenz allgemein nur 
dann vorhanden ist, wenn die Verhiltnisse der Gittermaschen in ver- 
schiedenen Richtungen gewissen Ungleichungen geniigen, die durch die 
Lage der Charakteristiken zum Gitter bestimmt werden. 

Das typische Beispiel ist fiir uns im elliptischen Falle das Rand- 
wertproblem der Potentialtheorie. Seine Lésung von der Lésung des 
entsprechenden Differenzengleichungsproblems her ist iibrigens in den 
letzten Jahren mehrfach behandelt worden*). Allerdings werden dabei im 
Gegensatz zu der vorliegenden Arbeit meist spezielle Eigenschaften der 
Potentialgleichung benutzt, so daB die Anwendbarkeit der Methode auf 
andere Probleme nicht ohne weiteres zu iibersehen ist. 

Abgesehen von dem gekennzeichneten Hauptziel der Arbeit werden 
wir im Anschlu8 an die elementare algebraische Diskussion des Rand- 
wertproblems elliptischer Gleichungen dessen Zusammenhang mit dem 
aus der Statistik bekannten Probleme der Irrwege erértern. 


I. Der elliptische Fall. 
§ 1. 
Vorbemerkungen. 

1. Definitionen. 


Wir betrachten zunichst in der Ebene mit den rechtwinkligen Koor- 
dinaten x, y ein quadratisches Punktgitter der Maschenweite h > 0, etwa 
alle Punkte mit den Koordinaten x = nh, y = mh, 


m,n=0, +1,+2,.... 





*) J. le Roux, Sur le probléme de Dirichlet, Journ. de mathém. pur. et appl. 
(6) 10 (1914), p. 189. R.G. D. Richardson, A new method in boundary problems for 
differential equations, Transactions of the Americ. Mathem. Soc. 18 (1917), p. 489 ff. 
H. B. Philips and N. Wiener, Nets and the Dirichlet Problem, Publ. of the Mass. In- 
stitute of Technology (1925). 

Leider waren diese Abhandlungen dem ersten der drei Verfasser bei der Ab- 
fassung seiner Note ,Zur Theorie der partiellen Differenzengleichungen“, Gétt. Nachr. 
23. X. 1925, an welche die vorliegende Arbeit anschlieBt, entgangen. 

Vgl. ferner: L. Lusternik, Uber einige Anwendungen der direkten Methoden in 
der Variationsrechnung, Recueil de la Société Mathém. de Moscou, 1926. G. Bouligand, 
Sur le probléme de Dirichlet, Ann. de la soc. polon. de mathém. 4, Krakau 1926. 

Uber die Bedeutung des Differenzenansatzes und iiber weitere sie verwendende 
Arbeiten vgl. R. Courant, Uber direkte Methoden in der Variationsrechnung, Math. 
Annalen 97, 8. 711 und die dort angegebene Literatur. 
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Es sei G ein Gebiet der Ebene, begrenzt von einer stetigen, doppel- 
punktfreien geschlossenen Kurve. Dann soll das zugehérige — bei ge- 
niigend kleiner Maschenweite eindeutig bestimmte — Gittergebiet G, aus 
allen denjenigen Gitterpunkten bestehen, welche in G@ liegen und sich 
von einem festen vorgegebenen Gitterpunkt aus @ durch eine zusammen- 
hangende Kette von Gitterpunkten verbinden lassen. Wir nennen zusammen- 
haingende Kette von Gitterpunkten eine Folge solcher Punkte, bei der 
jeder Punkt einer der vier Nachbarpunkte des folgenden ist. Als Rand- 
punkt von G, bezeichnen wir einen solchen, dessen vier Nachbarpunkte 
nicht alle zuG, gehdren. Alle anderen Punkte von G, nennen wir innere 
Punkte. 

Wir betrachten Funktionen u,v,... des Ortes im Gitter, d. h. Funk- 
tionen, welche nur fiir die Gitterpunkte definiert sind. Wir bezeichnen 
sie auch mit u(z,y), v(z,y),.... Fiir ihre vorderen und hinteren 
Differenzenquotienten verwenden wir die folgenden Abkiirzungen: 


1 


| 


(u(z+h,y)—u(z,y))=u,, _(u(z,y+h)—ulz,y)) =u, 


>— > 


(u(x, y)— u(a—h, y)) = uz, i (u(x, y) — u(x, y— h)) = uy. 
Entsprechend bilden wir Differenzenquotienten héherer Ordnung, z. B. 


(tg )z = Uge = Ue = = (u(x + h, y) — 2u(z, y)+u(x—h, y)) 


usw. 


2. Differenzenausdriicke und Greensche Umformungen. 


Zu der einfachsten allgemeinen Ubersicht iiber lineare Differenzen- 
ausdriicke zweiter Ordnung gelangen wir nach dem Muster der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen, indem wir aus zwei Funktionen u 
und v und ihren vorderen Differenzenquotienten einen bilinearen Ausdruck 


B(u, v)=au,v,+ bu,v, + cu,v,+du,v,+ «u,v + puyv+ yur, 


+6 uv, +guv 
bilden, wobei 


a=a(z,y),.... ¢=a(z,y),.... g=g(x,y) 
Funktionen im Gitter sind. 
Aus dem Bilinearausdruck erster Ordnung leiten wir einen Differenzen- 
ausdruck zweiter Ordnung in folgender Weise ab: Wir bilden die Summe 


h® S S B(u, v) 
Gr 


iiber alle Punkte eines Gebietes G, im Gitter, wobei in B(u,v) fiir die 
Differenzenquotienten zwischen einem Randpunkte und einem nicht zu G, 
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gehérigen Punkte Null zu setzen ist. Die Summe formen wir nun durch 
partielle Summation um (d.h. wir ordnen nach wv), und zerspalten sie in 
eine Summe iiber die Menge der inneren Punkte G{ und eine Summe iiber 
die Menge der Randpunkte [,. Wir erhalten so: 


(1) h* SS B(u,v)=—h SSvL(u)—h FoR(u). 
h Gr A 


L(u) ist der fiir alle inneren Punkte von G, definierte lineare _,,Diffe- 
renzenausdruck zweiter Ordnung*“: 


L(u) = (auz)z + (bus)5 + (Cty) + (dtty)y 
— au, — Buy+(yu)z+ (du), — gu. 
R(u) ist fiir jeden Randpunkt ein linearer Differenzenausdruck, dessen 
genaue Gestalt wir hier nicht angeben. 
Ordnet man S'S’ B(u,v) nach u, so erhalt man 
Gr 


(2) MES B(u, 0) = —M SS uM(v)—hFuG(0). 
Gr 


Gr 
M(v) hei®Bt der zu L(u) adjungierte Differenzenausdruck; er lautet: 
M(v) = (avz)g + (bvy)z + (Ce )y + (dry)y 
+ (av)s + (Boy — vv, — du — ge, 
wahrend G(v) ein R(w) entsprechender Differenzenausdruck fiir den 
Rand ist. 
Die Formeln (1), (2) und die aus ihnen folgende Formel 


(3) h* SS (ev L(u) —u M(v)) +h S(v R(u) — uw S(v)) = 0 
Gr A 


nennen wir die Greenschen Formeln. 

Der einfachste und wichtigste Fall ergibt sich, wenn die Bilinearform 
symmetrisch ist, d. h. wenn die Gleichungen b=c, «a= y, 8 =6 bestehen. 
In diesem Falle stimmt der Ausdruck L(w) mit seinem adjungierten M(x) 
iiberein; wir nennen ihn deshalb selbstadjungiert, und er ist schon aus dem 
quadratischen Ausdruck 


B(u, u)=auz+ 2buzgu, +duj + 2au,u+ 2Buyu+gu?® 
ableitbar. 

Wir beschrinken uns im folgenden meist auf Ausdriicke L(u), die 
sich selbst adiungier' sind. Der Charakter des Differenzenausdruckes L (wu) 
hangt vor allem von der Natur derjenigen Glieder aus der quadratischen 
Form B(u,u) ab, die in den ersten Differenzenquotienten quadratisch sind. 
Wir nennen diesen Teil von B(u, u) die charakteristische Form: 

P(u, u) = auz+2bu,u,+duy. 
8* 
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Je nachdem nun P(u,«) in den Differenzenquotienten (positiv) definit 
oder indefinit ist, nennen wir den zugehérigen Differenzenausdruck L (wu) 
elliptisch oder hyperbolisch. 

Der Differenzenavsdruck 


Au = Ugz + Uyj, 


mit dem wir uns vorzugsweise in den folgenden Paragraphen beschaftigen 
werden, ist elliptisch. Er entsteht namlich aus dem quadratischen Ausdruck 


B(u,u)=uy+uy baw. ur+ue. 


Die zugehérigen Greenschen Formeln lauten also: 


(4) MSS (ust uy) = —h* S Sudu—h Fu R(u),*) 
h Cr A 

(5) h* SS (vdu—wde)+h 3 (0 R(u) — uR(r)) = 
Gr A 


Der Differenzenausdruck 4u = u,; -+- uy; ist offenbar das Analogon 
2 2 
des Differentialausdruckes st a fiir eine Funktion u(2, y) der kon- 


tinuierlichen Variablen z und y. Ausfiihrlich geschrieben lautet der 
Differenzenausdruck 


4u= waku(e+hy)+u(ey +h) +u(e—h,y)+u(z, y—h) —4u(z,y)}. 


2 
Es ist also - 4u der UberschuB8 des arithmetischen Mittels der Funktions- 
werte in den vier Nachbarpunkten iiber den Funktionswert in dem be- 
treffenden Punkt. 

Ganz ahnliche Uberlegungen fiihren zu linearen Differenzenausdriicken 
vierter Ordnung und entsprechenden Greenschen Formeln, wenn wir von 
bilinearen Differenzenausdriicken ausgehen, welche aus Differenzenquotienten 
zweiter Ordnung gebildet sind. Wir begniigen uns mit dem Beispiel des 
Differenzenausdruckes 


AAU = Ugezz + 2Uzzyy + Uyvid- 
Er entspringt aus dem quadratischen Ausdruck 
B(u, u) = (Use + Uyy) = (4u)*, 


wenn wir die Summe 


h* SS dudv 


Gr 


®) Der Randausdruck ®(u) léBt sich hier so beschreiben: Sind u,, u,,..., Uy 
die Funktionswerte in dem betreffenden er und seinen » Nachbarpunkten 
(v¥ S38), 80 ist 


R(u) => (U, +...+Uy—¥ ty). 
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nach v ordnen, etwa indem wir in der Formel (5) an Stelle von u den 
Ausdruck 4u setzen. Wir miissen dabei beachten, daB in dem Ausdruck 
44u der Funktionswert an einer Stelle mit den Funktionswerten in seinen 
Nachbarpunkten und deren Nachbarpunkten verkniipft ist und daher nur 
fiir solche Punkte des Gebietes G, definiert ist, die innere Punkte auch 
von G! sind (vgl. 5) und deren Gesamtheit wir mit G;’ bezeichnen wollen. 
Wir erhalten dann die Greensche Formel 
(6) h® 35 4u-dv=h* 5 Sv-Adut+h FS v-R(u), 

Ga Ga n+ Ds 
wo R(u) ein fiir jeden Punkt des Randstreifens [,+ I"; definierbarer 
linearer Differenzenausdruck ist, den wir nicht naher angeben. I, be- 
deutet dabei die Menge der Randpunkte von G;. 


§ 2. 
Randwertprobleme und Eigenwertprobleme. 


1. Die Theorie des Randwertproblems. 


Die Randwertaufgabe fiir lineare elliptische homogene Differenzen- 
gleichungen zweiter Ordnung, welche der klassischen Randwertaufgabe fiir 
partielle Differentialgleichungen entspricht, formulieren wir folgendermaBen: 

In einem Gittergebiete G, sei ein selbstadjungierter elliptischer linearer 
Differenzenausdruck zweiter Ordnung L(u) gegeben. Er mége aus einem 
quadratischen Ausdruck B(u, wu) entspringen, der positiv-definit ist in dem 
Sinne, da8 er nicht verschwinden kann, wenn nicht u, und u, selbst 
verschwinden, 

Man bestimme nun in G, eine solche der Differenzengleichung 

L(u)=0 
geniigende Funktion uw, welche in den Randpunkten dieses Gittergebietes 
mit vorgegebenen Werten iibereinstimmt. 

Unsere Forderung wird dargestellt durch ebenso viele lineare Glei- 
chungen wie es innere Gitterpunkte des Gittergebietes, also zu bestimmende 
Funktionswerte u gibt‘). Einige dieser Gleichungen, namlich soweit sie 
zu Gitterpunkten gehéren, welche mit ihren vier Nachbarn im Innern 
liegen, sind homogen; andere, bei welchen Randpunkte des Gittergebietes 
mit eingehen, sind inhomogen. Setzen wir die rechten Seiten dieses in- 


*) Bildet man zu einer beliebigen Differenzengleichung zweiter Ordnung L (u) = 0, 
indem man sie als ein lineares Gleichungssystem auffaBt, das transponierte Gleichungs- 
system, so wird dieses durch die adjungierte Differenzengleichung M(v) = 0 dargestellt. 
Die oben betrachtete selbstadjungierte Differenzengleichung stellt also ein lineares 
Gleichungssystem mit symmetrischem Koeffizientenschema dar. 
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homogenen Gleichungssystems, d.h. die Randwerte von u gleich Null, so 
folgt aus der Greenschen Formel (1), wenn wir dort «=v setzen, sofort 
das Verschwinden von B(u,u) und wegen des Definitheitscharakters von 
B(u,u) das Verschwinden von u,,u, und damit auch von uw. Die Diffe- 
renzengleichung hat also die Léisung u=0, wenn die Randwerte ver- 
schwinden, oder mit anderen Worten, die Lésung ist durch die Randwerte, 
wenn iiberhaupt, eindeutig bestimmt, da die Differenz zweier Lésungen 
mit denselben Randwerten verschwinden muB. Wenn aber ein lineares 
Gleichungssystem mit ebenso vielen Unbekannten wie Gleichungen die 
Eigenschaft besitzt, daB bei verschwindenden rechten Seiten auch die Un- 
bekannten sémtlich verschwinden miissen, so besagt der Fundamentalsatz 
der Gleichungstheorie, daB bei beliebig vorgegebenen rechten Seiten genau 
eine Lésung vorhanden sein mu8. In unserem Falle folgt somit die Existenz 
einer Lésung der Randwertaufgabe. 

Wir sehen also, daB bei unseren elliptischen Differenzengleichungen 
die eindeutige Bestimmtheit und die Existenz der Lésung der Randwert- 
aufgabe durch den Fundamentalsatz der Theorie der linearen Gleichungen 
miteinander zusammenhingen, wahrend in der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen bekanntlich beide Tatsachen mit ganz verschiedenen 
Methoden bewiesen werden miissen. Der Grund fiir diese Schwierigkeit ist 
darin zu erblicken, da Differentialgleichungen nicht mehr mit endlich 
vielen Gleichungen fquivalent sind; und man sich daher nicht mehr auf 
die Gleichheit der Anzahl von Unbekannten und Gleichungen berufen kann. 

Da die Differenzengleichung 


4u=0 
aus dem positiv-definiten quadratischen Ausdruck 
h® SS (uz + wy) 
Gr 


entspringt, ist also das Randwertproblem dieser Differenzengleichung stets 
eindeutig lésbar. 

Ganz entsprechend wie fiir die Differenzengleichungen zweiter Ordnung 
entwickelt sich die Theorie fiir Differenzengleichungen héherer, z. B. vierter 
Ordnung, wofiir das Beispiel der Differenzengleichung 


4Au=0 


geniigen modge. Hier miissen die Werte der Funktion u in dem Rand- 
streifen I, -+ I; vorgegeben werden. Offenbar liefert auch die Differenzen- 
gleichung 4 4u = 0 ebensoviel lineare Gleichungen wie unbekannte Funk- 
tionswerte in den Punkten von G;. Um-die eindeutige Lésbarkeit der 
Randwertaufgabe nachzuweisen, brauchen wir wieder nur zu zeigen, da8 
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eine Lésung, deren Werte im Randstreifen I,+ I, Null sind, notwendig 
identisch verschwindet. Zu dem Zweck bemerken wir, daB die Summe 
iiber den zugehérigen quadratischen Ausdruck: 


(7) a 55 (4u)" 


fiir eine solche Funktion verschwindet, wie wir sofort erkennen, wenn wir 
diese Summe nach der Greenschen Formel (6) umformen. Das Verschwin- 
den der Summe (7) zieht aber das Verschwinden von 4w in allen Punkten 
von G; nach sich, und das kann bei verschwindenden Randwerten nach 
dem oben Bewiesenen nur stattfinden, wenn die Funktion wu iiberall den 
Wert Null annimmt. Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen und 
die eindeutige Lésbarkeit der Randwertaufgabe des Differenzenausdruckes 
sichergestellt °). 


2. Beziehungen zu Minimumproblemen. 


Die obige Randwertaufgabe steht in Zusammenhang mit dem folgen- 
den Minimumproblem: Unter allen im Gittergebiet G, definierten Funk- 
tionen g(x,y), welche in den Randpunkten vorgeschriebene Werte an- 
nehmen, ist eine solche gy = u(z, y) zu suchen, fiir welche die iiber das 
Gittergebiet erstreckte Summe 


MISO, ?) 


einen méglichst kleinen Wert annimmt. Dabei setzen wir voraus, daB der 
quadratische Differenzenausdruck erster Ordnung B(u, u) in dem oben (vgl. 
S. 36) genannten Sinne positiv-definit ist. Da8 sich aus dieser Minimum- 
forderung als Bedingung fiir die Lésung y=u(zx,y) die Differenzen- 
gleichung L(g~)=0 ergibt, wo L(g) der in der obigen (vgl. 8. 35 (1)) 
Weise aus B(y, ~) abgeleitete Differenzenausdruck zweiter Ordnung ist, 
erkennt man entweder nach den Regeln der Differentialrechnung, indem 
man die Summe h* . » B(¢, ¢) als Funktion der endlichen vielen Werte 


von @ in den Gitterpunkten ansieht oder analog dem iiblichen Verfahren 
in der Variationsrechnung. 

Beispielsweise ist das Randwertproblem, eine Lésung der Gleichung 
4y=0 zu finden, die vorgegebene Randwerte annimmt, mit der Aufgabe 


5) Vergleiche fiir die wirkliche Durchfiihrung der Lésung unserer Randwert- 
probleme durch iterierende Verfahren u. a. die Abhandlung: Uber Randwertaufgaben 
bei partiellen Differenzengleichungen von R. Courant, Zeitschr. f. angew. Mathematik 
u. Mechanik 6 (1925), S. 322—325. Im iibrigen sei verwiesen auf den Bericht von 
H. Henky, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 2 (1922), 8. 58 ff. 
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gleichwertig, die Summe h* 5 5S (p?-+ ¢?2) unter allen Funktionen, die 
Gr 


die Randwerte annehmen, zum Minimum zu machen. 


Ganz Ahnliches gilt fiir Differenzengleichungen vierter Ordnung, wobei 
wir uns wiederum auf das Beispiel von 44q~ = 0 beschrinken. Die zu 
dieser Differenzengleichung gehérige Randwerteuigabe ist mit dem Problem 
gleichwertig, die Summe h* = 2 (4q)* unter allen Funktionen y(z, y) 


zum Minimum zu machen, asian Werte in dem Randstreifen I, vorgegeben 
sind. AuBSer dieser Summe fiihren auch noch andere in*den zweiten Ab- 
leitungen quadratische Ausdriicke durch die Forderung, sie zum Minimum 
zu machen, auf die Gleichung 44u=0, so z. B. die Summe: 


MES (test 2 ty + tyy)s 


in der simtliche in @, auftretenden zweiten Differenzenquotienten vor- 
kommen sollen. 


DaB die gestellten Minimumprobleme immer eine Lésung besitzen, 
folgt aus dem Satz, daB eine stetige Funktion von endlichen vielen Ver- 
anderlichen (den Funktionswerten von g in den Gitterpunkten) stets ein 
Minimum besitzen mu8, wenn diese Funktion nach unten beschrankt ist 
und wenn sie gegen Unendlich strebt, sobald mindestens eine der un- 
abhangigen Verinderlichen es tut*). 


3. Die Greensche Funktion. 


Ahnlich wie die Randwertaufgabe der homogenen Gleichung L(u) = 
kann man auch die Randwertaufgabe der unhomogenen Gleichung L(u) = — f 
behandeln. Es geniigt, bei der unhomogenen Gleichung sich auf den Fall 
zu beschranken, daB die Randwerte von wu iiberall verschwinden, da wir 
fiir andere Randwerte die Lésung durch Addition einer geeigneten Lésung 
der homogenen Gleichung erhalten. Um das lineare Gleichungssystem, 
welches durch die Randwertaufgabe von L(u)—— f reprasentiert ist, zu 
lésen, wahlen wir zunichst die Funktion f(z,y) so, daB " in einem 


Gitterpunkte mit den Koordinaten z= é, y= den Wert — = in allen 


2? 
andern Gitterpunkten den Wert Null annimmt. Ist K(z, y;é&, 7) die am 
Rande verschwindende Lésung der so entstehenden speziellen noch vom 
Parameterpunkt (¢,) abhingigen Differenzengleichung, so wird die zu 


®) DaB die Voraussetzungen fiir die Anwendungen dieses Satzes gegeben sind, ist 
sehr leicht einzusehen. 
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einer beliebigen Funktion gehérige Lésung durch die Summe 
u(z,y)=h* SS K(x, y; &,0) f(E, 0) 


(&,m) in Gp 


dargestellt. 

Die Funktion K(x, y; &,) in ihrer Abhangigkeit von den Punkten 
(x,y) und (&,7) nennen wir die Greensche Funktion des Differential- 
ausdruckes L(u). Bezeichnen wir mit K (zx, y; &, 1) die Greensche Funk- 
tion des adjungierten Ausdruckes M(v), so gilt die Relation 


K (&, 7; &.1) = K(é, ; §,7), 


die man auch unmittelbar aus der Greenschen Formel (5) folgert, wenn 
man dort u=—K(z,y;é,7) und v= K(z,y; &,7) setzt. Fiir einen 
selbstadjungierten Differenzenausdruck ergibt sich aus der obigen Beziehung 
die Symmetrierelation: 


K(é, 7; &,n)=K(é, n; §,7). 


4. Eigenwertprobleme. 


Selbstadjungierte Differenzenausdriicke (wu) geben AnlaB zu Eigen- 
wertproblemen von folgendem Typ: Es sind die Werte eines Parameters 
— die Eigenwerte — zu suchen, fiir die die Differenzengleichung 


L(u)+iu=0 


in G, eine auf dem Rande I, verschwindende Lésung — die Eigenfunk- 
tion — besitzt. 

Das Eigenwertproblem ist aquivalent dem Hauptachsenproblem der 
quadratischen Form B(u, u). Es gibt ebenso viele Eigenwerte 4", ..., 4 
wie innere Gitterpunkte im Gebiet G, und ebenso viele zugehérige Eigen- 
funktionen u,...,u). Das System der Eigenfunktionen und Eigenwerte 
und ihre Existenz ergibt sich aus dem Minimumproblem: 

Unter allen am Rande verschwindenden Funktionen g(x,y), die den 
m — 1 Orthogonalitétsbedingungen 


> Spu”=—0 (»==1,...,m—1) 
Gr 
und der Normierungsbedingung 
h* SS 9? =1 
Gr 


geniigen, ist diejenige g = u gesucht, fiir die die Summe 
h’ 3 S Bo, 9) 
a 
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den kleinsten Wert annimmt. Der Wert dieses Minimums ist der m-te 
Eigenwert und die Funktion, fiir die es angenommen wird, ist die m-te 
Eigenfunktion *). 


§ 3.*) 
Zusammenhinge mit dem Problem der Irrwege. 


Unser Thema steht in Beziehung zu einer Frage der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, namlich dem Problem der Irrwege in einem begrenzten 
Gebiet®). Man stelle sich in einem Gittergebiet G, die Gitterstrecken als 
Wege vor, lings deren ein Partikel von einem Gitterpunkt zu einem Nachbar- 
punkt wandern kann. In diesem StraBennetz mége nun unser Partikel ziellos 
herumirren, indem es an jeder StraBenecke unter den vier verfiigbaren 
Richtungen eine nach dem Zufall auswahlt — alle vier seien gleich wahr- 
scheinlich —. Die Irrfahrt endet, sobald ein Randpunkt von G, erreicht 
ist, wo unsere Partikel absorbiert werden mégen. 

Wir fragen: 

1. Welches ist die Wahrscheinlichkeit w(P; R) daB man bei der Irr- 
fahrt von einem Punkte P ausgehend irgend einmal in dem Randpunkte R 
ankommt? 


2. Welches ist die mathematische Hoffnung v(P;Q), daB man bei 


einer solchen von P ausgehenden Irrfahrt, ohne den Rand zu treffen, einen 
Punkt Q von G, beriihrt? 


") Wegen der Orthogonalitat A* z. Suu” =0 (v4) der Eigenfunktionen 


laBt sich jede am Rande ceiaidiadiinaths Funktion g(x,y) des Gitters nach den 
Eigenfunktionen in der Form 


N 
y= cy” 
v=1 


entwickeln, wo die Koeffizienten c” durch die Gleichung 
= SEgu” 
Gr 


bestimmt sind. 


Auf diese Weise erhalten wir insbesondere die folgende Darstellung der Green- 
schen Funktion: 


(r) (v) 
K(z, nave-3,5'" (2, ne C, ”) | 





r=] 


*) Fiir die Durchfiihrung des Grenziiberganges in § 4 ist § 3 entbehrlich. 
*) Gerade in der Art wie hier die Grenzen des Gebietes hineinspielen, liegt ein 
wesentlicher Unterschied der folgenden Betrachtung gegeniiber bekannten Uberlegungen, 


die z. B. im Zusammenhange mit der Brownschen Molekularbewegung durchgefiihrt 
worden sind. 


a a 2 p> name nt. &. 
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Diese Wahrscheinlichkeit bzw. mathematische Hoffnung wollen wir 
durch folgenden ProzeB genauer erkléren. Wir denken uns im Punkte P 
die Einheit irgendeiner Substanzmenge vorhanden. Die Substanz mége 
sich in unserem Straennetz mit einer konstanten Geschwindigkeit aus- 
breiten, etwa in der Zeiteinheit eine Gitterstrecke zuriicklegen. In jedem 
Gitterpunkte soll nach jeder der vier Richtungen genau ein Viertel der 
dort ankommenden Substanz weiterstrémen. Die Substanzmenge, die in 
einem Randpunkte ankommt, soll dort festgehalten werden. Ist der Aus- 
gangspunkt P ein Randpunkt, so soll die Substanzmenge iiberhaupt dort 
bleiben. 

Unter der Wahrscheinlichkeit w(P;R) tiberhaupt bei einer von P aus- 
gehenden Irrfahrt an den Randpunkt R zu gelangen, ohne vorher den 
Rand beriihrt zu haben, verstehen wir die Substanzmenge, die sich nach 
unendlicher Zeit in diesem Randpunkte angesammelt hat. 

Unter der Wahrscheinlichkeit £,(P;Q) in genau n Schritten vom 
Punkte P zum Punkte Q zu gelangen, ohne den Rand zu beriihren, ver- 
stehen wir die im Punkte @ nach n Zeiteinheiten befindliche Substanz- 
menge, falls P und Q innere Punkte sind. Ist P oder Q ein Randpunkt, 
so setzen wir sie gleich Null. 

Die GréBe £,(P; Q) ist gerade die Anzahl der von P nach Q fiihren- 
den den Rand nicht treffenden Wege von n Schritten, durch 4” dividiert; 
es ist also Z,(P;Q) = £,(Q; P). 

Unter der mathematischen Hoffnung v(P;Q) bei einem oben gekenn- 
zeichneten Irrwege iiberhaupt einmal von P aus zum Punkte Q zu gelangen, 
verstehen wir die unendliche Summe aller dieser Wahrscheinlichkeiten 


0(P;Q)= 3 B,(P:Q),™) 


also fiir innere Punkte P und Q die Summe aller Substanzmengen, die 
in den verschiedenen Zeitmomenten den Punkt Q durchlaufen haben. Es 
wird also dem Erreichen des Punktes Q der Erwartungswert 1 zugeschrieben. 
Fiir Randpunkte ist diese Hoffnung gleich Null. 

Bezeichnen wir die im Randpunkte R mit genau n Schritten ankom- 
mende Menge mit F,(P;R), so ist die Wahrscheinlichkeit w(P; R) durch 
die unendliche Reihe 


w(P;R) = 5 F,(P;R) 


dargestellt, deren simtliche Glieder positiv sind, und deren Teilsummen 
nie gréBer als Eins sein kénnen, weil die am Rande ankommende Substanz 


10) Thre Konvergenz werden wir sogleich beweisen. 
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nur einen Teil der urspriinglichen Substanzmenge ausmacht. Damit ist 
aber die Konvergenz dieser Reihe gesichert. 

Man kann nun leicht einsehen, daB die Wahrscheinlichkeiten 2, (P;Q), 
d. h. die nach genau n Schritten in einem Punkte Q anlangende Substanz- 
menge mit wachsendem n gegen Null strebt. Ist nimlich in irgendeinem 
Punkte Q, von dem aus ein Randpunkt R in m Schritten zu erreichen sei, 
E,(P;Q)>a«>0, so wird nach m Schritten in diesem Randpunkt R 


mindestens die Bubstenemenge 7; —, ankommen; da aber wegen der Kon- 


vergenz der Summe Sf, (P; R) die an den Randpunkt R ankommende 


Substanzmenge mit a Zeit gegen Null strebt, so miissen auch die GréBen 
E,(P;@Q) selber mit wachsendem n gegen Null streben; d.h. die Wahr- 
acheinlichkeit bei einem unendlich langen Wege im Innern zu bleiben, 
ist Null. 

Hieraus ergibt sich, daB die gesamte Substanzmenge schlieBlich an 
den Rand ankommen mu8; mit anderen Worten, daB die iiber alle Rand- 
punkte R erstreckte Summe 

Sw(P;R)=1 
ist. 

Wir haben noch die Konvergenz der unendlichen Reihe fiir die mathe- 
matische Hoffnung v(P; Q) 


»(P3Q)— SB,(P:Q) 
zu beweisen. 


Zu dem Zweck bemerken wir, daB die GréBen ZL, (P; Q) der folgenden 
Relation geniigen 


B,,,(P;Q)= 7 {Ea (P;Q,)+ B,(P;Q_) +B, (Pi Qs) +B, (P;Q)} 
[n2>1}, 
wo Q, bis Q, die vier Nachbarpunkte des inneren Punktes Q sind. D. h. 
die nach n+ 1 Schritten im Punkte Q ankommende Substanzmenge be- 
steht aus dem vierten Teil der nach n Schritten in den vier Nachbar- 
punkten von Q ankommenden Substanzmenge. Ist einer der Nachbar- 
punkte von Q z.B. Q, = R Randpunkt, so kommt die Tatsache, daB 
zum Punkte Q von diesem Randpunkte aus keine Substanzmenge weiter 
flie$t, dadurch zum Ausdruck, da8 wir Z,(P; R) gleich Null gesetzt haben. 
Ferner ist fiir einen inneren Punkt Z, (P; P) = 1 und sonst £,(P;Q)=0. 
Aus diesen Relationen ergeben sich fiir die Teilsummen 


%,(PiQ)= 3B, P:Q) 


we 


euwd? & 


— a 
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die Gleichungen 
0, 41(P Q) = {0q(Pi Q,) + 9 (Pi Qs) + 04 (P3 Qs) + 0 (P Q,)}, 
wenn P nicht mit Q zusammenfiallt; andernfalls ist 


41 (P; P) = 1+ 4{0,(P;P,)+ v,(P; Py) +, (P; Py) + (Ps P,)}, 


d. h. die Hoffnung, von einem Punkte zu sich selbst zuriickzukommen, 
setzt sich zusammen aus der Hoffnung, auf einem nicht verschwindenden 
Wege den Punkt P wieder zu erreichen, nimlich }{v,(P;P,) +, (P;P,) 
+v,(P;P,) + ,(P;P,)} und aus der Hoffnung Eins, die ausdriickt, daB 
urspriinglich die gesamte Substanz in diesem Punkte vorhanden war. 

Es geniigen also die GréBen v,(P;Q) der folgenden Differenzen- 
gleichung*") 


4v,(P;Q) == B,(P3Q), wenn P+Q ist, 


4 
h? 
v,(P;Q) ist gleich Null, wenn Q ein Randpunkt ist. 

Die Lésung dieser Randwertaufgabe ist, wie schon friiher auseinander- 
gesetzt, fiir irgendwelche rechten Seiten eindeutig bestimmt (vgl. 8. 38); 
sie hangt stetig von den rechten Seiten ab. Da nun die GréBen FZ, (P; Q) 
gegen Null streben, so konvergieren die Lésungen v,(P;Q) gegen die 
Lésungen v(P;Q) der Differenzengleichung 


Av, (P;Q)=-(#,(P;Q@)—1), wenn P=Q ist. 


4v(P;Q)=0, wenn P+Q ist, 
Av(P;Q)=— +, wenn P=Q ist, 
mit den Randwerten v(P;R)=0. 





1) Dabei bezieht sich die 4-Operation auf den variablen Punkt Q. 

Diese Gleichung l4Bt sich als eine Gleichung vom Wirmeleitungstypus auffassen. 
Betrachtet man nimlich die Funktion v, (P;Q) anstatt als Funktion des Index n unserer 
oben zugrunde gelegten Vorstellung gem&B8 als Funktion der Zeit ¢, die zu n propor- 
tional ist, indem man ¢ = ne und v, (P;Q)=v(P; Q;¢) = v(t) setat, so kénnen wir die 
obigen Gleichungen in der folgenden Form schreiben ; 


4v(t)= ee fiir P+Q, 





4r/v(t+r)—v(t) ss = 

Av(t) q(t 1) fir P=Q. 

Uber den Grenziibergang von einer ahnlichen Differenzengleichung zu einer paraboli- 
schen Differentialgleichung vgl. Teil II, § 6, 8. 67. 
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Wir sehen also, daB die mathematische Hoffnung v(P;Q) existiert 
und nichts anderes ist als die zur Differenzengleichung 4 u = 0 zugehdérige 
Greensche Funktion K(P;Q) noch mit dem Faktor 4 versehen. Die 
Symmetric der Greenschen Funktion K(P;Q)=K(Q;P) ist eine un- 
mittelbare Folge der Symmetrie der GréBen £,(P;Q), mit deren Hilfe 
sie definiert wurde. 


Die Wahrscheinlichkeit w(P;R) geniigt hinsichtlich P der Relation 
w(P; R) = 4 {w(P,;R) + w(P,;R) + w(P,;R)+ w(P,;R)}, 


also der Differenzengleichung 
Aw=0. 


Sind namlich P,, P,, P,, P, die vier Nachbarpunkte des inneren Punktes P, 
so mu jeder Weg von P nach R iiber einen dieser vier Wege fiihren, 
und jede der vier Wegrichtungen ist gleich wahrscheinlich. Ferner ist die 
Wahrscheinlichkeit, von einem Randpunkt R zu einem andern R’ zu gelangen, 
w(R,R’)=0, auBer wenn die beiden Punkte R und R’ zusammenfallen, 
wo w(R,R)=1 gilt. Es ist also w(P;R) die Lésung der Randwert- 
aufgabe 4 w= 0, wobei im Randpunkte R der Randwert 1 in allen anderen 
Punkten der Randwert 0 vorgeschrieben ist. Die Lésung der Randwert- 
aufgabe bei beliebig vorgegebenen Randwerten u(R) hat dann einfach die 
Gestalt u(P) = S)w(P;R)u(R), wobei iiber alle Randpunkte R zu sum- 
R 


mieren ist’*). Setzen wir hierin fiir « die Funktion w=1 ein, so er- 
halten wir wieder die Relation 1 = S w(P; R). 
R 


Die hier gegebene Auffassung der Greenschen Funktion als Hoffnung 
la8t unmittelbar weitere Eigenschaften erkennen. Wir erwahnen nur die 
Tatsache, daB die Greensche Funktion wichst, wenn man von dem Gebiete G 
zu einem in @ als Teilgebiet enthaltenen Teilgebiete G iibergeht; es wachst 
dann namlich fiir jedes n die Anzahl der méglichen Gitterwege, von einem 
Punkte P zu einem anderen Q zu gelangen, ohne den Rand zu beriihren. 

Natiirlich herrschen fiir mehr als zwei unabhangige Veranderliche ent- 
sprechende Beziehungen. Wir begniigen uns mit dem Hinweis, da auch 
andere elliptische Differenzengleichungen eine ahnliche Wahrscheinlichkeits- 
auffassung zulassen. 

Fiihrt man den Grenziibergang zu verschwindender Maschenweite durch, 
was sich mit den Methoden des folgenden Paragraphen einfach ausfiihren 


#2) Man erkennt iibrigens leicht, daB die Wahrscheinlichkeit w(P;R), an den 
Rand zu gelangen, der von der Greenschen Funktion K (P; Q) hinsichtlich Q gebildete 
Randausdruck ® (K(P, Q)) ist, indem man in der Greenschen Formel (5) u(z, y) mit 
w(P,Q), v(x,y) mit v(P, Q) identifiziert. 
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laBt, so geht die Greensche Funktion im Gitter bis auf einen Zahlenfaktor 

in die Greensche Funktion der Potentialgleichung iiber; eine ahnliche Be- 

w(P; R) 
h 


ziehung besteht zwischen dem Ausdruck und der normalen Ab- 


leitung der Greenschen Funktion am Rande des Gebietes. Auf diese Weise 
lieBe sich z. B. die Greensche Funktion der Potentialgleichung als die 
spezifische mathematische Hofinung deuten, von einem Punkte zu einem 
anderen zu gelangen**), ohne den Rand zu beriihren. 


Nach dem Grenziibergang vom Gitter zum Kontinuum ist der Einflu8 
der bei den Irrwegen vorgeschriebenen Gitterrichtungen verschwunden. 
Dieser Tatsache Rechnung zu tragen, indem man den Grenziibergang mit 
einem allgemeineren Irrfahrtenproblem ohne Richtungsbeschrinkung vor- 
nimmt, ist eine prinzipiell interessante Aufgabe, welche jedoch iiber den 
Rahmen dieser Abhandlung hinaus fihrt und auf die wir bei anderer Ge- 
legenheit zuriickzukommen hoffen. 


§ 4. 
Grenziibergang zur Lésung der Differentialgleichung. 
1. Die Randwertaufgabe der Potentialtheorie. 


Bei der Durchfiihrung des Grenziiberganges von der Lésung der 
Differenzengleichungsprobleme zu der Lésung der entsprechenden Differen- 
tialgleichungen wollen wir hinsichtlich des Randes und der Randwerte auf 
die gréBtmégliche Allgemeinheit in der Formulierung verzichten, um das 
fiir unsere Methoden Charakteristische klarer hervortreten zu lassen**), 
Wir setzen demgemaé8 voraus, daB in der Ebene ein einfach zusammen- 
hingendes Gebiet G vorgegeben ist, dessen Berandung aus endlich vielen 
mit stetiger Tangente versehenen Kurvenbégen gebildet wird. In einem G 
im Innern enthaltenden Gebiete sei eine stetige und mit stetigen partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehene Funktion f(z, y) 
gegeben. Fiir das zu der Maschenweite h und zum Gebiete G gehdrige 
Gittergebiet G sei die Randwertaufgabe der Differenzengleichung 4u = 0 
mit denjenigen Randwerten, welche von der Funktion f(z, y) in den Rand- 
punkten von G, angenommen werden, gelést; die Lésung heiBe wu, (x, y). 
Wir wollen beweisen, daB die Gitterfunktion u, mit verschwindender 
Maschenweite h gegen die Lésung u der Randwertaufgabe der partiellen 


8) Dabei ist dem Erreichen eines Flichenstiicks als Erwartungswert sein Flichen- 
inhalt zugeschrieben. 

14) Es sei jedoch bemerkt, daB die Ausdebnung unserer Methoden auf allgemeinere 
Rander und Randwerte keinerlei prinzipielle Schwierigkeiten bereitet. 
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Differentialgleichung . + a = 0 fiir das Gebiet G konvergiert, wobei 
die Randwerte fiir das Gebiet G wiederum durch diejenigen Werte geliefert 
werden, welche die Funktion f(x,y) auf dem Rande von @ annimmt. 
Weiter werden wir zeigen, daB fiir jedes ganz im Innern von @ liegende 
Gebiet die Differenzenquotienten beliebiger Ordnung von u, gleichmaBig 
gegen die entsprechenden partiellen Differentialquotienten der Grenzfunktion 
u(x, y) streben. 

Bei der Durchfiihrung des Konvergenzbeweises ist es bequem, die 
Forderung, daB u(z,y) die Randwerte annimmt, durch die folgende 
schwichere Forderung zu ersetzen: Ist S, derjenige Randstreifen des Ge- 
bietes G, dessen Punkte vom Rande eine Entfernung kleiner als r be- 
sitzen, so strebt das Integral 


if (u—f)*dady 
Sr 


mit abnehmendem r gegen Null”). 

Unser Konvergenzbeweis beruht auf der Tatsache, daB fiir jedes ganz 
im Innern des Gebietes G liegende Teilgebiet G* die Funktion u, (zx, y) 
und jeder Differenzenquotient bei abnehmendem h beschriankt bleibt und 
»gleichartig stetig“ ist in folgendem Sinne: Es gibt fiir jede dieser Funk- 
tionen w,(z, y) eine nur von dem Gebiete und nicht von h abhingige 
GréBe 5(«) derart, da8 


|w,(P) — w,(P,)|<e 


ist, sobald die beiden Gitterpunkte P und P, des Gittergebietes G, in 
dem gegebenen Teilgebiet liegen und voneinender einen kleineren Abstand 
als 5(2) besitzen. 


*) DaB tatsichlich unsere schwichere Randwertforderung zur eindeutigen 
Kennzeichnung der Lésung geniigt, folgt aus dem leicht = beweisenden Satze: 


a* 
Wenn fiir eine im Innern von G@ der Differentialgleichung rai —=0 geniigende 
Funktion - (38 Form der Randbedingung mit f(z, y)= ” erflls ist und 


SS (%) ou) dzay existiert, so ist u(z,y) identisoh Null. (Vgl. Courant, 


“Ober die Lésungen der Diff.-Gl. der Physik“, Math. Annalen 85, insbesondere 8. 296 ff.) 
Im Falle von zwei unabhingigen Verinderlichen laBt sich aus unserer schwacheren 
Forderung die tatsichliche Annahme der Randwerte folgern; im Falle von mehr 
Variablen darf man das Entsprechende schon deswegen nicht allgemein erwarten, weil 
es dort bekanntlich Ausnahmepunkte am Rande geben kann, in denen die Randwerte 
nicht mehr angenommen zu werden brauchen, wahrend jedoch fiir die schwichere 
Forderung stets eine Lésung existiert. 
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Haben wir einmal die behauptete gleichartige Stetigkeit bewiesen, so 
kénnen wir bekanntlich eine Teilfolge unserer Funktionen u, so auswahlen, 
daB sie mit ihren Differenzenquotienten jeder Ordnung in jedem Teilge- 
biet G* gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion u(x, y) bzw. deren Differen- 
tialquotienten strebt. Die Grenzfunktion besitzt dementsprechend Ablei- 
tungen beliebig hoher Ordnung in jedem inneren Teilgebiet G* von G und 
geniigt dort der partiellen Differentialgleichung a: oe - =0. Wenn wir 
dann noch zeigen, daB sie die Randbedingung befriedigt, so erkennen wir 
in ihr die Lésung unseres Randwertproblems fiir das Gebiet G. Da diese 
Lésung eindeutig bestimmt ist, so zeigt sich nachtraglich, da8 nicht nur 
‘eine Teilfolge der Funktionen u,, sondern diese Funktionenfolge selbst die 
ausgesprochene Konvergenzeigenschaft besitzt. 
Die gleichartige Stetigkeit unserer Gré8en wird sich durch den Nach- 
weis folgender Tatsachen ergeben: 


1. Bei abnehmendem h bleiben die iiber das Gittergebiet G, erstreck- 
ten Summen 
h?SSu* und h* SS (us + uy) 
@, G 
beschrinkt **), : : 


2. Geniigt w= w, in einem Gitterpunkt G, der Differenzengleichung 
4w =O und bleibt bei abnehmendem A die Summe 


h* > Sw", 
a 


erstreckt iiber ein zu einem Teilgebiet G* von G gehériges Gittergebiet 
G;, beschrinkt, so bleibt fiir jedes feste ganz im Innern von @* liegende 
Teilgebiet @** auch die iiber das zugehdrige Gittergebiet G;* erstreckte 
Summe 


h* SS (wi + w}) 
Ga 


bei abnehmendem A beschrankt. 

Zusammen mit 1. folgt hieraus, da simtliche Differenzenquotienten w 
der Funktion u, wieder der Differenzengleichung 4w = 0 geniigen, da8 
jede der Summen 

,® $ 2 w* 
Ga 


beschrankt ist. 
3. Aus der Beschranktheit dieser Summen folgt schlieBlich die Be- 
schranktheit und gleichartige Stetigkeit aller Differenzenquotienten selbst. 
1®) Hier und gelegentlich im folgenden lassen wir bei Gitterfunktionen den 
Index h fort. 
Mathematische Annalen. 100. 4 
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2. Beweis der Hilfssitze. 


Der Beweis der Tatsache 1 folgt daraus, daB die Funktionswerte u, 
selbst beschrankt sind. Denn der gréBte und der kleinste Wert der 
Funktion wird am Rande angenommen’’), strebt also gegen vorge- 
gebene endliche Werte. Die Beschrinktheit der Summe h* x D> (uz + up) ist 

iy 


eine unmittelbare Folge der im § 2, 2. formulierten Minimumeigenschaft 
unserer Gitterfunktion, wonach sicherlich 


WSS (us t+ ty) Sh SS (fe + fr) 
a A 
gilt. Die Summe rechts strebt aber mit abnehmender Maschenweite gegen 


poe a f 2 a f 2 
ntegral J (36) + (3) dz dy, welches nach unseren Voraussetzungen 
existiert. 
Um den unter 2. formulierten Hilfssatz zu beweisen, betrachten wir 
die Quadratsumme 
h® ZZ (wy + w+ w?+ w=), 


wobei die Summation sich auf alle inneren Punkte eines Quadrates Q, 

bezieht (vgl. Fig. 1). Die Funktionswerte auf den auBeren Seiten S, des 

Quadrates Q, bezeichnen wir mit w,, die auf der 

Sn zweiten Randreihe S, mit w,. Dann liefert die 
5, Greensche Formel 


Yo (8) bY SD (wy + ws + wy + ws) 
= J (wi —w))< Sw*-— Sw’, 
8 8, 8, 


wobei die Summation rechts iiber die beiden 

Fig. 1. auBeren Randreihen S, und S, zu erstrecken ist, 

und wo w, und w, sich auf benachbarte Punkte 

beziehen. Wir betrachten nun eine Reihe von konzentrischen Quadraten 

Qo; 2, Qe, ---» Qw mit den Randern S,, S,,..., Sy, von denen jedes aus 

dem vorangehenden dadurch entateht, daB der Kranz der niachsten Nach- 

barpunkte hinzukommen wird (vgl. Fig. 1). Auf jedes dieser Quadrate 
wenden wir die Abschatzung (8) an und beachten, daB stets 


2h SS (wet wy) Sh FE (ws + uy tw +05) 











fo 
































1°) Ausdriicklich bemerken wir im Hinblick auf die Ubertragung der Methode 
auf andere Differentialgleichungen, daB wir uns von dieser Eigenschaft unabhingig 
machen kénnen. Dazu brauchen wir nur die Ungleichung (15) heranzuziehen oder die 
SchluBweise der Alternative anzuwenden (vgl. 8S. 55). 
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fiir k>1 ist. Addieren wir der Reihe nach die n Ungleichungen 
ah SS (wi+up)< Su'— Zw (0S <n), 
so erhalten wir 
2nh* SD (ws + wy) S Sw*— Sw < Sw’. 

Q Sn So Bn 
Diese Ungleichung summieren wir von n=1 bis n= WN. So ergibt sich 

N*h* 5D (ws + wy) < JJ’, 
wobei wir die Summe rechts nur vergréBern, wenn wir sie iiber das ganze 


Quadrat Qy erstrecken. 


Lassen wir nun bei Verkleinerung der Maschenweite die Quadrate Q, 
und Qy gegen zwei feste im Innern von @ liegende konzentrische Qua- 
drate mit dem Abstande a streben, so konvergiert Nh gegen a, und wir 
finden, daB unabhangig von der Maschenweite 


(9) a? 7S (wi + wh) Sah? Sw 
bleibt. ” ” 

Diese Ungleichung gilt — bei hinreichend kleiner Maschenweite — natiir- 
lich nicht nur fiir zwei Quadrate Q, und Qy, sondern mit einer anderen 
Konstanten a fiir irgend zwei Teilgebiete von G, von denen das eine ganz 
im Innern des anderen liegt. Damit ist die Behauptung von 2. bewiesen **). 

Um nun drittens nachzuweisen, de8 in 














jedem inneren Teilgebiet die Funktion u, 4% R 8 
und ihre sémtlichen Differenzenquotientenw, gq t 

die Verfeinerung der Maschenweite be- 

schrankt und gleichartig stetig bleiben, be- : » * 2 
trachten wir ein Rechteck R mit den Eck- Fig. 2. 


punkten P,, Q,, P,Q (vgl. Fig. 2), dessen 
Seiten P,Q, und PQ der x-Achse parallel sind und die Lange a haben. 
Wir gehen aus von der Darstellung 


10 (Qq) — (Py) = h D0, + h* TS teyy 


18) Wenn wir nicht annehmen, daB 4w=0 ist, so erhalten wir an Stelle der 
Ungleichung (9) 


(10) MEZ (ws + wf) Soh SS wi+ qh DB (4w)* 
e* . 
bei geeigneten von h unabhingigen Konstanten c,,c,, wobei @** ganz im Innern des 


Gebietes G* liegt, das seinerseits im Innern von @ enthalten ist. 
4* 








52 R. Courant, K. Friedrichs und H. Lewy. 


und der aus ihr folgenden Ungleichung 
(11) | (Qo) — w(Pp)| Sh 3 |w,| +h" 33 |w,,|- 


Wir lassen nun die Rechtecksseite PQ zwischen einer Anfangslage P,Q, 


im Abstande 6 von P,Q, und einer Endlage P,Q, im Abstande 25 von 


b 


P,Q, laufen und summieren die j +1 zugehérigen Ungleichungen (11). 


Wir erhalten so die Abschitzung 
1 , “7 
|w (Py) — w(Q) |S 5zqh? DD |v. |+h* SD | wey|> 
R, Ry 


indem wir die Summationsgebiete auf das ganze Rechteck R, = P,Q, P,Q, 
ausdehnen. Nach der Schwarzschen Ungleichung folgt daraus: 


(12) |w(P,) —w(@,)| <4 Bad WE Tee + Vad WLS wh, 


Da die hier auftretenden mit h* multiplizierten Summen nach Annahme 
beschrinkt bleiben, so folgt, daB die Differenz |w(P,) — w(Q,)| zugleich 
mit ihrem Abstande a gegen Null strebt und zwar unabhingig von der 
Maschenweite, da wir fiir jedes Teilgebiet G* von G die GréBe b fest- 
halten kénnen. Damit ist die gleichartige Stetigkeit von w—w, in der 
x-Richtung bewiesen. Entsprechend ergibt sie sich fiir die y-Richtung 
und damit fiir jedes innere Teilgebiet G* von G. Die Beschranktheit der 
Funktion w, in G* folgt schlieBlich aus ihrer gleichartigen Stetigkeit und 
der Beschrinktheit von h* S) Sw). 
a 


Mit diesem Nachweis ist die Existenz einer Teilfolge von Funktionen u 
gesichert, welche gegen eine Grenzfunktion u(z, y) konvergiert und zwar 
mit samtlichen Differenzenquotienten in dem oben gekennzeichneten Sinne 
gleichmaBig fiir jedes innere Teilgebiet von G. Diese Grenzfunktion u(z, y) 
besitzt also in @ iiberall stetige partielle Differentialquotienten beliebiger 
Ordnung und geniigt der partiellen Differentialgleichung des Potentials 


a*u , a®u 
jas + jys — 9- 


3. Die Randbedingung. 


Um zu beweisen, da8 die Lésung die oben formulierte Randbedingung 
erfiillt, zeigen wir zunichst, da8 fiir jede Gitterfunktion v die Ungleichung 


(13) SSeS Arh SS (ve +) + Brh Sv 
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besteht, wo S, , derjenige Teil des Gittergebietes G ist, der innerhalb des 
Randstreifens 8, liegt. Dieser Randstreifen S, war (vgl. 8. 48) aus allen 
Punkten von G@ gebildet, deren Abstand vom Rande kleiner als r ist; er 
wird auBer von I noch von einer Kurve I, begrenzt. Ferner bedeuten 
A und B nur vom Gebiet und nicht von der Funktion » oder von der 
Maschenweite h abhingige Konstanten. 


Um die obige Ungleichung nachzuweisen, zerlegen wir den Rand I 
von G in eine endliche Anzahl von Stiicken, fiir welche der Winkel der 
Tangente entweder mit der z-Achse oder mit der y-Achse oberhalb einer 
positiven Schranke (etwa 30°) bleibt. Es sei z.B. y ein solches zur 


T 
5. 
L/ 
i 
ome 
>< 
Fig. 3. Fig. 4. 


z-Achse hinreichend steil geneigtes Stiick von I" (vgl. Fig. 4). Die 
Parallelen zur x-Achse durch die Endpunkte des Stiickes y schneiden aus 
der Naherungskurve I", ein Stiick y, aus und begrenzen zusammen mit y 
und y, ein Stiick s, des Randstreifens S§,. Der in dem Streifen s, ent- 
haltene Teil des Gittergebietes G, heiBe s,, und der zugehérige Teil des 
Randes I, heiBe y,. 

Wir denken uns durch einen Gitterpunkt P, von ¢,, die Parallele 
zur z-Achse gezogen. Sie trifft den Rand y, in einem Punkte P,. Das- 
jenige Stiick dieser Parallelen, das in ¢, , liegt, bezeichnen wir mit p, ,. 
Seine Lange ist sicher kleiner als cr, da r der gréBte senkrechte Abstand 
eines Punktes aus §, von I" ist. Dabei hingt die Konstante c nur von 
dem kleinsten Neigungswinkel einer Tangente von y mit der 2-Achse ab. 


Nun besteht zwischen dem Wert von v im Punkte P, und ihrem 
Werte in P, die Beziehung 


o(P,)=0(P,) th > v,, 


PaPr 
woraus sich durch Quadrieren und Anwendung der Schwarzschen Un- 
gleichung 
o(P,)* S20(P,)* + 2cr-h Sv} 


Pra 
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ergibt. Summieren wir hinsichtlich P, in der x-Richtung, so erhalten wir 


h Sv? <2erv(P,)*+2c%rth Sv}. 
Pr Pr 


Summieren wir noch einmal in der y-Richtung, so entsteht die Relation 
(14) hS Sv? <2er Sv(P,) + 2c%rth ST v7, 
Sr Dh Sr 


die wir nur noch fiir die anderen Stiicke y von I" entsprechend aufzustellen 
und dann zu addieren haben, um leicht die gewiinschte Ungleichung (13) 
zu erhalten **), 
Wir setzen nun 
v, = Uy, — fy» 
sodaB v, am Rande I, verschwindet. Da dann h* > >» (v2 + v2) bei 
a 


abnehmendem h beschrankt bleibt, so erhalten wir aus (13) 


(16) EY So <xr, 


Sra 
wo x eine nicht von der Funktion v oder der Maschenweite abhingige 
Konstante ist. Erstrecken wir die Summe links nicht iiber den ganzen 
Randstreifen S,,, sondern nur iiber die Differenz von zwei solchen; 
S,,— 8,4» 80 bleibt die Ungleichung (16) mit der selben Konstanten x 
giiltig, und wir kénnen den Grenziibergang zu verschwindender Maschen- 
weite vollziehen. Aus der Ungleichung (16) entsteht dann 


1 [fordady <xr, v=u—f. 
S--Sq 


Lassen wir nun den kleineren Randstreifen 8, dem Rande zustreben, so 
erhalten wir die Ungleichung 


7 JJeraeay =7 {Jt —f)*dxdy <xr, 


die gerade ausdriickt, daB die Grenzfunktion u die von uns geforderte 
Randbedingung erfiillt. 


#*) Durch dieselbe Betrachtungsweise, die zum Nachweis der Ungleichung (13) 
fiihrt, 1a8t sich auch die Ungleichung 


(15) WD S vtsoh DS v*+e,h* SS (v2 +03) 
Gr Th Gr 


ableiten, in der die Konstanten ¢,, c, nur vom Gebiet G, aber nicht von der Maschen- 
einteilung abhingen. 


Partielle Differenzengleichungen der Physik. 55 


4. Anwendbarkeit der Methode auf andere Probleme. 


Unsere Methode stiitzt sich wesentlich auf die in dem obigen Hilfs- 
satz ausgesprochene Ungleichheitsbeziehung (10) *°), weil aus ihr die beiden 
letzten auf 8.49 genannten Hauptpunkte des Beweises folgen; sie macht 
keinerlei Gebrauch von speziellen Grundlésungen oder sonstigen speziellen 
Eigenschaften unserer Differenzenausdriicke und la8t sich daher unmittelbar 
sowohl auf den Fall von beliebig vielen ee, Variablen als auf 


das Eigenwertproblem der Differentialgleichung 2 a] StS at Au = 0 iiber- 


tragen und liefert dabei hinsichtlich der Cidinsinbiovotatiolins genau 
dieselben Resultate wie oben*), Auch eine Ubertragung auf lineare 
Differentialgleichungen anderer Art, insbesondere solche mit nicht kon- 
stanten Koeffizienten, erfordert nur einige naheliegende Modifikationen. Der 
wesentliche Unterschied besteht immer nur im Nachweis der Beschranktheit 
von h* S S'u3, die allerdings nicht bei einem beliebigen solchen linearen 
Probleme vorliegt. Aber im Falle der Unbeschranktheit dieser Summe 
la8t sich zeigen, daB das allgemeine Randwertproblem der betreffenden 
Differentialgleichung auch wirklich keine Lésung besitzt, daB aber dafiir 
in diesem Falle nicht verschwindende Lésungen des zugehérigen homogenen 
Problems, d. h. Eigenfunktionen, existieren **). 


5. Das Randwertproblem von 44u = 0. 


Um zu zeigen, daB sich die Methode auch auf den Fall von Diffe- 
rentialgleichungen héherer Ordnung iibertragen 1a8t, behandeln wir im 
folgenden kurz das a eee der ee 


a*u 
az* * 2 sarget ay +5 _ ashy’ 

Wir suchen eine Lésung dieser partiellen Differentialgleichung in 
unserem Gebiete G, fiir welche die Funktionswerte und ihre ersten Ab- 
leitungen am Rande vorgegeben sind, und zwar durch diejenigen Werte, 
welche von einer vorgegebenen Funktion f(z, y) am Rande definiert werden. 


%) Hinsichtlich der Anwendung entsprechender Integralungleichungen vgl. 
K. Friedrichs, Die Rand- und Eigenwertprobleme aus der Theorie der elastischen 
Platten, Math. Annalen 98, 8. 222. 

%) Es ist dann zugleich bewiesen, daB jede Lésung eines solchen Differential- 
gleichungsprobl Ableitungen jeder Ordnung besitzt. 

*%) Vgl. Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, 1, Kap. III, § 8, 
wo mit Hilfe einer entsprechenden Alternative die Theorie der Integralgleichungen 
behandelt wird. Vgl. auch die demniichst erscheinende Gdttinger Dissertation von 
W. v. Koppenfels. 
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Dabei setzen wir wie oben (S.47) voraus, dab f(z,y) in einem das 
Gebiet G@ enthaltenden Gebiete der Ebene mit den ersten und zweiten 
Ableitungen stetig ist. 

Wir ersetzen unser Differentialgleichungsproblem durch die Aufgabe, 
die Differenzengleichung 44u = 0 fiir das Gittergebiet G zu lésen, wobei 
in den Punkten des Randstreifens I,+-Ij die Funktion u dieselben 
Werte wie die vorgegebene Funktion f(x,y) annehmen soll. Nach § 2 
wissen wir, daB diese Randwertaufgabe fiir G, auf eine und nur eine 
Weise lésbar ist. Wir werden zeigen, dab bei Verfeinerung der Maschen- 
weite h diese Lésung in jedem inneren Teilgebiet von G mit allen Diffe- 
renzenquotienten gegen die Lésung unserer Differentialgleichung bzw. gegen 
die entsprechenden Differentialquotienten konvergiert. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir erstens, da8 fiir die Lésung u = u, 
unseres Differenzenproblems die Summe 

BS S(ule + 2udy + uf) 
Gr 
bei abnehmender Maschenweite beschrinkt bleibt. Wegen der Minimum- 
eigenschaft der Lésung unseres Differenzenproblems (vgl. 8. 39) ist namlich 
diese Summe nicht gréBer als die entsprechende Summe 


h® SD (fen + 2fey + hoy) 
Ga 


und diese konvergiert bei Verfeinerung der Maschenweite gegen das Integal 


ate 42 o*f 
Ne (Gat aot + syn) aedy, 


welches nach unseren Voraussetzungen existiert. 
Aus der Beschranktheit der Summe 


MSE (uae 2usy + ty) 


folgt unmittelbar die Beschranktheit von h* = = (4u)*, weiterhin auch 
die von 


h* SS (uz + uy) und h° 55w 
Gr Gr 
Es besteht namlich fiir beliebige w die Ungleichung 
(15) h* SSw* Sch* YD (wi + us) +ch Sw 
Gr lh a 


(vgl. (15), 8.54). Indem man in dieser Ungleichung die Funktion w 
durch die ersten Differenzenquotienten von’ w ersetzt und auf diejenigen 
Teilgebiete von G, anwendet, fiir welche diese Differenzenquotienten de- 
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finiert sind, ergibt sich die weitere Ungleichung 
hE S (we + wy) Sch® SS (wee+ 2wey + wyy) +ch » (we + wy), 

In Gr TytT 

wo die Konstanten c wieder nicht von der Funktion und der Maschenweite 
abhangen. Wir wenden diese Ungleichungen auf w =u, an und beachten 
dabei die Beschranktheit der Summen iiber I, +I auf der rechten Seite 
— diese Randsummen konvergieren ja definitionsgemaB gegen die ent- 


sprechenden mit f(x,y) gebildeten Integrale —. Somit folgt aus der 
Beschranktheit von 


h® SD (tas + 2usy + tyy) 
Gr 
die Beschranktheit von 
h* SS (ur+uy) und h* SS’. 
Gr Gr 

Drittens setzen wir in der Ungleichung 

(10) h* SD (we + wy) Seh* S Yw* + ch® YD (4w)? 
g* g* g* 
(vgl. 8.51), wo @* ein G** im Innern enthaltendes Teilgebiet von G 
ist, fiir w nacheinander die Ausdriicke 4u, 4 u,, Au,, 4u,,,--- ein, die 
ja alle der Gleichung 4w=0 geniigen. Es folgt dann sukzessive, daB 
fiir alle inneren Teilgebiete G* von G die Summen 
h® SS (w: + wy), 
g* 
d. h. 
Ao SS (4u;+4uz), kh? SS (4ui.+ 4uj,),... 
* @* 
zugleich mit den schon als beschrankt bekannten Summen 
he SSu*, h* SD (us + uy) 
Gr Gr 
und 
h* 3 5 (4u)® 
@, 

beschrinkt. bleiben. : 

SchlieBlich setzen wir fiir w in die Ungleichung (10) der Reihe nach 


die Funktionen w,., Usys Uyys U . ein, fiir die nach dem eben Be- 
wiesenen 


yy? ~“a22° ** 


h? > S(4w)*, dh. h*? YY (4u,,)’,... 
o. Gr 


beschrankt bleibt. Wir erkennen dann, da8 fiir alle Teilgebiete auch die 
Summen 


h* SS (ures tusey), h° SD(usys + tayy)s --- 
Gr Ga 
beschrankt bleiben. 
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Aus dieser Tatsache kénnen wir nunmehr wie auf S. 51 ff. schlieBen, daB 
sich aus unserer Folge von Gitterfunktionen eine Teilfolge auswahlen 1aBt, 
die in jedem inneren Teilgebiet von G mit simtlichen Differenzenquotienten 
gleichmaBig gegen eine im Innern von G@ stetige Grenzfunktion bzw. gegen 
deren Differentialquotienten konvergiert. 

Wir haben noch zu zeigen, da8 diese Grenzfunktion, die offenbar der 
Differentialgleichung 44u=0 geniigt, auch noch die vorgeschriebenen 
Randbedingungen erfiillt. Dabei begniigen wir uns analog wie oben damit, 
diese Randbedingungen in der Form 


fJu-n *dady<cr*, [le ~ "+(#- 2)" |@zdy <er* 


auszusprechen **). Da8 die Grenzfunktion diese Bedingungen erfiillt, ergibt 
sich aber, indem wir das SchluBverfahren von 8.53 wértlich auf die 
Funktion u und ihre ersten Differenzenquotienten anwenden. 

Wegen der eindeutigen Bestimmtheit der Lésung unserer Randwert- 
aufgabe erkennt man jetzt nachtraglich, daB nicht nur eine ausgewahlte 
Teilfolge, sondern die Funktionenfolge u selbst die angegebenen Konvergenz- 
eigenschaften besitzt. 


Il. Der hyperbolische Fall. 


§ 1. 
Die Gleichung der schwingenden Saite. 


Im zweiten Teil dieser Arbeit beschaftigen wir uns mit Anfangswert- 
problemen von hyperbolischen linearen Differentialgleichungen und werden 
beweisen, daS unter gewissen Voraussetzungen die Lésungen entsprechen- 
der Differenzengleichungen bei Verfeinerung der Maschenweite des zugrunde 
gelegten Gitters gegen die Lésung der Differentialgleichung konvergieren. 

Wir kénnen die hier auftretenden Verhaltnisse am einfachsten an dem 
naheliegenden Beispiel der Schwingungsgleichung 
&y a*u 


(1) I —Es—0 


éz* 


» 


darlegen. Dabei beschrinken wir uns auf dasjenige Anfangswertproblem, 
in dem auf der Geraden t= 0 die Werte der Lésung u und ihrer Ab- 
leitungen gegeben sind. 


*%) DaB die Randwerte fiir Funktion und Ableitungen tatsichlich angenommen 
werden, 148t sich unschwer zeigen. Vgl. die entsprechenden Betrachtungen bei 
K. Friedrichs loc. cit. 
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Um die entsprechende Differenzengleichung anzugeben, legen wir in 
der x, t-Ebene ein quadratisches achsenparalleles Gitter der Maschenweite h. 
Wir ersetzen die Differentialgleichung (1) durch die Differenzengleichung 

Ui — Ugg = 0 

in den Bezeichnungen von 8.34. Greifen wir einen Gitterpunkt P, heraus, so 
verbindet die zugehérige Differenzengleichung den Wert der Funktion u 
in diesem Punkte mit den Werten in den vier Nachbarpunkten. Kenn- 
zeichnen wir wieder die vier Nachbarwerte durch die vier Indizes 1, 2, 3, 4 
(s. Fig. 5), so nimmt die Differenzengleichung die einfache Gestalt 


(2) u, + Uy — uy—u,=0 
an. Hierbei geht der Wert der Funktion u im Punkte P selbst nicht in 
die Gleichung ein. 


Wir denken uns das Gitter in zwei verschiedene Teilgitter zerlegt, 
wie in der Fig. 5 durch Kreise und Kreuze angedeutet ist. Die Differenzen- 


7 
° + ° + 
2 
- 4 + ° f 
° 4 ° + . : . ° 
. . ° . 
+ °o + oO &% e e e 
Fig. 5. Fig. 6. 


gleichung verbindet dann nur die Werte der Funktion in jedem der Teil- 
gitter untereinander. Wir wollen uns daher auf eines der beiden Teilgitter 
beschrinken. Als Anfangsbedingungen haben wir hier die Werte der Funk- 
tion u auf den beiden Gitterreilhen t= 0 und th vorzugeben. Wir geben 
zunichst die Lésung dieses Anfangswertproblems explizite an; d.h. wir 
driicken den Wert der Lésung in irgendeinem Punkte § durch die vor- 
gegebenen Werte auf den beiden Anfangsreihen aus. Man erkennt sofort, 
da8 der Wert in einem Punkte der Reihe t = 2h eindeutig bestimmt ist 
lediglich durch die mit ihm verkniipften drei Werte auf den beiden ersten 
Reihen. Der Wert in einem Punkte auf der vierten Reihe ist eindeutig 
bestimmt durch die Werte der Lésung in gewissen drei Punkten der zweiten 
und dritten Reihe, also auch durch gewisse Werte auf den beiden ersten 
Reihen. Allgemein wird zu einem Punkte S ein gewisser Abhangigkeits- 
bereich auf den beiden ersten Reihen gehéren; man erhalt ihn, wenn man 
durch den Punkt S die Linien z+ #¢=konst. und x — ¢ = konst. zieht, 
bis sie die zweite Reihe in den Punkten « und # treffen (vgl. Fig. 6). 
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Das Dreieck Saf nennen wir dann das Bestimmtheitsdreieck, weil in ihm 
simtliche u-Werte sich nicht andern, sobald sie auf den ersten beiden 
Reihen festgehalten werden. Die Seitenlinien des Dreiecks nennen wir 
Bestimmtheitslinien. 

Bezeichnet man nun die Differenzen von u in Richtung der Bestimmt- 
heitslinien durch u’ und u‘ oder genauer 


u,=U,— u,, uj =U, — U,, 
Uy = Uy — Us, uy =—-%&—%,; 
so nimmt die Differenzengleichung etwa die Form 


uy = Us 

an. D.h. auf einer Bestimmtheitslinie sind die Differenzen nach der anderen 
Bestimmtheitsrichtung konstant, also gleich einer der vorgegebenen Diffe- 
renzen zwischen zwei Punkten der ersten beiden Reihen. Andererseits ist 
die Differenz ug — u, eine Summe iiber die Differenzen u’ lings der Be- 
stimmtheitslinie Sa, so da8 wir unter Benutzung der eben gemachten Be- 
merkung als SchluBformel (in leicht verstindlicher Bezeichnung) 


8, 
(3) ug =u,+ Su’ 
erhalten. 


Wir lassen nun die Maschenweite h gegen Null streben, wobei die 
vorgegebenen Werte auf der zweiten oder ersten Reihe gegen eine zweimal 


, 


stetig differenzierbare Funktion f(z) und die Differenzenquotienten ne 
gegen eine stetig differenzierbare Funktion g(x) gleichmaBig konvergieren 
mégen. Offenbar geht dabei die rechte Seite von (8) gleichmaBig in den 
Ausdruck 


(4) e+ yy J oleae 


iiber, wenn § gegen den Punkt (¢, 2) konvergiert. Dies ist der bekannte 
Ausdruck der Lésung der Schwingungsgleichung (1) mit den Anfangs- 


werten u(x, 0) = f(x) und S*(x,0)=/'(x)+ V2g(z). Damit ist ge- 
zeigt, da8 die Lésungen unseres Differenzengleichungsproblems bei abnehmen- 
der Maschenweite gegen die Lésung des Differentialgleichungsproblems 


konvergieren, wenn wir die Anfangswerte (in der oben angegebenen Weise) 
konvergieren lassen. 
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§ 2. 
Uber den Einflu8 der Wahl des Gitters. 
Die Abhingigkeitsgebiete bei Differenzen- und Differentialgleichung. 


Die im § 1 betrachteten Verhaltnisse legen folgende Uberlegungen nahe. 

Ebenso wie fiir die Lésung einer linearen hyperbolischen Differential- 
gleichung im Punkte § nur ein gewisser Teil der Anfangswerte maBgebend 
ist, némlich das von den Charakteristiken durch S ausgeschnittene ,,Ab- 
hangigkeitsgebiet“, besitzt auch die Lésung einer Differenzengleichung im 
Punkte S ein gewisses Abhingigkeitsgebiet, das man erhalt, indem man 
die Bestimmtheitslinien vom Punkte S aus zieht. In §1 fielen nun die 
Richtungen der Bestimmtheitslinien der Differenzengleichung mit den charak- 
teristischen Richtungen der Differentialgleichung zusammen, wodurch auch 
die Abhangigkeitsgebiete in der Grenze iibereinstimmten. Diese Tatsache 
hing aber wesentlich von der Orientierung des Gitters in der (2, t)- Ebene 
ab und beruhte ferner darauf, da8 wir das Gitter quadratisch gewahlt 
hatten. Wir legen jetzt allgemeiner ein rechteckiges achsenparalleles Gitter 
zugrunde, dessen Maschenweite in der t-Richtung (Zeitmasche) gleich h 
und diejenige der x- Richtung (Raummasche) gleich xh mit konstantem x ist. 
Das Abhangigkeitsgebiet der Differenzengleichung ~,— u,z = 0 fiir dieses 
Gitter wird ganz im Innern des Abhangigkeitsgebietes der Differential- 
gleichung - -- a = 0 liegen oder wird es selbst in seinem Innern ent- 
halten, je nachdem ob x <1 oder x >1 ist. 

Hieraus ergibt sich eine merkwiirdige Tatsache: La8t man im Falle 
x <1 die Maschenweite h gegen Null abnehmen, so kann die Lésung der 
Differenzengleichung im allgemeinen 


nicht gegen die Lésung der Differen- A 

tialgleichung konvergieren. Andert SoéeX 

man némlich etwa bei der Schwin- noah J 
gungsgleichung (1) die Anfangswerte f \ 

der Lésung der Differentialgleichung fo ee ae 

in der Umgebung der Endpunkte of. ttt ae cet he 
« und # des Abhingigkeitsgebietes _/ AAT ER 2 


(vgl. Fig. 7), so zeigt die Formel (4), 
daB sich auch die Lésung selbst im 
Punkte (z,¢) andert. Fiir die Liésungen der Differenzengleichungen im 
Punkte S sind aber die Vorgaben in den Punkten a und £ irrelevant, 
da diese auBerhalb des Abhangigkeitsgebietes der Differenzengleichungen 
liegen. — Da8B im Falle x > 1 Konvergenz statthat, werden wir im § 3 
beweisen. Vgl. hierzu Fig. 9, S. 62. 


Fig. 7. 
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Betrachtet man dagegen z. B. die Differentialgleichung 
(5) ghe ee _ Hs 
in den beiden raéumlichen Variablen xz, y und der zeitlichen ¢, und ersetzt 
sie durch entsprechende Differenzengleichungen in geradlinigen Gittern, so 
ist es im Gegensatz zum Falle von nur zwei unabhangigen Variablen un- 
médglich, die Mascheneinteilung so zu wahlen, daB die Abhangigkeitsgebiete 
der Differenzen- und Differentialgleichung zusammenfallen; denn das Ab- 
hangigkeitsgebiet der Differenzengleichungen wird ein Viereck, waihrend das 
der Differentialgleichung ein Kreis ist. Wir werden spater (vgl. § 4) die 
Mascheneinteilung so wahlen, daB das Bestimmtheitsgebiet der Differenzen- 
gleichung das Bestimmtheitsgebiet der Differentialgleichung im Innern ent- 
halt, und zeigen, daB wieder Konvergenz stattfindet. 

Uberhaupt wird ein wesentliches Ergebnis dieses Teils sein, daB man 
bei jeder linearen hyperbolischen homogenen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung das Gitter so wahlen kann, da die Lésung der Differenzen- 
gleichung gegen die Lésung der Differentialgleichung konvergiert, wenn 
man die Maschenweiten gegen Null streben laBt (vgl. hierzu §§ 3, 4, 7, 8). 


§ 3. 
Grenziibergang bei beliebigen rechteckigen Gittern. 
Wir betrachten zunachst wieder die Schwingungsgleichung 


atu a*u 
(1) pet ~ pgs = 9» 
legen aber nunmehr ein rechteckiges achsenparalleles Gitter zugrunde, 
dessen zeitliche Maschenweite A, dessen Raummasche xh ist. Die zu- 
gehérige Differenzengleichung lautet: 
1 


(6) L(u) = 5 (tty — 2 tly + 0) — <5 (ty — 2 tty + 4) = 0, 


wobei sich die Indizes auf den Mittelpunkt P, und die Ecken P,, P,, P,, P, 
eines ,,Elementarrhombus*“ (vgl. Fig. 8) beziehen. Vermége der Gleichung 


x 

q . df . Nye 

od ” e . a . a 
o 7” . . e No . 

o¢ 00 o2 . e . . . a . . 
e e e Zl . . . 7 . r 

3 

Fig. 8. Fig. 9. 


L(u)=0 kénnen wir den Wert der Funktion u in einem Punkte S durch 
ihre Werte auf demjenigen Stiick der beiden Anfangsreihen t= 0 und t=h 
darstellen, das man erhalt, wenn man vom Punkte § aus (vgl. Fig. 6, 8.59) 
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die zu den Seiten eines Elementarrhombus parallelen ,,Bestimmtheitslinien“ 
zieht. Wir denken uns die Anfangswerte so vorgegeben, daB sie und die 
zwischen ihnen gebildeten ersten Differenzenquotienten bei abnehmender 
Maschenweite und bei festem x gleichmaBig gegen stetige vorgegebene 
Funktionen auf der Geraden ¢=0 konvergieren. Fiir die Lésungen der 
Differenzengleichungen 148t sich wohl eine explizite Darstellung durch ihre 
Anfangswerte aufstellen (entsprechend (3) in §1); sie ist aber nicht so 
einfach, da8 man unmittelbar den Grenziibergang zu verschwindender 
Maschenweite ausfiihren kann. Wir schlagen daher einen anderen Weg ein, 
der uns die Behandlung auch des allgemeinen Problem erméglichen wird). 
Wir multiplizieren den Differenzenausdruck L(u) mit (wu, — u,) und 
formen das Produkt unter Beachtung der folgenden Indentititen um: 


(7) (uy — tay) (ty — Ditty + toy) = (14 — thy)” — (toy — tuy)*, 
(8) (ty — tty) (thy — 2 tty + tey) = (14, — tp)” — (hy — thy)” 
— 5 (ty = ty)® + (my — t4g)® — (thy — 15)* — (ty — t45)*] 
Wir erhalten so 
(9) Rain teipcritrenaitor ns 
+a = [ (ty — thy)” + (4, — 4)” — (tty — t4)* — (tu, — t4y)*]. 


Wir summieren nun das Produkt (9) iiber alle Elementarrhomben 
eines Bestimmtheitsdreiecks Saf. Die auf der rechten Seite von (9) auf- 
tretenden Differenzenquadrate kommen stets in zwei benachbarten Elemen- 
tarrhomben vor, mit verschiedenen Vorzeichen versehen. Sie heben sich bei 
der Summation fort, sobald beide Elementarrhomben zum Dreieck Saf 
gehéren; es bleibt also nur eine vom Rande des Dreiecks beriihrende 
Summe von Differenzenquadraten iibrig. Wir erhalten so die Relation: 


(10) h* SD) 25 L(u) 


i > [2(1- 3) G) +64) ] 
+4¥ [2(1- 4) (3)'+ a(5) J 
— 4S [2(1- 3) (@) +e(G) +5) | 


Ill 





%) Zum folgenden vgl. K.Friedrichs und H. Lewy, Uber die Eindeutigkeit usw., Math. 
Annalen (98 1928), 8. 192ff., wo analoge Umformungen fiir Integrale benutet werden. 
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Hier bedeuten u’ urid u‘ Differenzen in Bestimmtheitsrichtungen wie in 
§ 1, wahrend wu die Differenz der Funktionswerte in zwei Nachbarpunkten 
bezeichnet, deren Verbindungslinie zur t-Achse parallel ist. Die Summen 
sind iiber alle aus zwei Parallelreihen bestehenden Randstreifen zu er- 
strecken, so da8 samtliche vorkommenden Differenzen wu’, u‘', % einmal 
und nur einmal auftreten. 

Fiir eine Lésung von L(u)=0 verschwindet also die rechte Seite 
von (10). Die dort auftretende Summe iiber die Anfangsreihen I und II 
bleibt beschrinkt, wenn wir die Maschenweite A (bei festgehaltenem x ) 
zu Null abnehmen lassen; sie geht namlich in ein Integral iiber vor- 
gegebene Funktionen auf der Anfangslinie iiber. Infolgedessen bleiben auch 
die in (10) tiber Sa und Sf erstreckten Summen beschrankt. Ist nun, 


wie wir fordern miissen (vgl. 8.61), x>1, also 1— + nicht negativ, 
so folgt weiter die Beschranktheit der einzelnen Summen 


SG) *2G): 


die wir iiber irgendwelche Bestimmtheitslinien erstreckt denken kénnen. 

Hieraus kénnen wir die ,gleichartige Stetigkeit“ (vgl. 1. Teil § 4) 
der Folge der Gitterfunktionen in allen Richtungen der Ebene ableiten*); 
da die Werte von u auf der Anfangslinie beschrankt sind, folgt die Existenz 
einer gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion u (x, t) konvergierenden Teilfolge. 

Zugleich mit der Funktion u geniigen auch ihre ersten und zweiten 
Differenzenquotienten der Differenzengleichung L(uw)—0. Die Anfangs- 
werte dieser Differenzenquotienten lassen sich vermittelst der Gleichung 
L(u)=0 durch solche erste, zweite und dritte Differenzenquotienten von 
uw ausdriicken, in denen nur Punkte der beiden Anfangsreihen I und II 
auftreten. Wir verlangen von ihnen, da8 sie gegen stetige Grenzfunktionen 
streben, d. h. daB etwa die vorgegebenen Anfangswerte u(x, 0), u,(x,0) 
drei- bzw. zweimal stetig nach z differenzierbar sind. 

Danach kénnen wir unsere oben angestellte Konvergenzbetrachtung 
anstatt auf u auch auf seine ersten und zweiten Differenzenquotienten an- 
wenden, also eine Teilfolge auswahlen, so da8 diese Differenzenquotienten 
gleichmaBig gegen Funktionen streben, die dann die ersten bzw. zweiten 
Ableitungen der Grenzfunktion u(z,#) sein miissen. Die Grenzfunktion u 


%5) Sind S, und S, zwei Punkte im Abstand 4, so verbinde man sie durch einen 
Streckenzug aus zwei Swecken  B S und S 8,, von denen die erste der einen, die zweite 
der anderen Bestimmtheitsrichtung parallel ist. Es gilt dann die Abschitzung 


| ts — ug IS l%5,—*sl+\%9—*s, 1S YS (FZ) +H 3 (5) (5) 
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. 2 2 
geniigt infolgedessen der Differentialgleichung = _ = = 0, die in der 
Grenze aus der Differenzengleichung L(u)=0 entsteht; sie stellt also die 
Lésung des Anfangswertproblems dar. Da diese Lésung eindeutig bestimmt 
ist, konvergiert jede Teilfolge der Gitterfunktionen und damit die Folge 
selbst gegen die Grenzfunktion. 


§ 4. 
Die Schwingungsgleichung in drei Variablen. 
Wir behandeln nun die Schwingungsgleichung 


2 2 2 
(11) gfe 2s _ feo 


und kniipfen an die im § 2 gemachten Bemerkungen iiber die Beziehung 
der Abhangigkeitsbereiche an. Das Abhiangigkeitsgebiet der Differential- 
gleichung (11) ist der Kreiskegel mit einer zur ¢-Richtung parallelen Achse 


und dem Offnungswinkel «, mit tga = ‘ . In irgendeinem rechtwinkligen 


achsenparallelen Gitter setzen wir entsprechend die Differenzengleichung — 
(12) 2 Mz — Uz — Uyz = 0 


an. Durch sie werden die Funktionswerte uw in den Punkten eines , Ele- 
mentaroktaeders“ miteinander verkniipft. Sie gestattet, den Funktionswert 
in einem Punkte § eindeutig durch die Funktionswerte in gewissen Punkten 
der beiden Anfangsebenen t= (0 und t=h’ auszudriicken. Wir erhalten 
zu jedem Punkte S eine Pyramide der Bestimmtheit, die aus den beiden 
Grundlinien als Abhangigkeitsgebiet zwei Rhomben ausschneidet. 

Lassen wir die Maschenweiten etwa unter Festhaltung ihrer Verhilt- 
nisse gegen Null streben, so kénnen wir eine Konvergenz der Folge der 
Gitterfunktionen gegen die Lésung der Differentialgleichung héchstens dann 
erwarten, wenn die Bestimmtheitspyramide den Bestimmtheitskegel der 
Differentialgleichung im Inneren enthilt. Das einfachste Gitter dieser 
Eigenschaft wird dasjenige sein, das so liegt, daB die Bestimmungspyramide 
den Bestimmungskegel von auBen beriihrt. Unsere Differentialgleichung 
ist gerade so gewahlt, daB dies fiir ein kubisches achsenparalleles Gitter 
eintritt. 


Die Differenzengleichung (12) nimmt in diesem Gitter in den Be- 
zeichnungen der Figur 10 die Gestalt an: 


(18) L(w) == (uy — tty tu.) — 5 (ty — 2 ty — 4) — 5 (Qty — 2 ty — 0), 


Mathematische Annalen. 100, 5 
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in die der Funktionswert u, im Mittelpunkt P tibrigens nicht mehr eingebt. 
Die Werte der Lésung auf den beiden Anfangsebenen seien die Werte einer 
viermal stetig nach z,,y,,¢ differenzierbaren 
Funktion. 

Wir benutzen zum Konvergenzbeweise wieder 
die im § 8 entwickelte Methode, indem wir fiir 
die Lésung unserer Differenzengleichung die drei- 
fache Summe 


h? a 2 > Liu)=0 


bilden, die iiber alle Elementaroktaeder der vom 

Punkte S ausstrahlenden Bestimmtheitspyramide 

zu erstrecken ist. Auf Grund der fast wértlich 

& zu iibernehmenden SchluBweise erkennen wir, 

Fig. 10. daB die Werte der Funktion x in inneren Punkten 

der Bestimmtheitspyramide herausfallen und daB 

nur noch Flachensummen iiber die vier Seitendoppelflachen F und die 
beiden Grundflachen I II der Pyramide iibrigbleiben. 

Bezeichnen wir mit u’ die Differenz der Funktionswerte in zwei 

Punkten, die durch eine Seitenlinie eines Elementaroktaeders verbunden 

wird, so lautet die entstehende Formel 


(14) aS (u’)? — 5d (u’)*? =0, 
PF i 





in der iiber simtliche auf diesen Flachen enthaltenen Differenzen wu’ zu 
summieren ist, so daB jede solche Differenz nur einmal auftritt™*). Da 
die Doppelsumme iiber die beiden Anfangsflichen beschrankt bleibt, weil 
sie ja in ein Integral iiber Anfangswerte iibergeht, so bleibt auch die 
Summe iiber die ,Bestimmtheitsflichen“ F beschrankt. 

Wir wenden unsere Betrachtung anstatt auf u selbst wieder auf ihre 
ersten, zweiten und dritten Differenzenquotienten, die ja selbst der Diffe- 
renzengleichung (13) geniigen und deren Anfangswerte vermittels (13 ) sich 
durch erste bis vierte Differenzenquotienten allein aus Werten auf den ersten 
beiden Anfangsebenen ausdriicken lassen. Ist w = w, einer der Differenzen- 
quotienten bis zur dritten Ordnung, so wissen wir, daB die iiber eine 


4,2 
5 ) beschrankt bleibt. 


Hieraus ergibt sich aber durch genau denselben Schlu8, den wir im ersten 
Teil, § 4 angewandt haben, daB die Funktion u mit ihren ersten und 


Bestimmtheitsfliche F erstreckte Summe h* te ae | 


**) Es ist das Gitter gerade so gewihlt, daB die Differenzen von u zwischen den 
beiden Flichen F nicht mehr auftreten. 
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zweiten Differenzenquotienten gleichartig stetig ist. Es gibt also eine gegen 
Null abnehmende Folge von Maschenweiten, so daB diese GréBen, die ja 
am Anfang beschrinkt sind, gegen stetige Grenzfunktionen konvergieren, 
und zwar offenbar gegen die Lésung der Differentialgleichung einschlieBlich 
ihrer ersten und zweiten Ableitungen, was genau wie friiher (§ 3) folgt. 


Anhang. 
Erganzungen und Verallgemeinerungen. 


§ 5. 
Beispiel einer Differentialgleichung erster Ordnung. 


Wir haben im § 2 gesehen, da8 unter Umstinden das Abhiangigkeits- 
gebiet der Differentialgleichung nur einen Teil des Abhingigkeitsgebietes 
der Differenzengleichung ausmacht, und da8 also der Einflu8 des Rest- 
gebietes in der Grenze herausfallt. Dies Phinomen kénnen wir an dem 


Beispiel der Differentialgleichung erster Ordnung ss = 0 explizite verfolgen, 
wenn wir sie durch die Differenzengleichung 


(15) 2% — Uz + Us = 0 
ersetzen. Sie lautet ausgeschrieben in den Bezeichnungen der Fig. 5 (8.59) . 


(16) = SS. 


Die Differenzengleichung verbindet wieder nur Punkte eines Teilgitters 
untereinander. Das Anfangswertproblem besteht darin, daB man auf der 
Reihe ¢=0 der Funktion uw in den Punkten x= 22h diejenigen Werte 
f.; vorschreibt, die dort eine stetige Funktion f(x) annimmt. 

Wir betrachten etwa den Punkt S auf der t-Achse im Abstande 2nh. 
Man verifiziert leicht die Darstellung der Lésung u in S: 

7 / 2m \ 
(17) us = ae fn inns 
Pm: 

Die Summe auf der rechten Seite strebt bei Verfeinerung der Maschen- 
weite, d. h. bei n—+oco einfach gegen den Wert f,. Man entnimmt das 
aus der Stetigkeit von f(z) und dem Verhalten der Binomialkoeffizienten 
bei wachsendem n. (Vgl. den niichsten Paragraphen. ) 


§ 6. 
Die Wirmeleitungsgleichung. 


Die Differenzengleichung (16) des § 5 laBt sich auch als Analogon 
einer ganz anderen Differentialgleichung auffassen, namlich der Warme- 
5* 
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leitungsgleichung 
bu a u_ 


In irgendeinem rechteckigen achsenparallelen Gitter lautet die ent- 

sprechende Differenzengleichung 
= +u,—2 

(19) 2 (“5~) = (2+). 
wo | die Zeit, h die Raummasche ist. Beim Grenziibergang zu ver- 
schwindender Maschenweite behalt die Differenzengleichung nur dann ihre 
Form, wenn | proportional mit h* abnimmt. Setzen wir insbesondere 
i—h*, so fallt der Wert x, aus der Gleichung heraus und es entsteht die 
Differenzengleichung 


(16) awh 


1 - 2 


deren Auflésung durch die Formel (17) gegeben wird: 


(17) u(0, t) = 2 Gani) he 


i=- 


Ein Punkt & der x-Achse ist bei abnehmender Maschenweite immer 
durch den Index 


(20) Qi = 


>| Mr 


gekennzeichnet. Die Maschenweite A ist mit der Ordinate ¢ des Auf- 
punktes § durch die Gleichung 
(21) 2nh*=—t 
festgelegt. 
Wir wollen untersuchen, was aus der Formel (17) entsteht, wenn A 


gegen Null, d. h. m gegen unendlich strebt. Unter Benutzung der Formel (21) 
schreiben wir die Gleichung (17) in die Gestalt 


(22) u(0, t) = Se (oh) eth. 





Fiir den Koeffizienten von 2hf,;—= 2hf(&) verwenden wir die Ab- 
kiirzung 
1 y2n 2n 
ante O~ rap ) 
2ye 2-2°*% E 
atigVe 


Den Grenzwert dieses Koeffizienten, den man gewohnlich mit Hilfe der 
Stirlingschen Formel bestimmt, wollen wir hier berechnen, indem wir die 
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Funktion g,,(¢) als Lésung einer gewéhnlichen Differenzengleichung auf- 
fassen und den Grenziibergang zu verschwindender Maschenweite h und 
damit zur Differentialgleichung ausfiihren. Als diese Differenzengleichung 
findet man 


J (gn(E +24) — 94(8)) = — ag (8) ete 


(indem wir g,(&) anstatt g,,() schreiben). Oder 
1 h 
an(on(é + 2h) —9,(8)) = — a (8) FS. 
9,(€) geniigt auBerdem der Normierungsbedingung 


5 n(8)2h—=2 fi. 


Diese Summe ist iiber das Abhangigkeitsgebiet der Differenzengleichung 
zu erstrecken, das, wenn h-—+0 strebt, in der Grenze die ganze z-Achse 
erfiillt. 


Durch einfache Uberlegungen erkennt man, daB g,(¢) gleichmaBig 
gegen die Lésung g(x) der Differentialgleichung 


9’ (x) = —g(2)> 
mit der Nebenbedingung 


+o 
J 9(z)dx=27t 
konvergiert. Aus der Formel (23) entsteht dann durch Grenziibergang 


+o 2 


te *#(e)dé, 


u(0,t)= Yaat 


die bekannte Lésung der Warmeleitungsgleichung. 
Die Betrachtungen dieses Paragraphen iibertragen sich ohne weiteres 
auf den Fall von Differentialgleichungen 


usw. bei mehr unabhangigen Veranderlichen. 


§ 7. 


Die allgemeine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in der Ebene. 


Wir behandeln die Differentialgleichung 


2 2 
(28) te pay pet pum. 
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Die Koeffizienten sind zweimal stetig nach z, ¢ differenzierbar, wahrend 
die Anfangswerte auf der Geraden t= () dreimalig stetig nach 2 differen- 
zierbar sind. Wir ersetzen die Differentialgleichung in einem Gitter mit 
der Zeitmaschenweite A und der Raummaschenweite xh, so = in einer 
Umgebung des zu betrachtenden Stiickes der Anfangsgeraden 1 — —, >e > 0 
fiir unser konstantes x gilt, durch die Differenzengleichung 


(24) L(u)=uz(x,t)—k * uez(x,t)+au,+ fpu,tyu=0 
und wahlen die Anfangswerte wie in § 3 (vgl. 8. 63). 
Zum Konvergenzbeweis formen wir wieder die Summe 
h* Pp 2* 1 L(u) 
Sap 


unter Verwendung der Identitaéten (7), (8) um. AuBer einer Summe 
(vgl. (10)) tiber den Rand des Dreiecks Saf (vgl. Fig. 6) tritt dann noch 
eine iiber das ganze Dreieck Saf erstreckte Summe auf, deren absoluter 
Betrag sich nach oben mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung durch 


on SS (x) +(e) +) + #4 


abschitzen laBt, wo die Konstante C nicht von der Funktion u, der 
Maschenweite h und in einer gewissen Umgebung der Anfangslinie auch 
nicht vom Punkte S abhangt. 
Hier kénnen wir weiter h*_S)Y'u* nach oben durch 
Sag 
i >» (¢ + O,h >? u? 
“Sap ill 

abschitzen*’), wo fiir die Konstanten C,, C, dasselbe gilt, was fiir C 
gesagt wurde. 


Wir erhalten so eine Ungleichung von der Form 


\ 2 2 *,2 
(25) b 5 [2(1— 5) it +3(5) ] 


+h [2(1- 5) (4) +2) | 


<0,h? Dp» [ Roy (2) + ( (=) | 4D, 


wo D eine fiir alle Punkte S und Maschenweiten h feste Schranke fiir die 
auftretenden Summen iiber die Anfangsgerade ist. 


- Vel zum Beweise die verwandte Ungleichung S. 64 unten. 
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ie =) 5 





Als Spitzen S unserer Dreiecke wahlen wir nun von der Anfangs- 
geraden ausgehend der Reihe nach die Punkte S,, S,,..., 8S, = S auf einer 
Parallelen zur t-Achse. Durch Summation der zugehérigen Ungleichungen 
(25) kénnen wir die Ungleichung 


om HEB TOB) G+ EG 
k*\ /a\? er 
+0 3S) (2(1- 5) (4) +39) | 
< nko, YD [(*) +(%) +(G) | + nav 
Sap 


erhalten. Beachten wir nun, da8 man eine Differenz u’ bzw. u’ durch 
zwei Differenzen % und eine Differenz u' bzw. u’ ausdriicken kann, so 
ergibt sich, daB wir die linke Seite von (26) héchstens verkleinern, wenn 


wir sie durch 
3 


ev rea \? , su’? u'\*7 
O,h a2 (Gg) + (x) +) j 
ersetzen. Beschrinken wir uns nun auf eine solche Umgebung t< nh der 
Anfangsgeraden, in der 
0,—nh0C,=C,>0 


ist, so erhalten wir aus (26) 
= ‘\95 
(27) on 3) SF) ‘+(¥) +(%) ]sG- 


Aus der in (27) ausgedriickten Beschranktheit der linken Seite ergibt s.ch 
nach (25) die Beschrinktheit von 


b 2 (i) +42 (5): 


woraus sich wie in § 8 die gleichartige Stetigkeit von u ergibt. 

Wir wenden die Ungleichung (25) anstatt auf die Funktion w selbst 
auf deren erste und zweite Differenzenquotienten w an, die auch Diffe- 
renzengleichungen geniigen, deren Glieder zweiter Ordnung wie in (24) 
lauten. In den Zusatzgliedern kénnen zwar noch Ableitungen von wu auf- 
treten, die sich nicht durch w ausdriicken lassen, aber deren mit A* mul- 
tiplizierte Flachenquadratsumme schon als beschrinkt angenommen werden 
kann. Das aber geniigt, um auf diese Differenzengleichung fiir w den- 
selben Schlu8 anzuwenden, den wir oben auf uw angewandt haben. Wir 
kénnen somit die gleichartige Stetigkeit und Beschranktheit der Funk- 
tionen u und ihrer ersten und zweiten Ableitungen folgern, die infolge- 
dessen eine Teilfolge besitzen, die gleichmaiBig gegen die Lésung des 
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Anfangswertproblems der Differentialgleichung konvergiert. Aus deren Ein- 
deutigkeit folgt wieder, daB die Funktionenfolge selber konvergiert. 

Wir miissen dabei allerdings voraussetzen, da8 die Differenzenquotienten 
bis zur dritten Ordnung auf und zwischen den beiden Anfangsreihen gleich- 
maBig gegen stetige Grenzfunktionen konvergieren**). 


§ 8. 


Das Anfangswertproblem einer beliebigen hyperbolischen linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Wir wollen nun zeigen, daB die bisher entwickelten Methoden dazu 
ausreichen, das Anfangswertproblem einer beliebigen linearen homogenen 
hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung zu lésen. Es geniigt 
dabei, sich auf den Fall von drei Variablen zu beschrinken. Der Gedanken- 
gang 1a8t sich unmittelbar auf mehr Variable iibertragen. Man kann leicht 
einsehen, daB das allgemeinste derartige Problem durch eine Variablen- 
transformation auf folgendes zuriickgefiihrt werden kann: Eine Funktion 
u(x,y,t) zu finden, die der Differentialgleichung 


(28) u,,—(au,,+2bu,,+cu,,)+au,+ Bu,+yu,+du=0 
geniigt und die mit ihren ersten Ableitungen auf der Flache t = 0 vorge- 


gebene Werte annimmt. Dabei sollen die Koeffizienten Funktionen der 
Variablen x, y, ¢ sein und den Bedingungen 


a>0, ¢e>0, ac—b*>0 
geniigen. 

Die Koeffizienten setzen wir dabei als dreimal nach zr, y,¢t, und 
die Anfangswerte uw als viermal bzw. wu, als dreimal nach z, y stetig 
differenzierbar voraus. 

Wir denken uns ferner die Koordinaten x und y um einen Punkt 
der Anfangsebene so gedreht, daB in ihm b= 0 ist. Dann ist in einer 
gewissen Umgebung @ dieses Punktes sicher die Bedingung 


a—|b|>0, ec—|b|>0 


erfiillt. Auf diese Umgebung beschrinken wir unsere Betrachtungen. Wir 
kénnen dann eine dreimal stetig differenzierbare Funktion d>0 so 
wahlen, da8 


a—d 
(29) c—d }>e>0 
d—|b| 





**) Diese Voraussetzung und die iiber die Differenzierbarkeit der Koeffizienten 
der Differentialgleichung und ferner die Beschrinkung auf eine geniigend kleine Um- 
gebung der Anfangsgeraden lassen sich in Sonderfillen mildern. 
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mit konstantem « gilt. Dann setzen wir die Differentialgleichung in 
die Form 


. 1 
(30) u,,—(a—d)u,,—(¢—d)u,,—5(d +b) (u,, +2u,,+4,,) 
1 
—5(@—b)(u,,—2u,,+u,,) + au,+ pu,+yu,+du=0. 
Wir legen nun in den Raum das Gitter der Punkte 
t=lh, «+y=—mxh, x—y=nxh (l,m, n=...—1, 0,1, 2,...) 


und ersetzen die Gleichung (30) durch eine Diffe- 
renzengleichung L(u)=0 in diesem Gitter. 

Wir ordnen zu dem Zweck jedem Gitterpunkt P, 
folgende Nachbarpunkte zu: Die Punkte P,, baw. 


°7 


P,, die aus P, durch Verschiebung um A bzw. ge “5 

—h in Richtung der ¢-Achse entstehen; ferner + *0 2x 
die Punkte P,,..., P,, die mit P, in derselben = 6 
Parallelebene zur (x, y)- Ebene liegen; vgl. Fig. 11. 3 

Diese Punkte bilden ein , Elementaroktaeder“ Fig. 11. 


mit den Eckpunkten P,, P., P,, P,, P;, P,. 

Fiir jeden Gitterpunkt P,, der innerhalb von @ liegt, ersetzen wir 
die in (30) auftretenden zweiten Differentialquotienten folgendermafen 
durch Differenzenquotienten aus dem zu P, gehérigen Elementaroktaeder. 


Wir ersetzen 
1 


u,, dureh — (u,»— 2u, + u,) 


u,, durch —— (tt, — 2%, + u,) 


zx x*h® 


u,, durch ——~ (u, — 2u, + ug) 


4 
u,, +2u,,+u,, durch a, (u, — 2u, + u,) 
U,,—2u,,+u,, durch i (tu, — 2%) + &,). 


Die in (30) auftretenden ersten Differentialquotienten ersetzen wir 
durch irgendwelche entsprechende Differenzenquotienten in dem Elementar- 
oktaeder. Den Koeffizienten in der Differenzengleichung geben wir die 
Werte, die die Koeffizienten der Differentialgleichung im Punkte P, 
annehmen. 

Auf den ersten beiden Anfangsebenen t= 0 und t=h denken wir 
uns die Funktionswerte so vorgegeben, daS sie bei Verfeinerung der 
Maschenweiten unter Festhaltung des Verhiltnisses x der Raum- zur Zeit- 
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maschenweite gegen die vorgegebenen Anfangswerte auf t= 0 streben, 
wobei die zwischen den beiden Ebenen t= 0 und t=h gebildeten Diffe- 
renzenquotienten bis zur vierten Ordnung gegen die entsprechenden vor- 
gegebenen Differentialquotienten gleichmaBig konvergieren sollen. 

Die Lésung der Differenzengleichung L(u)=0 in einem Punkte ist 
eindeutig durch die Werte auf den beiden Grundflachen der durch ihn 
gehenden Bestimmtheitspyramide bestimmt. 

Fiir den Konvergenzbeweis bilden wir die iiber alle Elementaroktaeder 
einer Bestimmtheitspyramide erstreckte Summe 


WDD D2 Lu) 

und formen sie vermittels der Identitaéten (7), (8) um. Dadurch entsteht 
einmal eine mit h* multiplizierte Raumsumme, die in den ersten Diffe- 
renzenquotienten quadratisch ist, und ferner eine mit h* multiplizierte 
Summe iiber die Seitendoppelflachen, in denen die Quadrate aller auf und 
zwischen den Doppelflachen vorkommenden Differenzenquotienten vom 
Typus uw, — Uy),U,— U,,-.-,U,— U, auftreten, wobei ihre Koeffizienten 
wegen (29) gréBer als eine feste positive Konstante sind, wenn wir iiber- 
dies noch das Verhiltnis + von Zeit- zu Raummaschenweite geniigend 
klein wahlen. 

Von hier aus kénnen wir ganz ebenso vorgehen wie in den §§ 7, 4 
und nachweisen, daB die Lésungen unserer Differenzengleichung gegen die 
Lésung der Differentialgleichung konvergieren. 


(Eingegangen am 1. 9. 1927.) 


Untersuchungen iiber allgemeine Metrik. 
Von 


Karl Menger in Wien. 


Inhaltsiibersicht. 
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Einleitung. 


Von Metrik ist in verschiedenen Teilen der Geometrie die Rede, in 
der Elementargeometrie, in der Differentialgeometrie, in der MaBtheorie, in 
der Punktmengenlehre. Zwischen den verschiedenen Gesichtspunkten, unter 
denen das Messen untersucht wird, einen Zusammenhang auf allgemeinster 
(mengentheoretischer) Grundlage herzustellen, ist eine der Aufgaben dieser 
Untersuchungen. 

Wir kniipfen an den Begriff des metrischen Raumes der Punktmengen- 
lehre. Zu diesem Begriff gelangte Fréchet, indem er wichtige Eigenschaften 
der euklidischen Abstandsmetrik (jene namlich, welche fiir die Lehre von 
den reellen Funktionen und zur topologischen Untersuchung der Teil- 
mengen euklidischer Riume ausreichend sind) fiir abstrakte Mengen postu- 
lierte, hingegen von der Tatsache abstrahierte, da} im n-dimensionalen 
euklidischen Raum der Punkt als n-Tupel von reellen Zahlen gegeben 
ist und der Abstand zweier Punkte durch eine gewisse Funktion von den 
Koordinatendifferenzen der betreffenden Punkte dargestellt wird. Diese 
Metrik ist ein sehr bequemes (wenn auch nicht ganz naturgemaBes) Hilfs- 
mittel fiir topologische Untersuchungen, und als solches Hilfsmittel ist sie 
bisher verwendet worden. Da® die Metrik an sich in ihrer allgemeinsten 
Form etwas vernachlissigt wurde und hierdurch einige Problemkreise der 
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mengentheoretischen Geometrie unbearbeitet blieben, die sowohl an sich als 
auch zur systematischen und allgemeinen Fundierung von klassischen geo- 
metrischen Disziplinen von Interesse sind, — dies geht schon daraus hervor, 
daB nicht eine einzige spezifisch-metrische gestaltliche Eigenschaft metrischer 
Raume iiberhaupt definiert worden ist, daB eine Charakterisierung der wich- 
tigsten Raiume, speziell der euklidischen, unter den metrischen Riumen 
nicht angegeben worden ist, und daB von einer allgemeinen n-dimensionalen 
Metrik oder vom abstrakten Kern des Begriffes des Riemannschen Raumes 
gar nicht die Rede war. 

Diese und ahnliche Fragen sollen in einer Reihe von Untersuchungen, 
von der die drei ersten Aufsiitze nun erscheinen, behandelt werden. Ein 
gemeinsames Band, welches unsere Untersuchungen iiber allgemeine Metrik 
verkniipft, bildet die bekannte Dreiecksungleichnng (die Tatsache, daB in 
einem Dreieck keine Seite gréBer als die Summe der beiden anderen Seiten 
sein kann) — und die mannigfachsten Verschirfungen, Abschwachungen 
und héherdimensionalen Analoga dieser elementaren Beziehung, deren Aus- 
wirkungen sich auf einen groBen Teil der gesamten Mathematik erstrecken. 

Die Abhandlungen dieses Zyklus sind so gehalten, da8 sie vom Leser 
weder besondere Vorkenntnisse noch eigene Erganzungen der Beweise er- 
fordern. 


Erste Untersuchung: Theorie der Konvexitat. 


. Der metrische Raum. 

. Zwischenpunkte in metrischen Raiumen. 

Der Begriff der Konvexitat. 

. Mittelpunkte in kompakten konvexen Riumen. 

. Mittelpunkte in vollstindigen konvexen Raumen. 
Existenz von geodatischen Bégen in vollstandigen konvexen Raéumen. 
. Einige Eigenschaften geodatischer Bégen. 

Einige Eigenschaften konvexer Riume und Mengen. 
9. Uber Konvexifizierbarkeit. 

10. Uber metrisch-singulare Punkte und ihre Verteilung. 
11. Raume mit Strecken. 

12. Raume mit Geraden. 


ON Ao» wr 


1. Der metrische Raum. 

Als metrischen Raum bezeichnet man eine Menge (deren Elemente 
Punkte genannt werden), wenn fiir jedes Paar a, b von Elementen ein 
Abstand ab definiert ist, d. i. eine reelle Zahlab=ba> 0 fir a+b und 
ab=0 fir a=b, so daB fiir jedes Punktetripel a, b,c die sogen. Drei- 
ecksungleichung ab +-be >ac besteht. 


Untersuchungen iiber allgemeine Metrik. 77 


Auf Grund der Abstandsdefinition (ohne Riicksicht darauf, ob der Ab- 
stand die Dreiecksungleichung erfiillt oder nicht) 148t sich im Raum auf 
eine natiirliche Weise ein Limes definieren, indem man die Punktefolge 
{p,} (nm =1,2,... ad inf.) konvergent und den Punkt p den Limespunkt 
dieser Punktefolge nennt, falls lim p, p= 0 gilt und nur dann. 

n=@® 


Von den Konsequenzen der Dreiecksungleichung heben wir hier bloB 
eine hervor, auf die wir im folgenden dfters unter dem Namen ,,Stetigkett 
der Metrik* hinweisen werden: Sind {a,} und {b,} (n=1,2,...ad inf.) 
zwei Punktefolgen, so dap lim a,=a und lim b,=b gilt, dann ist 

n=@ 


n=o 
lim a,b,=ab. Wire diese Behauptung unrichtig, dann gibe es unter 


a=@ 


den Zahlen a,b, unendlich viele, etwa die Zahlen der Teilfolge {a, b, } 
(n= 1,2,... ad. inf.), die sich von ab um mehr als eine gewisse positive 
Zahl « unterschieden. Es ware also fiir alle n 


(t) ja, b, —ab|>e>0. 
Da die Folgen {a, } baw. {b, } als Teilfolgen von {a,} bzw. {b,} gegen 
a bzw. b konvergieren, so gilt fiir eine gewisse natiirliche Zahl %: 
a,a<> und b,b<3. 
Daher ergibt die Dreiecksungleichung, angewendet auf das Punktetripel 
4;,,, 2, b,, 
und angewendet auf das Punktetripel a,b, b;, 
|ab—ab.| < 73 
also gilt 
|ab — a. By. | <3 


im Widerspruch zu (ft). Damit ist die Annahme von der Unrichtigkeit 
unserer Behauptung ad absurdum gefiihrt und die Stetigkeit der Metrik 


bewiesen. 


2. Zwischenpunkte in metrischen Raiumen. 


Nach der Dreiecksungleichung gilt fiir je drei Punkte a,b,c des 
Raumesab+6bc>ac. Es ist naheliegend, jene Punktetripel zu betrachten, 
fiir welche in der Dreiecksungleichung das Gleichheitszeichen gilt. Wir 
wollen, wenn die Beziehung ab + bc = ac besteht, den Punkt 5, falls er 
sowohl von a als auch von b verschieden ist, einen Zwischenpunkt von a 
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und 6 nennen oder statt dessen auch sagen, b liege zwischen a und c. 
Eine einfache Untersuchung zeigt, daS derartige Punktetripel in ihren 
Verhiltnissen zueinander zwar nicht alle Relationen von Pasch*) erfiillen, 
aber doch einige wichtige dieser Beziehungen*). 


Mit Riicksicht auf die Kommutativitat der Addition der reellen Ab- 
standszahlen und auf die Symmetrie der Abstandsfunktion (ab = ba) gilt 
offenbar: 


1. Wenn b zwischen a und c liegt, dann liegt b auch zwischen c und a. 
Es gilt ferner: 


2. Wenn b zwischen a und c liegt, dann liegt weder a zwischen b 
und c, noch c zwischen a und b. Denn wiirden etwa die Gleichungen 
ab+be=ac und ba+ac= be zusammenbestehen, so wiirde ab = 0, also 
a =b folgen und das widerspriche der Voraussetzung, daB 6b zwischen a 
und ¢ liegt. 


3. Liegt b zwischen a und c und liegt zugleich c zwischen a und d, 
dann liegt b zwischen a und d und es liegt c zwischen b und d. Indem 
wir fiir drei Punkte a, b,c, von denen 6 zwischen a und c liegt, einfach 
abe schreiben, kénnen wir die eben ausgesprochene Behauptung auch so 


symbolisieren: 
abe abd 
acdj | bed’ 


Da die Dreiecksungleichung fiir die Punktetripel a, b,d und b,c, d sicher 
erfiillt ist, gibt es zwei nicht-negative Zahlen v und w, so daB gilt 


(T) ab+bd=ad+u, be+cd=bd-+w. 


Substituieren wir den Wert von bd, der sich aus der zweiten Gleichung 
ergibt, in die erste, so erhalten wir ab-+ be+cd—w=ad-+v. Falls 
nun } zwischen a und ¢ liegt, so ist die linke Seite der letzten Gleichung 


*) Vgl Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 1. Aufl. 1882, 2. Aufl. bei 
Springer 1926. Vgl. insbes. § 1. 

*) Nicht nur die Definition von gestaltlichen Higenschaften (vgl. meinen Bericht 
iiber die Dimensionstheorie, Jahresbericht d. deutsch. Mathem. Ver. 35, insbes. S. 119), 
sondern auch die Definition der elementarsten Beziehungen, welche, wie z. B. die Zwischen- 
beziehung, dadurch definiert werden, daB sie gewissen Beziehungen noch einfacherer 
Natur geniigen, — auch diese Definitionen sind ein in gewissem Mafe willkiirliches Um- 
grenzen der zu definierenden Beziehung gegeniiber anderen, welches nur durch An- 
gleichung an den natiirlichen Sprachgebrauch und gewisse Zweckmédfigkeitsgriinde bestimmt 
wird, und demnach nicht nur formal, sondern auch inhaltlich in verschiedener Weise er- 
folgen kann. Beispielsweise weicht unser Zwischenbegriff vom elementargeometrischen 
etwas ab (siehe unten). Wo es sich darum handelt, die beiden auseinanderzuhalten, 
wire etwa unser ,,zwischen“ als ,,metrisch zwischen“ zu bezeichnen. 
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=ac-+cd—w; falls ¢ zwischen a und d liegt, ist dies weiter gleich 
ad —w; dies soll =ad--v sein, woraus wegen der Nichtnegativitaét von 
v und w folgt, dab v = w—0 ist. Aus (Tf) ergibt sich alscoab+bd=ad, 
be+cd=bd. Zum Beweise, daB b zwischen a und d und da ¢ zwischen 
b und d liegt, haben wir noch zu zeigen, daB b von a und von d und daB 
ec von b und vond verschieden ist. Es ergibt sich a + b, b +c, c + d daraus, 
da8 b zwischen a und c und da8 ¢ zwischen a und d liegt. Wegen bc > 0 
und cd>0O ist bd =bc+cd> 0; also ist auch b+d. Damit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 

Setzt man in der bewiesenen Formel d statt a, c statt b, b statt c, 
a statt d und beriicksichtigt man die Eigenschaft 1 der Zwischenrelation, 
so sieht man, da8 umgekehrt 


abd abe 
bed acd 


abe [abd 

acdj |bed 
Eine systematische Uatersuchung der von Pasch begriindeten Axiomatik des 
elementargeometrischen Zwischenbegriffes wurde von Huntington und Kline*) durch- 


gefiihrt. Die beiden Autoren stellen unter anderem folgendes System von unabhiangigen 
Postulaten fiir den Zwischenbegriff auf: 


gilt, also 


Forderungen A und C, welche mit den von uns bewiesenen Eigenschaften 1 und 
2 iibereinstimmen. 

Eine Forderung D, welche besagt, daB, wenn 6 zwischen a und c liegt, je zwei 
von den drei Punkten a, b,c verschieden sind. Wir hatten in die Definition unseres 
Zwischenbegriffes aufgenommen, daB b von a und von ¢ verschieden ist. Die Punkte a 
und ¢ sind dann wegen ac=ab+bc>0 eo ipso verschieden. 

Eine Bedingung II, welche in der obigen Symbolik geschrieben werden kann 

abe 
} —» bed. 
acd 
Sie ist in der von uns bewiesenen Eigenschaft 3 enthalten. 

Ein Postulat B, welches besagt, daB von je drei verschiedenen Punkten einer 
Zwischenpunkt der beiden anderen ist. Diese Forderung scheint mir indes eigentlich 
eine solche an den Raum und nicht eine solche an den Zwischenbegriff zu sein. Sie 
ist in unsere Zwischendefinition nicht aufgenommen und wird von dieser im allgemeinen 
auch nicht erfiillt. 

Eine Bedingung I, welche in der obigen Symbolik geschrieben werden kann: 


abe \ 


+abd. 
bed J % 


*) Trans. Am. Math. Soc. 18 (1917), 8. 301. 
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Diese Bedingung erfillt unser Zwischenbegriff im allgemeinen nicht. Man sieht dies, 
wenn man fiir die vier Punkte a,b,c,d als Abstinde etwa festsetzt: 


ab=be=ad=cd=1, ac=bd=2 
oder: 


ab=be=3, ac=6, cd=4, bd=7, ad=5. 


Unsere Zwischenbeziehung erfillt also die Huntington-Klinesche Bedingung II, nicht 
aber die Bedingung L 

Da8 wir fiir die folgenden Untersuchungen mit der Eigenschaft 3 der Zwischen- 
beziehung auskommen und die Relation II von Huntington und Kline nicht bendtigen, 
erscheint bemerkenswert, wenn man sich vergegenwirtigt, welche Konsequenzen die 
Tatsache hat, daB unsere Zwischenbeziehung diese Relation I nicht erfiillt. Es hangt 
hiermit beispielsweise zusammen, daf ein Punkt, welcher zwischen zwei Zwischenpunkten 
von a und b liegt, selbst nicht notwendig Zwischenpunkt von a und b ist. Es seien nim- 
lich die Absténde der Punkte a,b,c,d,e etwa die folgenden: ac=bd=2, ec=ed=3, 
ea=eb=5, ad=bec=cd=6, ab=8. Man verifiziert ohne weiteres, daB fiir je drei 
dieser Punkte die Dreiecksungleichung erfiillt ist, daB sowohl c als auch d Zwischen- 
punkt von a und b und daB e Zwischenpunkt von c und d ist, daB aber e nicht 
Zwischenpunkt von a und b ist‘). 

Anschaulich l48t sich die von unserer Zwischenbeziehung erfiillte Eigenschaft 3 
folgendermaBen symbolisieren: 





ne [i Rs 
ol a ee 
nd umgekehrt. 


Die unserer Zwischenbeziehung nicht zukommende Eigenschaft der elementar- 
geometrischen Zwischenbeziehung laBt sich entsprechend symbolisieren: 








*) Unser (vom el t tsischen abweichende ) Zwischenbegriff ist, wie noch 
erwabnt werden mége, auch einer Anwendung auf die Erfahrungswelt faihig. Betrachten 
wir etwa das Netz der europaischen Schnellzugslinien. Es entspricht der Ausdrucksweise 
von Reisenden, als Abstand zweier Stadte die (etwa in Stunden gemessene) Dauer der 
schnellsten Fahrt zwischen den beiden Orten zu bezeichnen. Sehen wir dann ab von 
den praktisch meist zu vernachlassigenden Unterschieden zwischen der Fahrtdauer von 
A nach B und der Fahrtdauer von B nach A, so bilden vermége dieser Abstands- 
definition die Stationen offenbar einen die Dreiecksungleichung erfiillenden metrischen 
Raum. Es entspricht wieder einer gebriuchlichen Ausdrucksweise, von der Stadt B zu 
sagen, sie liege zwischen den Staédten A und C, wenn man von A ohne Umweg via 
B nach C gelangen kann, d. i. aber, prizis gesprochen, wenn fiir die Abstinde 
AB+BC=AC gilt. Es liegt dann beispielsweise zwischen Wien und Amsterdam so- 
wohl Frankfurt a.M. als auch Leipzig, obwohl Frankfurt weder zwischen Wien und 
Leipzig noch zwischen Leipzig und Amsterdam und obwohl Leipzig weder zwischen 
Wien und Frankfurt noch zwischen Frankfurt und Amsterdam liegt. Und es liegt 
Erfurt zwischen Frankfurt a.M. und Leipzig, also zwischen zwei Stédten, die zwischen 
Wien und Amsterdam liegen, ohne selbst zwischen Wien und Amsterdam zu liegen, 
weil eine schneile Verbindung von Amsterdam und Wien via Erfurt nicht existiert. 
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an eae 
fla ee 


Wir leiten nun noch eine weitere Eigenschaft unserer Zwischen- 
beziehung her: 


4. Fiir jedes Punktepaar a, b des Rawmes ist die Menge bestehend 
aus a,b und allen Zwischenpunkten von a und b abgeschlossen. Sei 
nimlich der Punkt ¢ ein von a und von 6 verschiedener Haufungspunkt 
von Punkten, die zwischen a und 6 liegen. Es existiert dann eine Folge 
{c,} (m=1, 2,... ad inf.) von Punkten zwischen a und b, so daB 
c=lime, ist. Fir jedes n gilt ac,-+c,b=—ab. Wegen der Stetigkeit 


nr=@ 


der Metrik folgen aus c=lime, die Beziehungen ac=limac, und 
n=@ n=@ 


be=lim be,. Also ist ac-+ch=ab, d.h. ¢ ist Zwischenpunkt von a 


und “a Damit ist die Behauptung bewiesen. Die Menge aller Zwischen- 
punkte von a und 6 werden wir bisweilen mit Z(a,b), die (nach dem 
Bewiesenen abgeschlossene) Menge bestehend aus a,b und Z(a,b) mit 


Z(a,b) bezeichnen. 


3. Der Begriff der Konvexitit. 


Die klassische Definition, welche insbesondere den Minkowskischen 
Untersuchungen zugrunde liegt, lautet: Eine abgeschlossene Menge A des R,, 
des n-dimensionalen euklidischen Raumes, hei®t konvex, wenn sie zu je 
zweien ihrer Punkte die durch die beiden Punkte bestimmte Strecke als 
Teil enthalt. Diese Definition des Konvexitatsbegriffes ist prinzipiell auf 
Teilmengen des R, bzw. auf Teilmengen von Raumen beschrinkt, in 
denen Strecken definiert sind, und je zwei Punkte eine Strecke bestimmen. 
In einem allgemeinen metrischen Raum ist dies keineswegs der Fall. 
Wollen wir daher fiir allgemeine metrische Raume und ihre Teilmengen 
einen Konvexitatsbegriff definieren, so miissen wir uns nach einem anderen 
Prinzip fiir die Definition umsehen. Ein solches liefert uns der (wie wir 
sahen, fiir allgemeine metrische Raume definierbare ) Begriff des Zwischen- 
punktes. Denken wir uns némlich ein konvexes Gebilde eines euklidischen 
Raumes mit einer lichtundurchlassigen Substanz ausgefiillt, dann kénnen 
wir, wenn wir in irgendeinem beliebigen Punkt des Gebildes eine Licht- 
quelle anbringen, und in irgendeinen beliebigen davon verschiedenen Punkt 
unser Auge begeben, niemals die Lichtquelle erblicken, weil stets zwischen 
der Lichtquelle und unserem Auge ein (lichtundurchlassiger) Punkt des 
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Gebildes liegt. Diese Eigenschaft der euklidischen konvexen Kérper la8t 
sich aber fiir allgemeine metrische Riume aussprechen, indem wir sagen: 

Ein metrischer Raum heiBt konvex, wenn zu je zweien seiner Punkte 
ein Zwischenpunkt existiert. 

Um die Berechtigung der Bezeichnung konver fiir den eben definierten 
Begriff nachzuweisen, d. h. um zu zeigen, daB die hervorgehobene Eigen- 
schaft der konvexen Gebilde fiir dieselben wirklich charakteristisch ist, wer- 
den wir im Verlaufe dieser Untersuchuug zu beweisen haben, da8 einer- 
seits jede konvexe Teilmenge eines euklidischen Raumes, wofern sie in 
sich betrachtet und als metrischer Raum aufgefa8t wird, im Sinn unserer 
Definition konvex ist, und daB anderseits jede nicht-konvexe euklidische 
Menge, in sich betrachtet, nicht unter die in unserem Sinne konvexen 
Raume fillt. 

Der erste Teil dieser Behauptung liegt auf der Hand, denn jeder 
Punkt der Strecke, welche durch die Punkte a und 5b eines euklidischen 
Raumes bestimmt wird, ist Zwischenpunkt von a und b. Der R, und 
jeder konvexe Kérper eines euklidischen Raumes liefern also Beispiele von 
konvexen metrischen Raumen im Sinn unserer Definition. Eine Kreislinie 
und eine Kugeloberfliche sind, wofern als Abstand je zweier Punkte 
die Lange der durch sie bestimmten Strecke festgesetzt wird, offenbar 
nicht konvex. Sie sind dagegen konvex, wofern als Abstand je zweier 
Punkte die Lange des kiirzesten die beiden Punkte verbindenden Bogens 
festgesetzt wird. 

Die Kugel mit SehnenmaB und die Kugel mit Bogenma8 sind homéo- 
morphe metrische Riume, von denen der zweite konvex, der erste nicht 
konvex ist. Daraus geht hervor, daB die Konvexitdt eine spezifisch- 
metrische Eigenschajft eines metrischen Raumes') ist, die homéomorphen, 
aber verschieden m ‘isierten Raumen nicht notwendig gleichzeitig zu- 
kommen mu; eine Eigenschaft m. a.W., die durch topologische Abbil- 
dungen zerstért werden kann. 


Es sei nun eine Teilmenge M eines metrischen Raiimes vorgegeben. 
Wir nennen M eine konvere Menge, wenn die Menge M zu je zweien 
ihrer Punkte einen Zwischenpunkt enthilt. Eine Teilmenge eines Raumes 
hei8t also dann und nur dann konvex, wenn sie, in sich betrachtet, ein 
konvexer Raum ist. Jede im klassischen Sinn konvexe Teilmenge eines 
euklidischen Raumes ist daher auch in unserem Sinn eine konvexe Teil- 
menge. 





5) Durch die angegebene Konvexitiatsdefinition wird (vgl. Einleitung 8. 76) schein- 
bar zum erstenmal eine spezifisch metrische gestaltliche Eigenschaft metrischer Riume 
erfaBt. 
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4. Die Existenz von Mittelpunkten in kompakten konvexen Raéumen. 


Fiir die folgenden Untersuchtingen ist wesentlich, daB in gewissen 
konvexen Riumen zu je zwei Punkten a und b nicht nur ein Zwischen- 
punkt, sondern ein Mittelpunkt existiert, d.h. ein Punkt, dessen Abstand 
sowohl von a als auch von b gleich dem halben Abstand ab ist. Aus 
dem Beispiel einer Kreislinie oder einer Kugeloberfliche, falls als Abstand 
je zweier Punkte die Lange des kiirzesten Bogens zwischen ihnen festge- 
setzt wird, geht hervor, daB in einem kompakten metrischen Raum zu 
zwei Punkten unter Umstanden mehrere Mittelpunkte existierer kénnen. 
Im Kreis gibt es bei Bogenma8 zu je zwei gegeniiberliegenden Punkten 
zwei Mittelpunkte; auf der Kugeloberfliche mit Bogenma8 bilden die 
Mittelpunkte von je zwei gegeniiberliegenden Punkten (Polen) eine (aqua- 
toriale) Kreislinie. — Wir setzen nun iiber den konvexen Raum zunichst 
voraus, daS er kompakt sei, d. h. daB jede unendliche Teilmenge des 
Raumes mindestens einen Haufungspunkt im Raum besitzt, und wir 
beweisen allgemein: 

Zu je zwei Punkten a und b eines kompakten konveren Rawmes und 
zu jeder positiven Zahl 1 existiert ein Punkt c, der zwischen a und b 


liegt und die Beziehung erfiillt t =A. Der Abstand dieses Punktes ¢ von 


a ist offenbar 70. Fiir 4=1 ist also c ein Mittelpunkt von a und b. 


Wir erinnern zunichst an eine Konsequenz der vorausgesetzten Kom- 
paktizitit des Raumes: (*) Ist A eine abgeschlossene Teilmenge eines 
kompakten Raumes und ist @ ein gegebener Punkt des Raumes, dann 
enthalt A einen Punkt a’, dessen Abstand vom Punkte a durch keinen 
Punkt von A iibertroffen wird, und einen Punkt a”, dessen Abstand von 
a durch keinen Punkt von A unterschritten wird. Diese Bemerkung ist 
eine unmittelbare Konsequenz des bekannten Satzes, daB jede auf einer 
abgeschlossenen Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes definierte 
stetige Funktion in mindestens einem Punkt ihres Definitionsbereiches 
ihren Maximal- und ihren Minimalwert annimmt. 

Es seien nun a und 6 zwei Punkte eines kompakten Raumes und es 
sei 4 eine gegebene positive Zahl. Wir betrachten die Menge A bestehend 
aus allen Punkten, welche zwischen a und b liegen und von a einen Ab- 


stand < a ab haben. Die Menge A ist Durchschnitt der abgeschlossenen 
Menge Z(a, 6) und der abgeschlossenen Kugelumgebung U (a; 7 4 ab) > 
Die Menge A ist also abgeschlossen. Zufolge der Bemerkung (+) existiert 

®) Mit U(p;r) bezeichnen wir die (abgeschlossene) Menge aller Punkte des 


Raumes, die vom Punkt p einen Abstand <r haben. 
6* 
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ein Punkt a’ von A, dessen Abstand vom Punkt a durch keinen Punkt 
von A iibertroffien wird. Wir zeigen nun: 

1. Der Punkt a’ ist Haufungspunkt von Punkten, die zwischen a’ 
und b liegen. Die Menge Z(a’, b) ist abgeschlossen. Ware die Behaup- 
tung 1 unrichtig, dann ware a’ nicht Haufungspunkt von Z(a’,b), dann 
wire also auch die Menge Z(a’, b) — (a’) abgeschlossen. Da diese Menge 
den Punkt a’ nicht enthilt, so hatte sie von ihm einen gewissen positiven 
Abstand und enthielte nach der Bemerkung (#*) einen Punkt, er heiBe 5’, 
dessen Abstand vom Punkt a’ durch keinen Punkt von Z(a’, b) —(a’) 
unterschritten wird. Wegen der Konvexitét des Raumes gabe es einen 
Punkt ¢, der zwischen a’ und b’ liegt. Da b’ zwischen a’ und 5 liegt 
und ¢ zwischen a’ und 6’, so liegt nach Eigenschaft 8 der Zwischen- 
beziehung ¢ auch zwischen a’ und b, ist also Punkt der Menge 
Z(a’,b)—(a’). Da ec zwischen a’ und b’ liegt, ist ¢ von b’ verschieden, 
es gilt also b’c >0. Da c zwischen a’ und DB’ liegt, ist a’c +cb’=a'b’. 
Also ist ¢ ein Punkt der Menge Z(a’, b) —(a’), dessen Abstand von a’ 
ca’ < b’a’ ist im Widerspruch zur Definition des Punktes b’. Damit ist 
die Annahme von der Ungiiltigkeit der Behauptung 1 ad absurdum gefiihrt. 
Wir zeigen 

2. Jeder Punkt, der zwischen a’ und b liegt, hat einen Abstand 


> pap von a. Sei namlich ¢ ein Punkt zwischen a’ und 6. Nach 
Voraussetzung liegt a’ zwischen a und 6. Aus diesen beiden Tatsachen 
folgt nach der Eigenschaft 3 der Zwischenbeziehung: 

(T) ¢ ist Zwischenpunkt von a und b; 

(TT) a’ ist Zwischenpunkt von a und c. 


Der Punkt ¢ ist nach (¢) ein Zwischenpunkt von a und b, dessen Abstand 
von a’ nach (ff) den Abstand ac iibertrifit. Nach Definition des Punktes 
a’ kann also ¢ nicht in der Menge A _. Da A alle Zwischenpunkte 
von a und b, die von a einen Abstand < = pao haben, enthalt, so mu8 
also a’c > ;~ ab sein, w. z. b. w. 

Wir betrachten nun den Punkt a’. Als Punkt der Menge A hat a’ 


einen Abstand <r von a. Nach 1. ist a’ Haufungspunkt von 


Punkten zwischen a’ und 6; also ist nach 2. a’ Hiufungspunkt von 
Punkten, deren Abstand von a > ree ist. Wegen der Stetigkeit der 


Metrik ist dies nur méglich, wenn a’c = —— ab ist. hg oy ist die Existenz 


i+1 ; 1 
eines Zwischenpunktes c von a und b im Abstand ;—-; 2b von a erwiesen. 
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5. Die Existenz von Mittelpunkten in vollstindigen konvexen Réiumen. 

Es sei {p,} (n= 1, 2,... ad inf.) eine Punktefolge eines metrischen 
Raumes. Die Folge hei®t eine Cauchysche Folge, wenn zu jeder Zahl e > 0 
eine natiirliche Zahl n existiert derart, daB fiir je zwei natiirliche Zahlen 
n’>n und n” >n die Beziehung gilt |p, P_" — Pn Pa” |< ¢. Ein metrischer 
Raum heiBt vollstdndig, wenn jede Cauchysche Punktefolge des Raumes einen 
Limespunkt im Raum besitzt. Ein kompakter Raum ist a fortiori vollstandig. 

Um die Existenz von Mittelpunkten in vollstindigen konvexen Raiumen 
nachzuweisen, miissen wir, da die Bemerkung (*) fiir abgeschlossene Teil- 
mengen vollstaéndiger Raume im allgemeinen nicht zutrifit, etwas anders 
vorgehen, als in kompakten Raéumen. Wir fiihren zunichst einen Hilfs- 
begriff ein: Sind zwei Punkte a und 6 eines metrischen Raumes gegeben 
und ist r eine positive Zahl kleiner als der Abstand ab, dann sagen wir, 
der Punkt c sei ein letzter Zwischenpunkt von a und b in U (a; 1), falls ¢ 
ein in U(a;r) gelegener Zwischenpunkt von a und b ist und die Menge 
U (a; r) keinen Zwischenpunkt d von a und b enthilt, so daB c Zwischen- 
punkt von aundd ist. Wenn U(a;r) keinen Zwischenpunkt von a und b 
enthalt, dann nennen wir a selbst den letzten Zwischenpunkt von a und b 
in U(a;r). Wir zeigen nun: 

In einem volistandigen Raum existiert zu je zwei Punkien a und b 
und zu jeder positiven Zahl r, die kleiner als der Abstand ab ist, ein 
letzter Zwischenpunkt von a und b in U(a;r). Wir nehmen an, die Be- 
hauptung treffe fiir ein vorgelegtes Punktepaar a, b und eine vorgelegte 
Zahl 0 < r<ab nicht zu, und leiten aus dieser Annahme einen Wider- 
spruch her durch Konstruktion einer gewissen transfiniten Punktefolge. 

Wir setzen a = c, und nehmen an, es sei « eine Ordinalzahl der ersten oder 
zweiten Zahlenklasse, so daG fiir jede Ordinalzahl 8, die > 0 und < a ist, be- 
reits ein Punkt c, zwischen a und b bestimmt sei gemaB folgenden Bedingungen : 
(T) 0Sac,<aq<r (y<B<a); 
(TT) C50, +, 0, = C5 Cy (d<¥y<B<a@). 
Unter diesen Voraussetzungen wahlen wir einen Punkt c, gemaB folgenden 
Bedingungen : 

1. Ist @ eine Grenzzahl, dann betrachten wir eine gegen « konvergente 
Folge von Ordinalzahlen {a,} (n= 1, 2,...adinf.). Fiir die Abstande ac,, 
gilt wegen (t) 0<aca,,<at,,<r (n=1,2,... adinf.). Die Ab- 
stinde ac,, bilden also eine beschrinkte monoton wachsende und daher 
konvergente Zahlenfolge. Da ferner wegen (tt) fiir je zwei Punkte 
Ca,» Ca, (k <1) die Beziehung gilt a Ca, + Ca, Ca, = 4Ca,, 80 bilden die Punkte 
{ca,} (n= 1,2,... ad inf.) eine Cauchysche Folge. Also existiert wegen 
der Vollstandigheit des Raumes ein Limespunkt dieser Punktefolge und 
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diesen Limespunkt wihlen wir als c,. Offenbar ist fiir jedes B < « 
ac,<ac,. Ferner ist ac,<r. Wire nimlich ac,—r, so kénnte die 
Menge U(a;r) keinen Zwischenpunkt d von a und b enthalten, so daB c, 
Zwischenpunkt von a und d ist, :d.h. es wire c, ein letzter Zwischenpunkt 
von a und 6 in U(a;r), wahrend doch ein solcher laut Annahme nicht 
existiert. Es gilt also 

(t’) 0<ac,<ac,<r (y<B<e+1) 


Y 


und wegen der Stetigkeit der Metrik fiir jedes £, y, (B < y < a) 


! = 
CoC, + 6,6, =CsC,; 


also wegen (TT) 
(TT") C50, +6, 0, = C56, (6<y<fp<a+l). 


2. Ist @ eine isolierte Zahl, dann wahlen wir als c, einen der Punkte 
von U(a;r), die zwischen a und 6 liegen und fiir welche, wenn « > 1 ist, 
c,_, zwischen a und c, liegt. Ein solcher Punkt existiert sicher, weil c, _, 
laut Annahme nicht letzter Zwischenpunkt von a und b in U (a; r) ist. 
Auch durch diese Wahl werden die Relationen (+’) und ( tt’) offenbar erfiillt. 

Nach dem Prinzip der transfiniten Induktion ergibt sich also aus der 
Annahme von der Nichtexistenz eines letzten Zwischenpunktes von a und b 
in U(a;r), daB fiir jede Ordinalzahl « der ersten und zweiten Zahlen- 
klasse ein Punkt c, existiert, so daB fiir B<« ac,<ac,<r ist. Das 
ist aber unmdglich, da bekanntlich jede bestiandig wachsende Folge reeller 
Zahlen abzihilbar ist. Die Annahme der Nichtexistenz eines letzten 
Zwischenpunktes von a und b in U (a; 1) fiihrt also zu einem Widerspruch, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Es seien nun in einem vollstandigen Raum zwei Punkte a und 6 und 
eine positive Zahl 4 vorgelegt. Es sei c ein nach dem Bewiesenen existieren- 


der letzter Zwischenpunkt von a und Bb in U (a; ~ ab) und es sei d ein 


Ae 
letzter Zwischenpunkt von 6 und c in U (b; rs ;ab). Wir behaupten: 
\ + / 
Wenn der Raum konvex ist, so ist c =d. Um dies nachzuweisen, machen 
wir die Annahme c +d und leiten aus ihr einen Widerspruch her. 
Wegen der Konvexitaét des Raumes folgt aus der Annahme c +d zu- 
nichst die Existenz eines Punktes e zwischen c und d. Aus der Eigen- 
schaft 3 der Zwischenrelation ergibt sich, da der Punkt e zwischen c und d 
und der Punkt d entweder = 6 ist oder zwischen c¢ und 6 liegt, daB e 
zwischen ¢ und 6 liegt. Da iiberdies c entweder =a ist oder zwischen 
a und 6 liegt, so ist e Zwischenpankt von a und b. 
Da e zwischen ¢ und d liegt und d zwischen c und b oder = 6 ist, 
so liegt d, falls d + 6 ist, zwischen e und 6 und es liegt e zwischen c und b. 
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Ferner sieht man: da c, wenn c +a, zwischen a und b liegt und d, wenn 
d + b, zwischen c und b, so liegt ¢, wenn ¢ +a, zwischen a und d. Da 
iiberdies e zwischen c und d liegt, so liegt c, wenn ¢ + a, zwischen a =e é. 


Nun bestehen zwei Pada as By: Entweder kinnte gelten ea < ; = 1 ab; 
A 


dann lige also e in U (a; ial ab). Da e Zwischenpunkt von a und b ist 


und ¢ entweder = a oder Zwischenpunkt von a und e, so ny dies 
der Voraussetzung, daB c wees Zwischenpunkt von a und 6 in U ( a; 7744 b) 


ist. Oder es miibte ea > — ab sein. Dann wire, da e witiabsaglie 


von a und 6 ist, eb< ab, also ware e Punkt von U (b; ab) 


Da e Zwischenpunkt von b und c ist und d entweder = b oder Zwischen- 
punkt von b und e, so widerspriche dies der Voraussetzung, da d letzter 
Zwischenpunkt von 6 und ¢ in U (b; — a ; ab) ist. Die Annahme c +d 
fiihrt also in beiden Fallen zu einem Widerspruch und es a daher c=d 
sein. Daraus folgt aber ac =ad= 7, be=bd= ;—, ab, womit die 


Existenz eines Zwischenpunktes ¢ von a und b, so da8 be = , i erwiesen ist. 


Auf Grund der Stetigkeit der Metrik zeigt man leicht, daf fiir je 
zwet Punkte a und b eines metrischen Raumes und fiir jede positive 
Zahl i die Menge aller Punkte c, fiir die i =A gilt, abgeschlossen ist. 
Aus dem Vorangehenden wissen wir, daB diese Menge, falls der metrische 
Raum vollstdndig und konvex ist, nicht leer sein kann. 


6. Geoditische Bégen in vollstindigen Riumen. 


Es sei nun ein vollstindiger Raum gegeben und eine abgeschlossene 
Teilmenge M des Raumes, welche zu je zweien ihrer Punkte einen Mittel- 
punkt enthilt. Es seien a, und a, zwei Punkte von M. Wir wihlen 
einen der in M sicherlich existierenden Mittelpunkte von a, und a, und 
bezeichnen ihn mit a(}). Sein Abstand sowohl von a, als auch von a, 
ist }a,a,. Wir nehmen an, es seien bereits fiir p= 1,2,...2” Punkte 


a(t, f,) ) definiert, so daB der Abstand 


! 


(+) a(¥,)a( 4) = PU aa. 


Wir wihlen dann einen der in M enthaltenen Mittelpunkte von a( 2) 


und a( (24) und bezeichnen ihn mit a(=2*"). Wir setzen ferner 


gnti 


a(=?;)—0(2). Dadureh ist fiir p = 1, 2,..., 2"** ein Punkt a(— P ) 


gnti 
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P 
definiert. Betrachten wir den Abstand von a(—?. — a) und a(-$ ni): Sind p 
und qg beide gerade Zahlen, so ergibt sich der Abstand aus (+) = tte Wg 9 4. 


Es sei eine der beiden Zahlen ungerade, etwa p= 2p’, g=2q' —1, wo 
p’ und gq’ ganze Zahlen sind, und es sei etwa ? <q. Der Punkt a(S, “a 
ist Zwischenpunkt von a(£.*) und a(S.) 7) und fiir p’< gq’ —1 ist 


/ 
2” 


q’ tac gilt, a( 





) pnetese von a(4,) und a(4.). Also ist, wofern nicht 
aay 


p’\ / q’ 
:) Zwischenpunkt von a(3 a) und a(4,). Der 


Abstand aq) «(tz!) - a,a,; nach (f) ist der Abstand 


\ gn gn+i 





(V—1\ ,(P'\ — |p’-9’ +11 p_\ _. |p—al 
o\"> )4\5n) ru a,4,, also ist a(S @( ari) = 9 0% 


Analog beweist man diese Formel fiir den Fall p > q, und fiir den Fall, 
daS p und g zwei ungerade Zahlen sind. Dadurch ist die Formel (t+) 
fiir n-+-1 bewiesen. Wir kénnen demnach durch eine abzahlbare Folge 
von Auswahlen (namlich von Wahlen der sukzessiven Mittelpunkte) suk- 


zessive fiir jede natiirliche Zahl n und fiir jedes p < 2" einen Punkt a (3) 


definieren, so da® fiir je zwei dieser Punkte die Formel (ft) gilt. Das 
heiBt, wir kénnen fiir jede dyadisch rationale Zahl r einen Punkt a(r) 
definieren, so daB fiir je zwei dyadisch rationale Zahlen r und r’ die Be- 
ziehung gilt 

(tt) a(r)a(r’)=|r—r’|-aga,. 

Wir bezeichnen die abzihlbare Menge der durch eine bestimmte 
Folge von Wahlen erhaltenen Punkte a(r), wo r eine dyadisch ratio- 
nale Zah] bedeutet, mit A und nennen A die abgeschiossene Hiille von A. 
Wir zeigen, da® fiir jede Zahl r, die der Beziehung 0<r<a,a, 
geniigt, genau ein Punkt a(r) von A existiert, der von a, den Ab- 
stand r hat. 

Einerseits kénnen nicht mehrere Punkte von A existieren, welche von a, 
den Abstand r haben. Da jeder Punkt von A und mithin jeder Punkt von 4 
Haufungspunkt der Menge A ist, geniigt es zu zeigen, daB nicht zwei 
Haufungspunkte von A im Abstand r von a, existieren kénnen. An- 
genommen, es existierten zwei verschiedene im Abstand r von a, gelegene 
Haufungspunkte von A, etwa p und g, so daB pg =d > 0. Dann existierten 


zwei Punkte p’ und qg’ von A, so daB p’-p< + qq <* gilt. Wegen 
der Stetigkeit der Metrik kénnten dabei p’ und gq’ so gewahlt werden, daB 
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|p p’—r|<-F und |ayq’—r| SF, also p’q’ <|ayp’—ayq’| <> gilt. 
Anderseits waren p’ und g’ zwei Punkte, die um weniger als je ‘ von 
zwei Punkten (namlich p und gq), die voneinander den Abstand d haben, 
entfernt waren; also miiBte nach der Dreiecksungleichung p’ g’ > a sein. 


Das ist ein Widerspruch, also existiert héchstens ein Punkt von A im Ab- 
stand r von a). 

Anderseits existiert aber fiir jedes r, das der Beziehung 0 <r < a,a, 
geniigt, mindestens ein Punkt von A im Abstand r von a,. Fir r=0 
und r= a,a, ist dies klar. Fiir jedes r zwischen diesen Grenzen kénnen 
wir eine Folge {d,}(n = 1, 2,... ad inf.) von dyadisch rationalen Zahlen 
bestimmen, so da8 lima,a(d,)=r ist. Da die Punktefolge {a(d,)} eine 
Cauchysche Folge ist, existiert wegen der Vollstindigkeit des Raumes ein 
Limespunkt der Folge, dessen Abstand von a, wegen der Stetigkeit der 
Metrik =r sein muB. 

Es existiert also fiir jede Zahl r mit 0< r<a,a, genau ein Punkt 
von A im Abstand r von a,. Wir bezeichnen diesen Punkt mit a(r). 
Wegen der Stetigkeit der Metrik gilt die Formel (ff) fiir je zwei dieser 
Punkte a(r), wenn r irgendeine reelle Zahl zwischen 0 und a, a, bezeichnet. 

Die Menge A ist also eindeutiges und, mit Riicksicht auf die Formel (tt) 
abstandstreues, also beiderseits stetiges und umkehrbar eindeutiges, d. h. 
topologisches Bild von der Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und a, a, , 
demnach ein einfacher stetiger Bogen zwischen a, und a,. Da nach Kon- 
struktion A Teil von M und nach Voraussetzung M abgeschlossen ist, so 
ist der Bogen A Teil der Menge M. Wir haben also bewiesen den 


Satz von der Existenz geodiatischer Biogen. He sei M eine ab- 
geschlossene Menge eines vollstandigen Raumes, die zu je zweien threr Punkte 
mindestens einen Mittelpunkt enthalt. Dann enthdlt die Menge M zu je zweien 
threr Punkte a, und a, einen einfachen Bogen, der mit einer Strecke der 
Linge a,a, kongruent ist, d. h. dessen Punkte sich auf die reellen Zahlen 
zwischen 0 und a,a, derart abbilden lassen, daB der Abstand je zweier 
Punkte gleich ist dem absoluten Betrag von der Dijfferenz der zwei ent- 
sprechenden reellen Zahlen. Fiir eine Menge von der vorausgesetzten Art 
nennen wir einen Bogen von dieser Higenschaft einen geoddtischen Bogen 
zwischen a, und a,. 

Ein vollstandiger konvexer Raum enthalt, wie wir im vorigen Ab- 
schnitt festgestellt haben, zu je zweien seiner Punkte einen Mittelpunkt. 
Im eben bewiesenen Existenzsatz ist daher enthalten das 


Korollar. Hin vollsténdiger konvexer Raum enthdlt zu je zweien 
seiner Punkte einen sie verbindenden geoddtischen Bogen. 
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7. Einige Eigenschaften geoditischer Bégen. 
Wir beweisen zuniachst: 


In einem vollstandigen konvexren Raum sind die geoddtischen Bogen 
zwischen den Punkten a, und a, unter den aus Zwischenpunkten von a, 
und a, bestehenden abgeschlossenen Mengen dadurch gekennzeichnet, dap 
sie zu je zweien threr Punkte genau einen Mitielpunkt enthalten. 

Erstens enthalt jeder geoditische Bogen zwischen a, und a,, wie 
man aus der Formel (tf), bzw. aus der abstandstreuen Abbildbarkeit des 
Bogens auf die reellen Zahlen zwischen 0 und a,a, erkennt, zu je zweien 
seiner Punkte genau einen Mittelpunkt. 

Sei zweitens M eine aus Zwischenpunkten von a, und a, bestehende 
abgeschlossene Menge eines vollstandigen Raumes, die zu je zweien ihrer 
Punkte genau einen Mittelpunkt enthalt. Nach dem Satz von der Existenz 
geodiatischer Bégen enthalt M jedenfalls einen geoditischen Bogen B 
zwischen a, und a,. Wir machen nun die Annahme, da8 M einen auBer- 
halb von B gelegenen Punkt p enthalt, und fiihren dieselbe zu einem 
Widerspruch. Als Punkt von M ist p nach Voraussetzung Zwischenpunkt 
von a, und a,. Wir denken die Numerierung von a, und a, so gewahlt, 
da8 pa, < pa, gilt. Der Bogen B enthalt dann einen Punkt p’ im Ab- 
stand pa, von a, und einen (eventuell mit a, zusammenfallenden) Punkt p” 
im Abstand 2pa, von a,. Nach dem Existenzsatz enthalt ferner die 
Menge M einen geoditischen Bogen B’ zwischen p und a,. Dieser Bogen 
besteht aus Zwischenpunkten von p und a,. Liuft man von p lings B’ 
nach a,, so existiert ein (eventuell mit a, zusammenfallender) erster 
Punkt von B, den man auf diesem Wege trifft. Wir nennen diesen 
Punkt g. Als Punkt von B’ ist g entweder mit a, identisch oder Zwischen- 
punkt von p und a,. Es sind nun a priori zwei Faille denkbar: 

Entweder ist a,p” <a,q. Da p” und gq Punkte von B sind, ist in 
diesem Fall p” entweder mit g oder mit a, identisch oder Zwischenpunkt 
von a, und g. Da ferner qg entweder mit a, identisch oder Zwischen- 
punkt von a, und p ist, so ist p” entweder mit a, identisch oder Zwischen- 
punkt von a, und p. Da iiberdies p Zwischenpunkt von a, und a, ist, 
so liegt p zwischen p” und a,. Es gilt also p”p+ pa, =p” a, =2pa,, 
also p”p=pa,. D.h. p ist Mittelpunkt von p” und a,. Nun existiert 
aber auf B ein von p verschiedener Mittelpunkt von p” und a,, namlich 
der Punkt p’. Mithin enthalt M zwei verschiedene Mittelpunkte von p” 
und a,, was der Voraussetzung iiber M widerspricht. 

Oder es ist a, p” >a,q. Dann ist a, p” <a,qg. Dag entweder mit a, 
identisch oder Zwischenpunkt von a, uhd p ist und da p Zwischen- 
punkt von a, und a, ist, ist » Zwischenpunkt von qg und a,, also gilt 
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a,p+pq=a,q. Da p’ Zwischenpunkt von q und a, ist, gilt weiter 
pq+pa,=p'q+p’a,. Nun ist nach Voraussetzung pa, = p’a,, mit- 
hin pg=p'q. Dap” Zwischenpunkt von p’ und q ist, so ist p’g > p’ p”. 
Wegen der vorausgesetzten Beziehung p’p” = pa, gilt daher p’q > a,p 
und mithin p’g >}a,q. Es existiert daher ein Punkt r auf dem Bogen B’ 
zwischen p’ und g im Abstand }a,q von g. Da auch auf dem Bogen B 
ein von r verschiedener Mittelpunkt von g und a, existiert, widerspricht 
dies der Voraussetzung, daB M genau einen Mittelpunkt von g und a, 
enthalt. 

Die Annahme, daB die Menge M einen Punkt auBerhalb von B ent- 
halt, ist also fiir jeden Fall zu einem Widerspruch gefiihrt, womit der 
Beweis der behaupteten Kennzeichnung der geoditischen Bogen abge- 
schlossen ist. 

Unter allen Bogen zwischen den Punkten a, und a, eines vollstdndigen 
konvexen Raumes sind die geoddtischen Bogen dadurch charakterisiert, 
daB thre Lange den kleinstméglichen Wert hat, nadmlich dem Abstand a, a, 
gleich ist. Wir betrachten erstens irgendeine endliche, etwa n Punkte 
p;, =a(r;) (¢=1,...,) enthaltende Teilmenge unseres oben konstruierten 
geoditischen Bogens, wobei 0 <r;< 7;,,Sa,a, (¢=1,...,m—1) gelten 


n—1 
moge. Es gilt nach der Formel (fT) fiir jede solche Menge Sp; p;, , =a). 
i=1 


Also ist die Lange unseres Bogens = a,a,. Sei zweitens irgendein Bogen B 
zwischen den Punkten a, und a, vorgegeben. Kleiner als a,a, kann die 
Lange des Bogens wegen der Dreiecksungleichung nicht sein. Wir nehmen 
an, B sei kein geoditischer Bogen, enthalte also zwei Punkte b, und 8,, 
von welchen kein Mittelpunkt dem Bogen B angehért. Dabei denken wir 
die Bezeichnung so gewahlt, daS man von a, lings B nach a, laufend 
erst auf 6, und dann auf b, stéBt. Der zwischen den Punkten }, und 6b, 
gelegene Teilbogen ist zusammenhingend, enthialt also einen Punkt c, der 
von }, und b, gleich weit entfernt ist. Da aber c nach Voraussetzung 
kein Mittelpunkt von }, und b, ist, so gilt nach der Dreiecksungleichung 
b,c-+¢,b>6,b,; also ist die Linge des zwischen b, und 6, gelegenen 
Teilbogens von B >b,b,. Die Lange des zwischen a, und }, gelegenen 
Teilbogens ist >a,6,, die Linge des Teilbogens zwischen b, und a, ist 
> b,a,. Also ist die Linge von B >a,b,+ 6,b,+ 6,a, und folglich 
>a,a,. Damit ist die behauptete Charakterisierung der geodatischen 
Bégen bewiesen. 

Unter allen Bogen zwischen a und b sind die geoddtischen Bogen 
dadurch gekennzeichnet, daB fiir je zwei von a und b verschiedene Punkte 
p und q eines geoddtischen Bogens p entweder zwischen a und q oder 
zwischen q und b liegt oder mit q identisch ist. DaB® die Bedingung fiir 
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einen geoditischen Bogen erfiillt ist, folgt aus der in die Definition eines 
geodatischen Bogens aufgenommenen abstandstreuen Abbildbarkeit des 
Bogens auf eine Menge reeller Zahlen. Nehmen wir anderseits an, es sei 
B ein Bogen, fiir welchen die Bedingung nicht erfiillt ist, fiir welchen 
also zwei Punkte p und gq existieren, so daB ap+pq>aq, gqp+pb>qb, 
pq>O0 gilt. Die Reihenfolge, in welcher man von a lings B nach b 
laufend die vier betrachteten Punkte trifit, ist entweder a, p,q, b oder 
a,q,p,6. Im ersten Fall betrachten wir den Ausdruck ap + pq+ pb. 
Nach Voraussetzung ist die Summe der beiden ersten Terme > aq; nach 
der Dreiecksungleichung ist ferner ag-+-qb>ab; mithin ist der betrachtete 
Ausdruck >ab. Im zweiten Fall betrachten wir den Ausdruck ag + qp+ pb. 
Nach Voraussetzung ist die Summe der beiden letzten Terme > qb; nach 
der Dreiecksungleichung ist ag-+-qb>ab; mithin ist der betrachtete 
Ausdruck >ab. Die (entweder endliche oder unendliche) Lange des 
Bogens B ist also jedenfalls >ab, also ist B kein geoditischer Bogen. 

Wir beweisen nun noch eine gewisse Abgeschlossenheitseigenschaft des 
Systems aller geoditischen Bégen eines konvexen vollstindigen Raumes. 
Eine Folge {M,} (n=1,2,... ad inf.) von Mengen heiBt im topo- 
logischen Sinn konvergent, wenn fiir jeden Punkt des Raumes, von dem 
simtliche Umgebungen Punkte mit unendlich vielen Mengen M, gemein 
haben, simtliche Umgebungen Punkte sogar von fast allen Mengen M, 
enthalten. Die Menge M aller Punkte des Raumes, deren simtliche Um- 
gebungen Punkte mit unendlich vielen (und daher mit fast allen) Mengen 
einer konvergenten Mengenfolge gemein haben, wird mit lim M, bezeichnet 


a=2 
und hei®t der Limes oder die Naherungsgrenze der Mengen M,. Es gilt nun: 

Wenn in einem kompakten Raum B,, ein geoddtischer Bogen zwischen 
den Punkten a, und b, ist und lima, =a und limb, = b gilt, dann ist, 
falls die Folge B, (n=1,2,... ad inf.) konvergiert, thr Limes ein geo- 
datischer Bogen zwischen a und b, der sich im Falle a=b auf den 
Punkt a reduziert. 

Wir nehmen zunichst an, es sei a+. Die Menge B ist als Limes 
einer Folge von abgeschlossenen Mengen abgeschlossen. Sie enthalt ferner 
zu je zweien ihrer Punkte mindestens einen Mittelpunkt. Denn sind etwa 
ec und d zwei Punkte von B, dann existieren zwei Punktefolgen {c,} und 
{d,} (n=1,2,... ad inf.), so daB c, und d, in B, liegen und so dab 
gilt: c= lime,, d=limd,. Bezeichnet r, den in B, enthaltenen Mittel- 


n=a 
punkt von c, und d,, so besitzt die Menge dieser Punkte r, wegen der 
Kompaktizitét des Raumes einen Haufungspunkt r. Dieser Punkt r mu8 
in B liegen und wegen der Stetigkeit der Metrik Mittelpunkt von ¢ und 
d sein. Wir leiten nun einen Widerspruch her aus der Annahme, daB die 
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Menge B zu ihren zwei Punkten c und d zwei verschiedene Mittelpunkte 
s und ¢ enthalt. Da s und ¢ Punkte der Menge B sind und B = lim B, 
ist, so existieren zwei Punktefolgen {s,} und {t,} (n=1, 2,... ad inf.), 
ao daB s, und ¢, auf B, liegen und s=lims, und t=lim#, gilt. Da 
na=o@ n=o 
s und ¢ Mittelpunkte von c und d sind, mu8 wegen der Stetigkeit der 
Metrik im rie lim oo 1 gelten. Bezeichnet r, den auf B, ge- 
legenen Mittelpunkt von c, und d,, so ist demnach wegen der Stetigkeit 
der Metrik lims,r,=limt,r,—0, und dies ist wegen s+¢ ein 
n=@ n=@o 
Widerspruch. — Endlich sind die Punkte von B durchwegs Zwischen- 
punkte von a und 6. Als abgeschlossene, aus Zwischenpunkten von a 
und 5 bestehende Menge, die zu je zweien ihrer Punkte genau einen 
Mittelpunkt enthilt, ist die Menge B ein geodatischer Bogen zwischen a 
und b, wie behauptet. Ist a = b, so ist lima,b,—0, und die Menge B 
besteht aus dem Punkte a. 


Der Begriff des geoditischen Bogens ist keineswegs nur fiir konvexe metrische 
Riume definierbar. In jedem metrischen Raum kann man einen Bogen zwischen den 
Punkten 2 und b, dessen Linge von der Lange keines die Punkte a und b ver- 
bindenden Bogens unterschritten wird, als geoddtischen Bogen bezeichnen. Allerdings 
existieren nicht in jedem metrischen Raum geoditische Bogen, da ja selbst ein kom- 
pakter zusammenhingender Raum nicht einmal Bégen, geschweige denn Bégen von 
endlicher Lange enthalten mu. In einer der folgenden Untersuchungen iiber all- 
gemeine Metrik, welche von der Geodisie metrischer Riume handeln wird, werden 
wir gelegentlich der Untersuchung dieser geoditischen Linien auch gewisse Bégen von 
unendlicher Lénge, nimlich solche, die Limes von geoditischen Bégen endlicher Lange 
sind, als geoditisch bezeichnen. Die konvexen Raéume sind unter den metrischen Riumen 
dadurch charakterisiert, daB in ihnen zu je zwei Punkten ein dieselben verbindender 
geoditischer Bogen existiert, dessen Linge gleich dem Abstand seiner Endpunkte ist. 

Wir wollen nun die allgemeinen geoditischen Bégeu noch kurz einordnen unter 
die Extremalen hinsichtlich gewisser Variationsprobleme in allgemeinen metrischen Raiumen, 
Es sei in einem metrischen Raum eine nicht-negative Funktion definiert, welche jedem 
Punkt p des Raumes eine nicht-negative Zahl f(p) zuordnet. Es sei B ein Teilbogen 
des Raumes und M eine endliche Teilmenge von B. Es seien a, @,,...,@, die 
Punkte von M (unter denen auch die Endpunkte von B vorkommen kénnen), und 
zwar so geordnet, wie sie bei einer Durchlaufung des Bogens (etwa in der Richtung 
von a nach b) angetroffen werden. Ist p, irgendein Punkt des durch a,_, und a, 
bestimmten Teilbogens von B, so setzen wir die obere Schranke aller Zahlen 


s f (p:)-4;-,4,, welche durch verschiedene Wahlen der Punkte p, erhalten werden 
i=1 


kénnen, =J(f,M,). Die obere Schranke aller Zahlen J(f,M,), wenn M die ver- 
schiedenen endlichen Teilmengen von B durchliuft, nennen wir das Kurvenintegral 
von { lings dem Bogen B und bezeichnen diese Zahl mit J(f,B). Ist Bein a und b 
verbindender Bogen, so daB J(f,B) endlich ist und fiir jeden a und b verbindenden 
Bogen B’ die Beziehung gilt J(f,B)< J(f,B’), dann nennen wir B einen Minimal- 
bogen hinsichtlich der Funktion f. Die geoditischen Bégen eines metrischen Raumes 
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sind dann offenbar die Minimalbégen des Raumes hinsichtlich der Funktion f = 1 
(oder, was dasselbe ist, hinsichtlich der Funktion f = konst.). 

Der Satz von der Abgeschlossenheit des Systems aller geoditischen Bégen ordnet 
sich dann in folgenden Satz ein, den wir hier ohne seinen einfachen Beweis anfiihren: 


Voraussetzung. Es sei A ein metrischer Raum von folgender Art: Zu jedem «>0 
existiert ein 5>0, so daf je zwei Punkte des Raumes, deren Abstand <6 ist, durch einen 
Teilbogen von A, dessen Liinge <« ist, verbindbar sind. Es sei in A eine beschriinkte 
gleichmaig stetige Funktion f definiert. — Behauptung. Sind die Bogen B, zwischen 
den Punkten a, nnd b, Minimalbigen hinsichtlich f, und ist der Bogen B zwischen 
a=lima, und b=limb, gleich dem Limes der Bogenfolge {B,}, dann ist auch B 
Minimalbogen hinsichtlich f. 

8. Einige Eigenschaften konvexer Raiume und Mengen. 

In einem euklidischen Raum fallt fiir je zwei verschiedene Punkte a 
und 6 die Menge Z(a, 6) aller Zwischenpunkte von a und 5b mit der 
durch a und b bestimmien Strecke zusammen. Denn fiir jeden Punkt c 
dieser Strecke gilt ac+cb—ab, und fiir jeden Punkt auBerhalb der 
Strecke gilt ac-+cb> ab. Eine abgeschlossene Menge A eines euklidischen 
Raumes ist, in sich betrachtet, ein vollsténdiger metrischer Raum. Ist 
eine abgeschlossene Teilmenge A eines euklidischen Raumes in sich be- 
trachtet ein konvexer Raum, so enthilt sie zu je zweien ihrer Punkte 
einen sie verbindenden Bogen, bestehend aus Zwischenpunkten von a und 
b, also enthalt sie die durch a und b bestimmte Strecke, da ein anderer 
aus Zwischenpunkten von a und b bestehender Bogen nicht existiert. 
Die Menge A ist also eine konvexe Menge im klassischen Sinn. Da8 um- 
gekehrt jede im klassischen Sinn konvexe abgeschlossene Teilmenge eines 
euklidischen Raumes, in sich betrachtet, ein vollstaindiger, im Sinn unserer 
Definition konvexer Raum ist, wurde bereits im Abschnitt 3 erwihnt. 
Wir sehen also: Unter den abgeschlossenen Teilmengen euklidischer Raume 
sind die im klassischen Sinn konvexen Mengen und nur diese, in sich 
betrachtet, konvere Raume im Sinne unserer Definition. 

Aus den bewiesenen Sitzen iiber geoditische Bogen in konvexen 
Riumen ergeben sich auch unmittelbar einige topologische Eigenschaften 
konvexer metrischer Riume. Zu je zweien seiner Punkte enthilt ein voll- 
stindiger konvexer Raum einen sie verbindenden Bogen. Eine Menge, die zu 
je zwei Punkten einen sie verbindenden Teilbogen enthalt, und daher ins- 
besondere zusammenhdngend ist, hei®t ein Semikontinuum. Ein konvexer 
volistindiger Raum enthalt zu je zweien seiner Punkte « und Bb einen 
Bogen, der eine Lange und folglich auch einen Durchmesser gleich dem 
Abstand ab hat. Hinreichend benachbarte Punkte des Raumes sind also 
durch beliebig kurze Bogen verbindbar, d. h. der Raum ist zusammen- 
hdngend im kleinen, und mithin, falls er kompakt ist, nach dem Theorem 
von Hahn und Mazurkiewicz stetig durchlaufbar. 
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Sind a und b zwei Punkte eines vollstandigen konvexen Raumes und 
p und gq zwei Zwischenpunkte von a und 5, so enthilt die Menge Z(a, b) 
aller Zwischenpunkte von a und b einen Teilbogen zwischen p und a und 
einen Teilbogen zwischen g und a, also einen Teilbogen zwischen p und q. 
Die Menge Z (a, b) ist also ein Semikontinuum, demnach, da sie abgeschlossen 
ist (Eigenschaft 4 der Zwischenbeziehung), falls der Raum kompakt ist, ein 
Kontinuum, d.h. eine kompakte zusammenhangende Menge. 

Dieses Kontinuum ist nicht notwendig zusammenhangend im kleinen, 
wie man an folgendem einfachen Beispiel sieht. Man betrachte eine Halb- 
kugel S vom Durchmesser 1, begrenzt durch den Kreis K. Es seien a 
und 6 zwei gegeniiberliegende Punkte von K. Es sei ferner {H,} 
(n=1, 2,... ad inf.) eine Folge von Halbkreisen unserer Halbkugel, 
welche durch die Punkte a und b gehen und gegen den einen der beiden 
durch a und b bestimmten Halbkreise von K — derselbe heiBe H — kon- 
vergieren. Man wahle nun auf H eine abzahlbare, in H iiberall dicht 
liegende Menge von Punkten und ordne dieselbe in eine Folge {p,} 
(k=1, 2,... ad inf.). Wir betrachten fiir jedes & den auf S gelegenen, 
zu K senkrechten Halbkreis durch den Punkt p,; und wir nennen 
F, den Abschnitt dieses Halbkreises, welcher den Punkt p, enthalt und 


eine Bogenlinge = . hat. Wir legen nun das (im kleinen zusammen- 
haingende) Kontinuum 


R=H+ SH,+ SF, 


als Raum zugrunde und setzen als Abstand je zweier Punkte p und q 
von RF die in Bogenma8 gemessene Linge des kiirzesten p und q ver- 
bindenden Teilbogens von R fest. Man bestitigt ohne weiteres, daB diese 
Definition den Forderungen an den Abstandsbegriff geniigt, da8 insbesondere 
die Dreiecksungleichung erfiillt ist. Weiters ist der so definierte metrische 
Raum FR konvex; denn je zwei Punkte p und g sind durch einen Teil- 
bogen des Raumes von kiirzester Lange verbunden und jeder Punkt eines 
solchen geoditischen Bogens zwischen p und q ist Zwischenpunkt von p 
und g. — Betrachten wir nun die bei der Konstruktion von R erwahnten 
Punkte a und b und die Menge Z(a, 6), bestehend aus a, b und allen 
Zwischenpunkten von a und b. Offenbar ist H und jeder der Bégen H, 
Teil von Z(a,b). Sei nun p ein Punkt des Raumes, welcher weder auf 
H noch auf einem der Bégen H, liegt. Der Punkt p liegt auf einem der 
Bégen F, etwa auf jenem Abschnitt von F,, der zwischen H, und H,,, 
liegt. Es sei etwa der Schnittpunkt g von F, mit H, der von p am 
wenigsten entfernte oder evtl. einer der beiden von p am wenigsten ent- | 


fernten Schnittpunkte von F, mit der Menge S4,. Der kiirzeste Bogen 


zwischen p und a besteht offenbar aus dem swisched p und g gelegenen 
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Abschnitt von F, und dem zwischen g und a gelegenen Abschnitt von H,. 
Der kiirzeste Bogen zwischen p und 6 besteht aus dem zwischen p und 
q gelegenen Abschnitt von F, und dem zwischen g und b gelegenen Ab- 
schnitt von H,. Es ist also ap-+ pb gleich der doppelten Linge des 
zwischen p und q gelegenen Abschnittes von F, plus der Lange von H,; 
mithin ist ap + pb >ab, da ab gleich der Lange von 4, ist. Liegt der 
Punkt p weder in H noch in einer der Mengen H,, so ist also p kein 
Zwischenpunkt von a und b. Mithin ist Z(a,b)=—H+ DH,. Diese 


n=1 
Menge ist aber nicht zusammenhingend im kleinen. 


Dagegen ist in einem konvexen vollstiéndigen Raum eine Menge Z (a, b) 
offenbar stets in den Punkten a und 6 zusammenhingend im kleinen. 
Zusammenfassend kénnen wir also sagen: 

Ein vollstandiger konvexer Raum ist einim kleinen zusammenhdangendes 
Semikontinuum. Fiir je zwei Punkte a und b eines vollstandigen konvexen 
Raumes ist die Menge Z(a,b), bestehend aus a,b und allen Zwischen- 
punkten von a und b, ein Semikontinuum, welches in den Punkten a und b 
aber sonst nicht notwendig zusammenhdngend im kleinen ist. 


9. Uber Konvexifizierbarkeit. 

L sei eine vorgegebene Limesklasse, d. h. eine Menge, fiir deren Ele- 
mente ein den gewdhnlichen Limeseigenschaften geniigender Limes definiert 
sei. Wir nennen L konvexifizierbar, wenn es méglich ist, je zwei Punkten 
a und b von L einen Abstand ab zuzuordnen, so daB 1. ab=ba> 0 
fir a+b und ab=0 fir a=b ist, daB 2. fiir je drei Punkte a, b,c 
die Dreiecksungleichung ab + bc > Ge erfiillt ist, daB 3. fiir die Punkte- 
folge {a,} (n=1,2,... ad inf.) und den Punkt a lima,a@=0 dann 

a=@ 


und nur dann gilt, wenn lima,—a gilt, und daB 4. der aus L so ent- 
n=@ 


stehende metrische Raum konvex ist. Wir beweisen nun: 

Es sei R ein kompakter metrischer Raum, in dem je zwei Punkte 
durch einen Bogen von endlicher Lange verbunden sind, und von der Art, 
dag zu jedem e>0 ein 5>0 existiert, so daB je zwei Punkte, deren 
Abstand <6 ist, durch einen Bogen von einer Lange <e verbindbar 
sind. Dann ist der Raum R konvezifizierbar. 

Der Raum R ist als metrischer Raum eine Limesklasse. Wir ordnen 
je zwei Punkten a und 6} des Raumes die untere Schranke von den Langen 
aller a und 5 verbindenden Bégen zu und bezeichnen diese Zahl mit ab. 
Wir zeigen nun, da& R durch diese Zahlen ab konvexifiziert wird. 

1. Es ist offenbar ab =ba>0 fiir a+b und ab=0 fiir a=b. 

2. Fiir je drei Punkte a,b,c des Raumes gilt ab+bc>ae. An- 
genommen namlich, es ware fiir drei Punkte ab + bec =ae— r(r>0). 
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Dann existierte ein Bogen B’ zwischen a und b und ein Bogen B” zwischen 
b und c, so daB die Summe der Langen von B’ und B” <G@e wire. 
Die Summe der Bégen B’ und B” enthielte aber einen a und b ver- 
bindenden Bogen. Seine Lange wire a fortiori <@¢. Dies widerspriche 
aber der Definition der Zahl ac. Damit ist die Annahme von der Un- 
giltigkeit der Dreiecksungleichung ad absurdum gefiihrt. 

3. Ist {a,} (n=1,2,... ad inf.) eine Punktfolge von R, welche 


gegen den Punkt a konvergiert, fiir welche also lima,a=0 gilt, dann 
n=@ 
gilt auch lima,a@—0O und umgekehrt. Wir setzen erstens voraus, es sei 


lim a,a@=0. Wir geben eine Zahl e >0 vor und haben zu zeigen, daB 


fiir fast alle n a@,a@<e gilt. Nach der Voraussetzung iiber den Raum 
existiert ein 6>0, so daB fir a,a<6 @,a<e gilt. Wegen lima,a=0 


ist fiir fast alle n a,a< 6. Mithin sind fiir jedes vorgegebene « > 0 fast 
alle a,a@ <4, und es gilt also lima,a=0. Ist zwettens lima,a =0, 


a=@ 
so gilt a fortiori lima,a—0, denn es ist 0S a,a<a,a. 

4. Der durch die Zahlen ab definierte metrische Raum ist konvex. 
Wir beweisen dies, indem wir zwei beliebige Punkte a und b des Raumes 
vorgeben und die Existenz eines Punktes ¢ nachweisen, so daB a¢ = be =}ab 
ist. Wenn R einen Bogen zwischen a und b enthalt, dessen Linge = ab ist, 
dann erfiillt der Punkt c, welcher auf diesem Bogen in der Mitte zwischen a 
und 6 liegt, offenbar diese Bedingung. Man kann nun zeigen, da8 in einem 
unsere Bedingungen erfiillenden metrischen Raum R zu je zwei Punkten 
a und 6 ein Bogen von der Lange ab (d. i. ein Bogen, dessen Lange von 
der Lange keines a und } verbindenden Bogens unterschritten wird, also 
ein in diesem Sinn geoditischer Bogen) tatsachlich existiert. Wir kénnen 
unsere Behauptung von der Existenz eines Punktes c aber auch direkt 
nachweisen. Jedenfalls existiert ja zu den Punkten a und 6 ein Folge { B, } 
von Bégen, deren Liangen gegen ab konvergieren. Nennen wir r, jenen 
Punkt von B,, fiir welchen die Lange des Teilbogens zwischen a und r, 
gleich der Lange des Teilbogens zwischen r, und b ist. Wegen der Kom- 
paktizitét des Raumes existiert ein Haufungspunkt r dieser Punkte r,. 
Wir zeigen nun, daB ar =br—=4ab gilt. Wir beweisen die Beziehung 
ar =iab. Angenommen erstens, es sei Gr =}ab+d (d>0). Nach 
unserer Voraussetzung iiber den Raum liegen fast alle Punkte r, so nahe 


an dem Punkt r, daB rar << ist. Wir wahlen unter diesen Punkten r, 
einen, welcher iiberdies so nahe an r liegt, daB die Lange des zwischen 

‘ —= 7 ere d 
a und r, gelegenen Teilbogens von B, < 5ab +4 ist. Wegen rar <Z 
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existiert ein Bogen B’ zwischen r, und r, dessen Lange << ist. Die 
Summe von B’ und dem zwischen a und r, gelegenen Teilbogen von B, 
enthalt einen Teilbogen zwischen a und r, dessen Lange < Sab +¢ ist, 


was der Voraussetzung ar = 3ab +d widersprechen wiirde. Damit ist die 
Beziehung ay > }ab ad absurdum gefiihrt. — Angenommen zwettens, es 


sei aF—}ab—d (d>0). Fir fast alle n wire 7,7 < und die Lange 


von BL < ab + .- Fiir hinreichend groBe n existierte also ein Bogen B, 


zwischen r und r, von einer Lange << und wire die Lange des zwischen 
r, und b gelegenen Teilbogens von B, < jab + -. Ware ar = 5ab —d, 


so existierte ein Bogen B zwischen a und r von einer Lange < 4ab — 2d. 
Fiir hinreichend groBes n wiirde die Summe der Bégen B, B;, B, einen Bogen 


zwischen a und b enthalten, von einer Lange < sab _ ad +2 a“ ab + s 


<ab— .- Dies widersprache der Definition von ab. Damit ist auch die 


Beziehung @r <}ab ad absurdum gefiihrt. Es ist also arab und 
ebenso beweist man br =3ab. Der Punkt r ist mithin ein Mittelpunkt von 
a und b und der Raum R ist konvex. Damit ist unser Satz bewiesen. 

Der eben bewiesene Satz lehrt, da® fiir die Konvexifizierung eines 
kompakten Raumes R hinreichend sei, daB je zwei Punkte von R durch 
einen Bogen von endlicher Lange und hinreichend benachbarte Punkte 
durch Bégen von beliebig kleiner Lange verbunden sind. Diese Eigenschaft 
ist sehr verwandt dem Zusammenhang im kleinen. Ein kompakter Raum 
hei®t ja nach Hahn zusammenhingend im kleinen, wenn hinreichend be- 
nachbarte Punkte des Raumes durch Bégen von beliebig kleinem Durch- 
messer verbunden sind. Es ergibt sich die Frage, ob nicht bereits der 
Zusammenhang im kleinen, welcher wesentlich schwacher als die von uns 
beniitzte Eigenschaft ist, fiir die Konvexifizierbarkeit eines kompakten 
Raumes hinreichend sei. (Dieses Problem ist auf Grund des Bewiesenen 
offenbar aquivalent mit der Frage, ob sich jeder im kleinen zusammen- 
hangende metrische Raum so ummetrisieren lat, daB je zwei hinreichend 
benachbarte Punkte des Raumes durch einen Bogen verbunden sind, von 
dem nicht nur der Durchmesser, sondern die Linge unter einem vor- 
geschriebenen Wert liegt.) Das Problem ist aus folgendem Grund von 
Interesse. Wir haben oben nachgewiesen, da jeder kompakte konvexe 
Raum zusammenhangend im kleinen ist. Es ist also auch jeder kompakte 
konvexifizierbare Raum zusammenhangend im kleinen. Wenn die Antwort 
auf das angegebene Problem positiv lautet, so wire also Zusammenhang im 
kleinen eines kompakten Raumes (oder was nach Hahn und Mazurkiewicz 
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gleichbedeutend ist, stetige Durchlaufbarkeit) fiir die Konvexifizierbarkeit 
notwendig und hinreichend. Hs waren Konvexifizierbarkeit und Zusammen- 
hang im kleinen identisch und es ware damit wohl einer der merkwiir- 
digsten Zusammenhiange der mengentheoretischen Geometrie hergestellt. 
Wenn aber die Antwort auf die angefiihrte Frage negativ lauten sollte, 
wenn es also im kleinen zusammenhangende, aber nicht konvexifizierbare 
kompakte Raume geben sollte, dann ist zu vermuten, daB die Konvexi- 
fizierbarkeit eine Verscharfung des Begriffes vom Zusammenhang im kleinen 
darstellt, die auch topologisch von Interesse ist. 


10. Uber metrisch-singulire Punkte und ihre Verteilung. 


In einem metrischen Raum, in dem geodiatische Bégen definiert sind, 
ist es méglich, die metrischen Eigenschaften der Punkte, insbesondere jener 
Punkte, welche in metrischer Hinsicht gewisse Singularitaten aufweisen, 
naher zu beschreiben. Liegt ein Punkt p und ein in p endender geo- 
ditischer Bogen B vor, dann kann es sein, da8 sich B iiber p hinaus 
geodatisch fortsetzen \aBt, in dem Sinn, daB ein in p endender geodatischer 
Bogen B’ existiert, so daB die Summe von B’ und einem in p endenden 
Segment von B ein zwischen seinen Endpunkten geodatischer Bogen ist. 
In konvexen Raumen hiangen die diesbeziiglichen Verhaltnisse, wie ja die 
gesamte Geodasie, mit den gegenseitigen Verhaltnissen der Zwischenpunkte 
zusammen. Beispielsweise 148t sich ein im Punkt p eines konvexen Raumes 
endender geoditischer Bogen B dann und nur dann im angefiihrten Sinn 
iiber p hinaus geoditisch fortsetzen, wenn ein Punkt qg existiert, so daB 
p Zwischenpunkt von g und einem Punkt von B ist. Wir beweisen zu- 
nachst einen Satz iiber die Verteilung von gewissen Zwischensingularitaten 
in beliebigen metrischen Raumen. Aus diesem Satz wird sich die Ver- 
teilung der metrischen Singularitéten konvexer Raiume ergeben. 


Es sei R ein metrischer Raum. Zu je zwei Punkten a und b von R ist 

1. die Menge Z(a,b), bestehend aus a,b und allen Zwischenpunkten 
von a und b abgeschlossen; 

2. die Menge Z[b; a], bestehend aus b und allen Punkten c, so daB 
b zwischen a und c liegt und ebenso die entsprechende Menge Z{a; 6) 
abgeschlossen ; 

3. die durch a und b bestimmte ,,Geradenmenge“ G(a, b), bestehend 
aus a,b und allen Punkten c, so dag einer der drei Punkte a, b,c 
Zwischenpunkt der beiden anderen ist, abgeschlossen. 

Ist R ein kompakter metrischer Raum, so ist 


4. die Menge aller Punkte, die Zwischenpunkte von irgend zwei Punkten 
des Raumes sind, ein F,, d. h. Summe von abzdhibar vielen abgeschlossenen 
7* 
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Mengen; und es ist die Menge aller Punkte, die Zwischenpunkte von 
keinem Punktepaar des Raumes sind, ein G,, d.h. Produkt von abzdhibar 
vielen offenen Mengen; 


5. zu jedem gegebenen Punkt p des Raumes die Menge aller Punkte q, 
die zwischen p und irgendeinem Punkt des Raumes liegen und ebenso die 
Menge aller Punkte q, so daB p zwischen q und irgendeinem Punkt des 
Raumes liegt, ein F,. 

Die erste Behauptung wurde im Abschnitt 2 als Eigenschaft 4 der 
Zwischenbeziehung bewiesen. In analoger Weise ergeben sich aus der Stetig- 
keit der Metrik die Behauptungen 2. Die in der Behauptung 3 definierte 
Geradenmenge G(a,6) ist Summe Z(a,6b), Z[{a;b] und Z[b; a], also 
abgeschlossen. 

Es sei nun R ein kompakter Raum. Wir betrachten fiir eine natiir- 
liche Zahl n die Menge M, aller Punkte p von folgender Eigenschaft: Es 


existieren zwei Punkte a, und b,, deren Abstand >- ist und von denen 


p Zwischenpunkt ist. Wir behaupten, die Menge M, sei abgeschlossen. 
Sei némlich p ein Haufungspunkt von M,. Es existiert also eine gegen p 
konvergente Folge {p,} (k= 1, 2,... ad inf.) von Punkten der Menge M,. 


Es seien a, und b, Punkte in Abstinden >= voneinander, so daB p, 


Zwischenpunkt von a, und b, ist. Wegen der vorausgesetzten Kompak- 

tizitat des Raumes existiert ein Punktepaar a,b, so daB fiir eine Teil- 

folge {a;,} bzw. {b;,} von {a,} baw. {b,} a=lim a; und b= lim b;, 
k=@ r=@ 


gilt. Wegen der Stetigkeit der Metrik folgt aus der Voraussetzung 
ai, bi, >—~ (k=1,2,...ad inf), daB ab>~ gilt. Wegen der Stetigkeit 


= @ 
der Metrik folgt weiter aus der Giiltigkeit der Beziehungen a;, p;, + 9, 5;, 
=a;,b;, (k=1,2,... ad inf.) die Beziehung ap+pb=ab. Es ist 
also p Zwischenpunkt von a und 6 und mithin Punkt der Menge M,. 
Fiir jede natiirliche Zahl n ist also die Menge M, abgeschlossen. Jeder 
Punkt, welcher Zwischenpunkt von zwei Punkten des Raumes ist, ist 
Zwischenpunkt von zwei Punkten, die irgendeinen nicht-verschwindenden 
Abstand voneinander haben, ist also fiir irgendeine natiirliche Zahl n 
Punkt der Menge M,. Die Menge aller Punkte, welche Zwischenpunkte 
von irgend zwei Punkten des Raumes sind, ist also identisch mit der 
Summe der abzahlbar vielen Mengen M,, deren jede abgeschlossen ist, ist 
also ein F,. Die Menge aller Punkte, welche Zwischenpunkte von keinem 
Punktepaar des Raumes sind, ist das Komplement der Menge » M,,, also 


n-1 
Produkt von abziahlbar vielen offenen Mengen. Damit ist die Behauptung 4 


bewiesen. 
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Analog beweist man die Behauptung 5. Es sei ein Punkt p und eine 
natiirliche Zahl nm vorgegeben. Die Menge M,(p) aller Punkte g des 


Raumes, fiir die ein Punkt r in einem Abstand >+ von p existiert, so 


da8 q zwischen r und p liegt, ist wegen der Komovaktizitit des Raumes 
und der Stetigkeit der Metrik abgeschlossen, woraus so wie beim Beweis 
der Behauptung 4 folgt, daB die Menge aller Punkte g, die zwischen p 
und irgendeinem Punkt des Raumes liegen, ein F, ist. 


Damit ist unser Satz bewiesen. Wir wenden ihn nun auf die kon- 
vexen Raume an. 


Je zwei Punkte a und b eines vollstdndigen konvexen Raumes be- 
stimmen eine Geradenmenge G (a, b), welche ein Semikontinuum ist. Die Ab- 
geschlossenheit der Menge G (a, b) gilt, wie wir sahen, fiir beliebige metrische 
Raume. DaB die Menge Z(a, b) in einem vollstaindigen konvexen Raum 
auch ein Semikontinuum ist, wurde oben bereits bewiesen. Es ist noch zu 
zeigen, da®B fiir je zwei Punkte @ und 6 eines vollstandigen konvexen 
Raumes die Menge Z[{a; 6], bestehend aus a und allen Punkten c, so 
daB a zwischen b und ¢ liegt, ein Semikontinuum ist. Es sei ¢ ein von a 
verschiedener Punkt der Menge Z[a;b]. Da der Raum vollstindig und 
konvex ist, enthilt er einen ¢ und a verbindenden Teilbogen, bestehend 
aus Zwischenpunkten von a und c. Ist d Zwischenpunkt von a und c¢, 
so ist, da ¢ Punkt von Z[a; b] ist und daher a zwischen b und c liegt, 
a auch Zwischenpunkt von 6b und d. Der aus Zwischenpunkten von a 
und ¢ bestehende Bogen zwischen a und ¢ enthilt also nur Punkte der 
Menge Z[{a;b]. Die Menge Z[a; 6] enthalt demnach zu jedem ihrer 
Punkte einen ihn mit a verbindenden Teilbogen und daher zu je zweien 
ihrer Punkte einen sie verbindenden Bogen und ist also ein Semikontinuum. 
Die Abgeschlossenheit der Menge Z[a;b] wurde fiir beliebige metrische 
Raume nachgewiesen. Es ist also in einem vollstandigen konvexen Raum 
die Menge Z[a;b] und ebenso natiirlich die Menge Z[b; a] ein Semi- 
kontinuum. Die Menge Z(a;b) hat mit der Menge Z[a;6] den 
Punkt a, mit der Menge Z[ba] den Punkt 5. gemein. Also ist die 
Menge G(a,b) als Summe dieser drei Semikontinua ein Semikontinuum, 
wie behauptet. 

Ist in einem vollstaindigen konvexen Raum der Punkt p Zwischen- 
punkt der Punkte a und 6, dann und nur dann JaSt sich der p und a 
verbindende geoditische Bogen iiber p hinavs nach 6 fortsetzen. In einem 
kompakten Raum existiert zu jedem vom Punkt a ausgehenden Bogen B 
ein extremer Punkt e(B,a), iiber den hinaus sich der Bogen B von a aus 
nicht fortsetzen la8t. Dieser Punkt e(B,a) ist offenbar extremer Punkt 
fiir alle geoditischen Bégen, welche ihn mit a verbinden. 
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Betrachten wir einen Punkt p und alle von p ausgehenden geoditischen 
Bégen! Auf jedem der Bégen existiert ein hinsichtlich p extremer Punkt. 
Die Menge aller dieser hinsichtlich p extremen Punkte bezeichnen wir als 
die zum Punkt p gehérige Schale des Raumes. Diese Menge ist offenbar 
identisch mit der Menge aller Punkte g, zu denen kein Punkt r existiert, 
so da8 g zwischen p und r liegt. Nun haben wir oben als Behauptung 5 
iiber die Verteilung metrischer Singularitéten nachgewiesen, da8 fiir jeden 
Punkt p die Menge aller Punkte, die zwischen p und irgendeinem Punkt 
des Raumes liegen, ein F, ist. Die zum Punkt p gehérige Schale des 
Raumes ist offenbar das Komplement dieser Menge und daher ein G;. 
Es ist also fiir jeden Punkt eines kompakten konvexen Raumes die zu 
thm gehorige Schale ein G,, welches iibrigens, wie wir nun an einem ein- 
fachen Beispiele zeigen wollen, nicht abgeschlossen sein muf. 

Im R, sei K eine den Nullpunkt enthaltende und in der X Y-Ebene 
gelegene Kreislinie. Wir bezeichnen als Raum die Summe der beiden 
schiefen Kegel, welche durch K und die beiden Punkte mit den Koordi- 
naten x = y= 0, z= +1 bestimmt werden. Als Abstand je zweier Punkte 
dieses Raumes setzen wir den euklidischen Abstand der betreffenden Punkte 
fest. Die zum Punkt x= y=0, z=1 gehdrige Schale des Raumes be- 
steht offenbar aus dem Mantel des den Punkt nicht enthaltenden Kegels, 
ausgenommen die auf der Z-Achse gelegenen Punkte dieses Mantels, aber 
inklusive den Punkt «= y= 0, z= —1. Diese Menge ist offenbar nicht 
abgeschlossen. In dem betrachteten Raum ist iibrigens auch die Menge 
aller Punkte, die auf der zu irgendeinem Punkt des Raumes gehdérigen 
Schale liegen (die Menge aller Punkte, die Extrempunkte irgendeines in 
ihnen endenden Bogens sind), nicht abgeschlossen. Denn diese Menge be- 
steht aus den Minteln der beiden schiefen Kegel, ausgenommen die auf 
der Z-Achse gelegenen Zwischenpunkte der beiden Kegelspitzen. 

Ist e(B,a) Extrempunkt des Bogens B hinsichtlich des Punktes a, 
so kann der Fall eintreten, daB ein in e(B,a) endendes Segment des 
Bogens B sich iiber den Punkt e(B, a) hinaus geoditisch fortsetzen laBt. 
Betrachten wir beispielsweise eine Kreislinie mit Bogenma8 und einen 
Punkt p der Kreislinie, so 1a8t sich jeder Bogen zwischen p und q iiber q 
hinaus bis zu dem p gegeniiberliegenden Punkt p’, aber nicht weiter, geo- 
ditisch fortsetzen. Hingegen lat sich jedes in g endende Segment dieses 
Bogens iiber p’ hinaus fortsetzen. Wenn der Punkt e(B,a) extremer Punkt 
hinsichtlich aller Punkte des Bogens B ist, dann nennen wir ihn einen 
Extrempunkt von B schlechthin. 

Jene Punkte des Raumes, welche fiir alle in ihnen endende Bogen 
Extrempunkte sind, nennen wir die Fluchtpunkte des Raumes. Die Flucht- 
punkte eines konvexen Raumes sind offenbar identisch mit jenen Punkten, 
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die von keinem Punktepaar des Raumes Zwischenpunkte sind. Die Punkte 
des Raumes, welche nicht Fluchtpunkte sind, welche also zwischen zwei 
Punkten des Raumes und daher im Innern eines geoditischen Bogens liegen, 
nennen wir Durchgangspunkte. Nach der Behauptung 4 iiber die Verteilung 
von metrischen Singularititen ist die Menge der Fluchtpunkte eines kom- 
pakten konvexen Raumes ein G,, die Menge der Durchgangspunkte ein F,. 

In einem vollstindigen konvexen Raum ist die Menge aller Durch- 
gangspunkte ein im kleinen zusammenhdngendes, konvexes und im Raume 
tiberall dicht liegendes Semikontinuum. Es seien p und g zwei Durch- 
gangspunkte eines vollstindigen konvexen Raumes. Der Raum enthilt 
einen geodatischen Bogen zwischen p und gq, dessen Linge gleich dem Ab- 
stand pq ist. Jeder innere Punkt dieses Bogens ist offenbar ein Durch- 
gangspunkt. Die Menge aller Durchgangspunkte enthalt also zu je zweien 
ihrer Punkte einen sie verbindenden Bogen, ist mithin ein Semikontinuum. 
Sie enthalt zu hinreichend benachbarten Punkten beliebig kurze Bégen, 
ist also zusammenhingend im kleinen; sie ist konvex, weil sie zu je 
zweien ihrer Punkte einen sie verbindenden geoditischen Bogen enthilt. 
Ist p irgendein Punkt des Raumes, so gibt es sicher einen in p endenden 
geodiatischen Bogen, dessen simtliche innere Punkte Durchgangspunkte sind. 
Jeder Punkt des Raumes ist also Haufungspunkt von Durchgangspunkten, 
d. h. die Menge aller Durchgangspunkte liegt im Raume dicht. Damit ist 
unser Satz bewiesen. 


Die Menge der Fluchtpunkte des Raumes muB iibrigens weder abgeschlossen 
noch ein F, sein und kann in einem kompakten konvexen Raum unter Umstinden 
ebenfalls dicht liegen. Betrachten wir das Beispiel 8 meiner Grundziige einer Theorie 
der Kurven (Math. Annalen 95, 8S. 285f.). Es beschreibt eine kompakte Kurve, in 
welcher die Endpunkte dicht liegen (wobei ich als Endpunkt eines Kontinuums einen 
Punkt bezeichne, zu dem beliebig kleine Umgebungen existieren, deren Begrenzungen 
genau einen Punkt enthalten). Setzen wir nun in der a.a. 0. beschriebenen Kurve als 
Abstand je zweier Punkte die euklidisch gemessene Linge des kiirzesten die beiden 
Punkte verbinderden Teilbogens dieser Kurve fest, dann wird die erwihnte Kurve ein 
konvexer kompakter Raum. Jeder Endpunkt eines kompakten konvexen Raumes ist 
Fluchtpunkt. Anderseits sieht man sofort, daB in unserem Raum die Endpunkte die 
einzigen Fluchtpunkte sind. Sie bilden eine im Raum iiberall dicht liegende Menge, 
welche ein G3, aber kein F, ist. Es sei hier auf die Analogie hingewiesen, die iiber- 
haupt in metrischen Riumen zwischen Endpunkten und Fluchtpunkten und zwischen 
den Durchgangspunkten und den Punkten héherer Ordnung in vieler Hinsicht besteht. 


11. Uber Riume mit Strecken. 


In euklidischen Raéumen gilt bekanntlich der Satz, da8 der Durcl- 
schnitt zweier (und beliebig vieler) abgeschlossener konvexer Mengen 
konvex ist. Wir untersuchen die diesbeziiglichen Verhiltnisse in allge- 
meinen metrischen Raumen. 
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Damit in einem. volistdndigen metrischen Raum der Durchschnitt 
von je zwei abgeschlossenen konvexen Mengen konvex sei, ist notwendig 
und hinreichend, daB der Raum zu je zweien seiner Punkte héchstens 
einen ste verbindenden geoddtischen Bogen enthdlt. Es seien ersiens K, 
und K, zwei abgeschlossene konvexe Mengen eines Raumes, der zu je 
zweien seiner Punkte héchstens einen sie verbindenden geoditischen Bogen 
enthalt. Es seien p und g irgend zwei Punkte des Durchschnittes K, K,. 
Da p und g in K, liegen und K, konvex und abgeschlossen ist, so ent- 
halt K, wegen der Vollstandigkeit des Raumes nach dem Existenzsatz 
von Abschnitt 6 einen p und gq verbindendena geodiatischen Bogen. Ebenso 
enthalt K, einen p und gq verbindenden geoditischen Bogen, und da der 
Raum nach Voraussetzung mehr als einen geoditischen Bogen zwischen p 
und g nicht enthalt, so miissen diese zwei geodatischen Bogen zwischen p und q 
identisch sein, also im Durchschnitt K, K, liegen. Je zwei Punkte dieses Durch- 
schnittes sind also durch einen geoditischen Teilbogen des Durchschnittes ver- 
bunden, womit die Konvexitat des Durchschnittes bewiesen ist. — Sei zwez- 
tens R ein Raum, der zu zweien seiner Punkte, etwa zu den Pankten p und g 
zwei nicht identische, sie verbindende geodatische Bégen B und B’ enthilt. 
Da B und B’ nicht identisch sind, so enthalt einer der beiden Bégen, etwa 
B, einen Punkt b, welcher nicht in B’ liegt. Da die Endpunkte von B 
und B’ den beiden Bogen gemeinsam sind, ist 6 innerer Punkt von B. 
Bewegt man sich von b lings B nach rechts, so trifit man einen ersten 
Punkt, welcher auch zu B’ gehért — derselbe heiBe f —, und ebenso 
trifft man von } lings B nach links laufend einen ersten Punkt, welcher 
zu B’ gehért, derselbe heiBe g. Es sei B der abgesehen von seinen End- 
punkten zu B’ fremde Abschnitt von B zwischen f und g; und es sei B’ 
der abgesehen von seinen Endpunkten zu B fremde Abschnitt von B’ 
zwischen f und g. Die beiden Bogen B und B’ sind zwischen f und g 
geodatisch, also konvexe Mengen; ihr Durchschnitt ist die aus den Punkten 
fund g bestehende Menge, also nicht konvex. Damit ist unser Satz bewiesen. 

In einem Raum, in dem zu je zwei Punkten genau ein sie verbindender 
geoddtischer Bogen existiert, ist der Durchschnitt von einem beliebigen 
System S von abgeschlossenen konvexen Mengen konvex. Wenn jede Menge 
des Systems S zu je zwei Punkten des Durchschnitts aller Mengen aus S 
den einzigen die beiden Punkte verbindenden geodatischen Bogen enthilt, 
so enthalt dieser Durchschnitt selbst zu je zweien seiner Punkte den sie 
verbindenden geoditischen Bogen und ist daher konvex. 


In ecnem konvexen volistindigen Raum, in dem zu je zwei Punkten 
genau ein sie verbindender geoddtischer Bogen existiert, gibt es zu jeder 
Menge M genau eine konvexe Hiille, d.h. eine kleinste M enthaltende ab- 
geschlossene konvexe Menge. Der Durchschnitt aller M enthaltenden ab- 
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geschlossenen konvexen Mengen ist nimlich nach dem Bewiesenen eine 
abgeschlossene konvexe Menge, welche M enthilt, und offenbar existiert kein 
echter abgeschlossener M enthaltender konvexer Teil dieser Menge’*). 

Existiert in einem konvexen Raum zu je zwei Punkten genau ein sie 
verbindender geodiatischer Bogen, dann nennen wir denselben die durch 
die betreffenden Punkte bestimmte Strecke. Wir geben nun einige Kenn- 
zeichnungen jener konvexen Raume an, in denen je zwei Punkte eine 
Strecke bestimmen. 

Damit in einem volistindigen konvexen Raum je zwei Punkte eine 
Strecke bestimmen, ist notwendig und hinreichend, daB fiir je zwei Punkte 
a und b des Raumes die Menge Z(a,b) ein einfacher Bogen sei, oder, was 
gleichbedeutend ist, daf zu je zwei Punkten genau ein Mittelpunkt existiert. 

Wenn erstens fiir zwei Punkte a und b eines vollstandigen konvexen 
Raumes die Menge Z(a, 6) ein einfacher Bogen ist, dann ist dieser Bogen 
offenbar der einzige geoditische Bogen zwischen den Punkten a und b, 
da ja ein geodatischer Bogen aus Zwischenpunkten seiner Endpunkte be- 
steht. Dann besitzen ferner die Punkts @ und 6 nur einen Mittelpunkt, 
nimlich den auf den Bogen Z(a,6) gelegenen Mittelpunkt, da es ja 
auBerhalb dieses Bogens iiberhaupt keine Zwischenpunkte von a und b 
gibt. Wir nehmen zweitens an, fiir zwei Punkte a und 6 eines vollstian- 
digen konvexen Raumes sei die Menge Z(a, 6) kein einfacher Bogen. 
Jedenfalls existiert ein geoditischer Bogen B zwischen a und b. Aus der 
Annahme folgt, da8 ein nicht in B enthaltener Zwischenpunkt ¢ von a und b 
existiert. Der Punkt ¢ ist sowohl mit a als auch mit 6 durch einen 
geodatischen Bogen verbunden und die Summe dieser beiden geodatischen 
Bégen ist ein geodatischer Bogen B’ zwischen a und b, welcher von B 
verschieden ist, da er den Punkt c enthalt. Aus der Annahme folgt also 
die Existenz von mindestens zwei verschiedenen geoditischen Bogen zwischen 
a und b. — Laufen wir auf dem Bogen B’ von c aus nach rechts, so 
treffen wir auf einen ersten Punkt, der auch zu B gehért, derselbe heiBe f. 
Desgleichen existiert ein erster Punkt g von B auf dem Bogen B’, wenn 
man diesen von c aus nach links durchléuft. Die Punkte f und g sind 
durch zwei bis auf die Endpunkte fremde geoditische Bégen verbunden, 
besitzen also zwei verschiedene Mittelpunkte. Damit ist unsere Behauptung 
in allen Teilen bewiesen. . 

Damit in einem volistindigen konvexren Raum je zwei Punkte eine 
Strecke bestimmen, ist notwendig und hinreichend, da fiir je zwei Punkte 
aund b des Raumes und fiir je zwei verschiedene Zwischenpunkte p 
und q von a und b der Punkt p entweder zwischen a und q oder zwischen 


%*) [Zusatz bei der Korrektur:] Allgemeinere diesbeziigliche Siatze habe ich in 
der Notiz ,Uber konvexe Hiillen“ (Wiener akad. Anz. 1928, Nr. 11) bewiesen. 
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b und q liegt. Die Pedingung ist notwendig. Denn wenn in einem voll- 
stindigen konvexen Raum je zwei Punkte eine Strecke bestimmen, so ist 
fiir je zwei Punkte a und b die Menge Z(a,b) ein geodatischer Bogen 
zwischen a und b und fiir je zwei verschiedene innere Punkte p und g 
eines geoditischen Bogens zwischen a und 6 gilt eine der zwei angefiihrten 
Relationen. — Die Bedingung ist hinreichend. Dazu haben wir zu zeigen: 
Sind a und b zwei Punkte eines vollstindigen konvexen Raumes. so daB 
fiir je zwei verschiedene Zwischenpunkte p und g von a@ und Bb eine der 
beiden angefiihrten Relationen besteht, dann ist die Menge Z(a, b) ein 
Bogen (und mithin der einzige geodiitische Bogen zwischen a und b). 
Jedenfalls existiert, da der Raum vollstandig und konvex ist, ein geo- 
datischer Bogen B zwischen a und b. Angenommen, es existiere ein nicht in B 
enthaltener Zwischenpunkt p von a und b. Es gibt auf B einen einzigen 


Punkt g, so daB iy ot = gilt. Die Punkte p und g waren verschiedene 


Zwischenpunkte von a und 6 und es wire p weder Zwischenpunkt von 
a und qg, noch von 6 und g im Widerspruch gegen die Voraussetzung. 
Damit ist die Behauptung bewiesen, 


12. Uber Riume mit Geraden. 


Der metrische Zwischenbegriff erméglicht nicht nur eine Beschreibung 
metrischer Singularititen, sordern gibt auch Mittel an die Hand, um 
sukzessive von den allgemeinen metrischen Raiumen zu den Raumen der 
Elementargeometrie zu gelangen. Insbesondere das elementargeometrische 
Axicm, daB je zwei verschiedene Punkte eine Gerade bestimmen, erfahrt 
von unseren Gesichtspunkten aus weitgehende Aufspaltungen. Zur Durch- 
fiihrung der diesbeziiglichen Analyse definieren wir zunichst einen Hilfs- 
begriff. 

Wenn von drei nicht durchwegs identischen Punkten a, b,c einer 
entweder mit einem anderen identisch ist oder Zwischenpunkt von den 
beiden anderen ist, dann wollen wir sagen, die Punkte a,b,c liegen auf 
einer Geraden und schreiben hierfiir a,b,c. (In euklidischen Raumen 
liegen drei Punkte im angefiihrten Sinn auf einer Geraden offenbar dann 
und nur dann, wenn sie im gewohnlichen Sinn auf einer Geraden liegen.) 
Unter Zugrundelegung der Symbolik von Abschnitt 2 ist die Relation 
a,b,c aquivalent damit, dai nicht a—b=c gilt und eine der sechs 
Relationen a= b, b=c, a=c, abc, bea, cab erfillt ist. Die Relation 
a, b,c geniigt daher folgenden Pedingungen: 1. Gilt fiir irgend drei Punkte 
@,,4,,@; @,,@,,@,, dann gilt auch a;,, a;, a;,, wenn é,,%,, %, irgendeine 
Permutation der Ziffern 1,2,3 darstellt. 2. Fiir je zwei verschiedene 
Punkte a und b des Raumes gilt a, b, b. 


—— 


eTVo7Tr vw FF" “ 
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Die euklidischen Raume haben folgende fiir ihre Metrik fundamentale 
Eigenschaft: Wenn von irgend vier paarweise verschiedenen Punkten des 
Raumes zwei Tripel auf einer Geraden liegen, dann liegen auch die beiden 
anderen Tripel auf einer Geraden. Die Konsequenzen dieser Eigenschaft 
werden wir am Ende dieses Abschnittes betrachten. Zunachst untersuchen 
wir metrische Raume, welche folgende schwichere (den euklidischen Raumen 
demnach gleichfalls zukommende) Eigenschaft besitzen : 

Drettripeleigenschaft. Wenn von vier paarweise verschiedenen Punkten 
des Raumes drei Tripel auf einer Geraden liegen, dann liegt auch das 
vierte Tripel auf einer Geraden, 

Gehen wir auf die Definition des Begriffes ,drei Punkte liegen 
auf einer Geraden“ zuriick, so besagt die Dreitripeleigenschaft: Sind 


a,b,c,d irgend vier paarweise verschiedene Punkte des Raumes, fiir 
welche 


eine der Relationen J, abc, I, acb, J, bac, 
eine der Relationen JJ, abd, II, adb, Il, bad, 
eine der Relationen JJ, acd, III, adc, III, cad 
gilt, dann gilt , 

eine der Relationen IV, bed, IV, bdc, IV, cbd. 


Nun verifiziert man sofort, daB in einem beliebigen metrischen Raum 
auf Grund der Eigenschaft 3 der Zwischenbeziehung gilt: 


Aus dem Zusammenbestehen von J,, JJ,, Il, folgt IV, 


4 ; : te se 
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Ebenso ergibt sich auf Grund der Eigenschaft 3 der Zwischenbeziehung 
in beliebigen metrischen Raumen als 
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widerspruchsvoll das Zusammenbestehen von J,, JJ,, III, 


» . : » J, Hp, Ml, 
» » » . ie 
x . : » J, H,, Mi, 
» » . » k, ae 
» . » Ip, Ii, Ml, 
. : * » th, th, Mi, 
. . » kL, ih, i 
" " " » I, U1, Hl, 
m . ‘ . 3 ae 
. ‘ ; . 2 me. 


Von den 27 Kombinationen des Zusammenbestehens von einer der Re- 
lationen J;, einer der Relationen J7, und einer der Relationen JI/, bleiben 
also nur vier, in denen die fiir den Raum postulierte Dreitripeleigenschaft 
eine tatsichliche Forderung ausspricht, namlich die Fille, in welchen 
zusammenbesteht 


das Relationentripel «: J,, Il,, Il, 
. . B: Ip, Ig, Il, 
» . y: I,, I, HW, 
» » 8: I,, Il,, Il, 


Wir betrachten zunachst die Tripel «,8,y. Man sieht, daB auf Grund 
der Eigenschaft 3 der Zwischenbeziehung mit dem Relationentripel « die 
Relation JV, unvertriglich ist. Denn aus JV, und JJ, wiirde folgen bac 
im Widerspruch zu J,. Aus analogen Griinden ist JV, mit dem Relationen- 
tripel « unvertraglich und man zeigt ebenso: In beliebigen metrischen 
Raumen ist von den drei Relationen JV, 


mit dem Relationentripel « héchstens JV, vertriglich, 
” ” ” B ” IV, ” 

” ” ” Y ” IV, ” . 
Die Dreitripeleigenschaft des Raumes besagt also, angewendet auf vier 
Punkte, zwischen denen die Relationentripel @ bzw. # bzw. y erfiillt 
sind, da fiir sie IV, bzw. IV, bzw. IV, erfiillt ist. Da die Relationen- 
tripel a, 8, y bei Permutation der Bezeichnung der Punkte a, b,c,d 
identisch sind, besagt also die Dreitripeleigenschaft: Fiir je vier Punkte 

a,b,c,d des Raumes folgt aus abd, acd, bac die Relation bdc. 

Wir zeigen nun: Hin konverer Raum, welcher vier Punkte a, b, c,d 
enthalt, fiir welche die Relationen abd, acd, bac, bdc zusammenbestehen, 
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enthalt auch vier Punkte a’,b’,c’,d’, fiir welche bloB die Relationen 
a’c'd’, b’a'c’, b'd’c’, aber nicht die Relation a’b'd’ gilt. Zunichst folgt 
aus den vorausyesetzten Beziehungen 

ab+bd=ad, ac+cd=ad, ab+ac=be. bd+cd=be 


offenbar: 
ad=bce, ac=bd, ab=cd. 


Da ferner der Raum als konvex vorausgesetzt ist, kénnen wir einen 
Zwischenpunkt von ¢ und d wihlen. Wir bezeichnen denselben mit d’. 
Uberdies setzen wir a’ =a, b’=b, c’=c. Es gilt dann offenbar b’a’c’. 
Ferner ist d’ Zwischenpunkt von ¢ und d, also gilt a’c’d’ und aus ana- 
logen Griinden gilt b’d’c’. Hingegen gilt nicht a'b’d’. Es gilt ja 
b'd' = bd + dd’, a'd'=ad'=ac+cd'=bd+ed’. Daher ist 


a'b’+- b'd'=ab+ bd +-dd’>a'd’=bd+ ed’, 


denn es ist ab=cd>cd’. Es gilt also nicht a'b'd’, womit unsere 
Behauptung bewiesen ist. Aus ihr folgt: 

In einem konvexen Raum, welcher die Dreitripeleigenschaft besitzt, 
existieren keine Punktequadrupel, fiir welche die Relationen abd, acd, bac 
zusammenbestehen. In der Tat, wenn in einem konvexen Raum ein 
Quadrupel existiert, fiir welches diese drei Relationen zusammenbestehen, 
dann existiert ja im Raum auch ein Quadrupel, fiir welches diese Rela- 
tionen zusammenbestehen, ohne da8 abd erfiillt wire, was der Dreitripel- 
relation widersprechen wiirde. — 

Wir betrachten nun vier Punkte, a, b,c, d, fiir welche das Relationen- 
tripel 5 erfiillt ist. Die Dreitripeleigenschaft des Raumes fordert, dab 
fiir die vier Punkte eine der drei Relationen JV,, JV,, IV, gilt. Nun 
wiirde aber aus dem Zusammenbestehen von JV, und J, nach der Eigen- 
schaft 3 der Zwischenbeziehung die Relation acd folgen im Widerspruch 
zu I1J,. Es ist JV, mit dem Zusammenbestehen von J,, JJ,, JJ, unver- 
triiglich und in derselben Weise zeigt man, da die Relationen JV, und JV, 
mit dem Relationentripel 6 unvertriglich sind. In einem Raum, welcher 
die Dreitripeleigenschaft besitzt, kann also ein Punktequadrupel, welches 
die Relationen des Tripels 6 erfiillt, nicht.existieren. Das bisher Bewiesene 
zusammenfassend, kénnen wir sagen: Unter den konvexen Rdumen sind 
jene, welche die Drettripeleigenschaft besitzen, dadurch gekennzeichnet, 
dap sie keine vier Punkte a, b, c,d enthalten, fiir welche, sei es die Re- 
lationen abd, acd, bac, set es die Relationen bac, bad, cad zusammen- 
bestehen, fiir die m. a. W. eines der Relationentripel «, B, y, 6 gilt. 

Es sei nun ein vollstiéndiger konvexer Raum vorgelegt, der vier 
Punkte a, b, c,d enthalt, fiir welche die Relationen abd, acd, bac zu- 
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sammenbestehen. Wir betrachten geoditische Bogen B,,, B,,, B,,, B.4 
zwischen bzw. a und 6b, aundc, bundd, cundd. Da sowohl dals auch c 
Zwischenpunkt von a und d ist, ist sowohl B,,+B,, als auch 
B,,+ B,, ein geoditischer Bogen zwischen a und d. Wir nennen B den 
ersteren, B’ den letzteren dieser beiden geodatischen Bégen zwischen a und d 
und zeigen, daB die beiden nicht identisch sind. Dazu geniigt es, nachzu- 
weisen, daB der in B’ liegende Punkt ¢ nicht in B enthalten ist. 
Aus bac folgt, daB c+b6 und daBc nicht Punkt von B,, sein kann. 
Der Punkt ¢ kann auch nicht in B,, liegen, denn aus bed und abd wiirde 
folgen abc, wahrend doch bac vorausgesetzt ist. Es ist also ¢ nicht 
Punkt von B und mithin B+ B’. Der Raum enthilt also zwei nicht 
identische geoditische Bégen zwischen a und d. Daraus folgt: Wenn in 
einem vollstandigen konvexen Raum je zwei Punkte eine Strecke bestimmen, 
dann enthalt der Raum keine vier Punkte a,b,c,d, fiir welche die Re- 
lationen abd, acd, bac zusammenbestehen, und mithin kein Punkte- 
quadrupel, fiir welches eines der Relationentripel a, B, y gilt. 

Es sei nun ein vollstaéndiger konvexer Raum vorgelegt, der vier Punkte 
a,b,c,d enthalt, fiir welche die Relationen bac, bad, cad zusammen- 
bestehen, vier Punkte also, unter denen einer zwischen je zweien von den 
iibrigen drei liegt. Wir betrachten dann drei geoditische Bogen B,,, 
B,,, B,, zwischen a und bzw. den Punkten b,c,d. Da a Zwischenpunkt 
von 6 und ¢ ist, ist B,,-+ B,, ein geoditischer Bogen zwischen } und c. 
Ebenso ist B,,+ B,, ein geodatischer Bogen zwischen b und d und ist 
B,.+B,, ein geoditischer Bogen zwischen c¢ und d. Die Menge 
D=B,,+8,,+B,, enthailt daher offenbar zu je zweien ihrer Punkte 
einen sie verbindenden geodatischen Bogen, ist also konvex. Die Menge D 
ist Summe von drei Bégen (naémlich von B,,, B,,, B,,), die paarweise 
nur einen allen dreien gemeinsamen Endpunkt (naimlich a) gemein haben. 
Eine derartige Menge wollen wir ein Dretbein nennen (speziell unsere 
Menge D ein Dreibein zwischen b,c,d mit dem Scheitel a). Enthilt 
umgekehrt ein Raum ein konvexes Dreibein, etwa zwischen den Punkten 
b,c,d mit dem Scheitel a, dann liegt der Punkt a zwischen je zweien 
von den Punkten b,c,d. Hin vollsténdiger konvexer Raum enthdlt also 
vier Punkte, fiir welche das Relationentripel 6 erfiillt ist, dann und nur 
dann, wenn er ein konvexes Dreibein enthalt. 

Eine Zusammenfassung der bisherigen Resultate dieses Abschnittes 
ergibt den Satz: 


Unter den volistindigen konvexen Raéumen, in denen je zwei Punkte 
eine Strecke bestimmen, sind diejenigen, welche die Dreitripeleigen- 
schaft besitzen, dadurch gekennzeichnet, daB sie kein konvexes Dreibein 
enthalten. 
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In der Tat, ein konvexer vollstandiger Raum mit Strecken, der die 
Dreitripeleigenschaft besitzt, enthilt keine vier Punkte, welche dem 
Relationentripel 6 geniigen, und daher kein konvexes Dreibein. Um- 
gekehrt enthalt ein Raum mit Strecken keine vier Punkte, welche dem 
Relationentripel «, 8, y geniigen, und, wofern er kein konvexes Dreibein 
enthalt und konvex und vollstandig ist, auch keine vier Punkte, fiir welche 
das Relationentripel 6 erfiillt ist. Er besitzt demnach die Dreitripel- 
eigenschaft. 

Wir kénnen diesem Satz noch eine andere Form geben. Ein konvexes Dreibein 
ist nimlich eine konvexe Menge, die kein geoditischer Bogen, aber Summe von zwei 
geoditischen Bégen ist. Ein konvexes Dreibein zwischen den Punkten b,c, d mit dem 
Scheitel a ist beispielsweise Summe eines geoditischen Bogens zwischen b und c und 
eines geoditischen Bogens zwischen a und d. Enthalt umgekehrt ein Raum, in dem 
je zwei Punkte eine Strecke bestimmen, eine konvexe Menge, welche keine Strecke, 
aber Summe von zwei Strecken ist, dann enthailt D, wie wir hier ohne Beweis er- 
waihnen wollen, ein konvexes Dreibein als Teil. Unter den vollstindigen konvexen 
Streckenréumen sind daher jene, welche die Dreitripeleigenschaft besitzen, auch dadurch 
gekennzeichnet, daB in ihnen die Strecken die einzigen konveren Mengen sind, welche sich 
als Summe zweier Strecken darstellen lassen. 

Wenn in einem vollstindigen konvexen Raum je zwei Punkte eine 
Strecke bestimmen und der Raum sogar iiberdies die Dreitripeleigen- 
schaft besitzt, so ist hierdurch doch nicht gewahrleistet, daB jede Strecke, 
welche iiber einen ihrer Endpunkte hinaus geoditisch fortsetzbar ist, iiber 
diesen Punkt hinaus eindeutig geoditisch fortsetzbar ist. Nehmen wir 
beispielsweise als Raum die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die sei 
es z>0, y>0, sei es x= 0 gilt (also die Y-Achse und ein Viertel der 
Ebene). Als Abstand setzen wir fest fiir je zwei Punkte des Ebenenviertel 
und fiir je zwei Punkte der Y-Achse den euklidischen Abstand, fiir je 
zwei Punkte z,y und 2’,y’, fiir die y>0O, y’<0 gilt, den Wert 
—y'+ Vx*+ y?. Der so definierte metrische Raum ist vollstindig und 
konvex. Je zwei seiner Punkte bestimmen eine Strecke und er enthilt 
kein konvexes Dreibein. Hingegen ist jede Strecke durch den Nullpunkt, 
welche in dem zum Raum gehérigen Ebenenviertel liegt, geodatische Fort- 
setzung von der Strecke zwischen den Punkten x=0, y= —1 und 
«=y=O0, tiber den Nullpunkt hinaus. Wir beweisen nun: 

Damit in einem volistandigen konvexen Raum je zwei verschiedene 
Punkte eine Geradenmenge bestimmen, die durch je zwei verschiedene threr 
Punkte bestimmt ist, ist notwendig und hinreichend, daB der Raum die 
folgende Zweitripeleigenschajft besitzt: Wenn von irgend vier paarweise ver- 
schiedenen Punkten zwei Tripel auf einer Geraden liegen, dann liegen auch 
die beiden anderen Tripel auf einer Geraden. 


Wenn fiir je zwei verschiedene Punkte a und b eines vollstaindigen 
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konvexen Raumes die Geradenmenge G(a, 6) durch je zwei verschiedene 
ihrer Punkte bestimmt ist, dann nennen wir G(a,b) die durch a und b 
bestimmte Gerade und jede durch zwei Punkte des Raumes bestimmte 
Geradenmenge eine Gerade. Erstens ist klar, daB ein Raum mit Geraden 
die Zweitripeleigenschaft besitzt. Es seien namlich a,b,c,d vier ver- 
schiedene Punkte des Raumes, so daB a,b,c und a, b,d gilt. Wir haben 
nachzuweisen, daB a,c,d und b,c,d gilt. Dac und d zwei verschiedene 
Punkte von G(a,b) sind, so bestimmen c und d nach Voraussetzung 
diese Gerade, d.h. es ist G(c,d)=—G(a,b). Es enthalt also G(c, d) 
sowohl a als auch b, d.h. es gilt a,c,d und b,c,d. Zweitens ist die 
Zweitripeleigenschaft fiir die Existenz von Geraden hinreichend. Seien 
nimlich a und b zwei verschiedene Punkte und seien c und d zwei ver- 
schiedene Punkte von G(a,b). Wir haben nachzuweisen, daB aus der 
Zweitripeleigenschaft folgt G(a,b) = G(c,d). Dazu haben wir zu zeigen: 
Wenn p ein Punkt von G(a,b) ist, dann liegt p auch in G(c,d) und 
Nach Voraussetzung gilt a, b,c und a,b,d. Wegen der Zweitripeleigen- 
schaft des Raumes folgt aus a,b,p und a,o,c die Beziehung a,c, p 
und ebenso folgt a, d, p aus a, b, p und a, b,d. Aus a, p,¢ und a,p,d 
folgt p,c,d, d.h. p ist Punkt von G(c,d). Sei zweitens p Punkt von 
G(c,d); es gilt also Pp, c,d. Da nach Voraussetzung a,b,c und a,b,d 
gilt, gilt a, b,d und b,c, d, woraus man ganz wie im ersten Fall a,b, p 
herleitet. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Analysieren wir unter Zugrundelegung der obigen Bezeichnungen die 
Zweitripeleigenschaft, so sehen wir, daB sie folgendes bedeutet: Fiir je 
vier Punkte a, b,c,d des Raumes folgt aus dem Zusammenbestehen von 
einer der Relationen J, und JJ; die Giiltigkeit von einer Relation JIJ, 
und JV,. Nun ergibt sich auf Grund der Eigenschaft 3 der Zwischen- 
beziehung fiir jeden metrischen Raum: 





Aus dem Zusammenbestehen von J, und JJ, folgen III, und IV,. 


no” ” i.» ks, os oe 
” ” ” ” 1, ” I, ” I, ” IV,. 
— » £2 2. see tae 


Beriicksichtigt man die bewiesene Unméglichkeit des Zusammen- 
bestehens gewisser Relationentripel J;, 1J;, JJ], und bedenkt man, daB die 
Zweitripeleigenschaft die Dreitripeleigenschaft impliziert und da8 demnach 
auch in einem konvexen Raum mit der Zweitripeleigenschaft keine vier 
Punkte existieren kénnen, fiir welche eines der Relationentripel a, 8, y, 6 
erfiillt ist, so sehen wir, daB die Zweitripeleigenschaft fordert: 
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Aus J, und JJ, folgt entweder IJJ, und IV, oder JJJ, und JV,. 
» I, » II, » II, und JV,. 
» J, » II, » entweder JJJ, und JV, oder JJI, und IV,. 
» I, » I, » II, und JV,. 
» I, » II, » entweder JJ, und JV, oder JII, und JV,. 


Da die erste und die letzte und ebenso die zweite und die vierte 
dieser Forderungen durch Wechsel in der Bezeichnung der Punkte a, b,c, d 
aufeinander zuriickfihrbar sind, fordert also die Zweitripeleigenschaft fiir 
je vier Punkte des Raumes: 

1. Aus ach und adb folgt stets entweder adc und dcb oder acd 
und cdb. Diese Forderung ist, wie wir wissen, in vollstindigen konvexen 
Raumen gleichbedeutend mit der Forderung, daB je zwei Punkte des 
Raumes eine Strecke bestimmen. 

2. Aus abe und abd folgt stets entweder acd und bed oder adc 
und bdc. Diese Forderung ist eine der Forderung 1 analoge Bedingung, 
welche offenbar mit der Hindeutigkeit der geodiatischen Fortsetzbarkeit von 
geodatisch fortsetzbaren geoditischen Bégen fquivalent ist. 

8. Aus abe und bad folgt dac und dbc. Es ist dies eine der 
elementargeometrischen Zwischenrelationen (vgl. oben 8.79), welche un- 
serem Zwischenbegriff im allgemeinen nicht zukommt. 

Auf die Beziehungen der dritten Forderung zu den zwei ersten wollen 
wir nicht mehr eingehen. Wir erwahnen hier nur noch, da8 unsere Uber- 
legungen insbesondere eine Charakterisierung der sogenannten linearen 
Réume unter den metrischen erméglichen, wie gelegentlich an anderer Stelle 
ausgefiihrt werden soll. 


Zweite Untersuchung: Die euklidische Metrik. 


Vorbemerkung. 

1. Problemstellung. 

. Zuriickfiihrung des Problems auf die Einbettung von n + 3 Punkten 

in den R,. 

3. Uber merkwiirdige Systeme von n+ 3 Punkten. 

4. Eine notwendige Bedingung fiir die Einbettbarkeit von n-+- 2 
Punkten in den R,. 

5. Uber Systeme von n+ 3 Punkten, von denen je n+ 2 in den R, 
abstandstreu einbettbar sind. — Die pseudoeuklidischen Systeme. 

6. Uber Systeme, welche mehr als n+ 3 Punkte enthalten. 

7. Ein Kriterium fiir die Einbettbarkeit von n + 3 Punkten in den R,,. 

8. Zuriickfiihrung des Problems auf die Einbettung von n +1 Punkten 
in den R,. 
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9. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Einbettbar- 
keit von n+ 1 Punkten in den R,. 

10. Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Einbettbarkeit 
eines Raumes in den R,. 


11. Charakterisierung des R,, des Halb-R, und der euklidischen kon- 
vexen Koérper. 
12. Ausblicke. 


Vorbemerkung. 


Herr M. Biedermann in Amsterdam hat folgenden Satz gefunden: Wenn von je 
drei Punkten eines zusammenhingenden metrischen Raumes einer zwischen den beiden 
anderen liegt, dann ist der Raum homéomorph entweder mit der Strecke oder mit der Halb- 
geraden oder mit der Geraden. Dabei sagt Herr Biedermann im AnschluB an meine Arbeit 
»Uber geoditische Linien in allgemeinen metrischen Riumen* (Proc. Ac. Amsterdam, 
29, 1926, 8.166), der Punkt b liege zwischen den Punkten a undc, weun ab+be=ac 
gilt, wobei xy den Abstand der Punkte x und y bezeichnet. Der kurze Beweis von 
Herrn Biedermann lautet so: Ist R ein metrischer Raum, in dem von je drei Punkten 
einer zwischen den beiden anderen liegt, dann existieren zu jedem Punkt a von R 
und zu jeder positiven Zahl r héchstens zwei Punkte von R, die von a den Abstand r 
haben. Angenommen niamlich, es gabe drei verschiedene Punkte b,c,d, die vom 
Punkt a den Abstand r haben! Dann betrachten wir die Punkte a, b,c. Nach Vor- 
aussetzung liegt einer von ihnen zwischen den beiden anderen. Es kann nicht b 
zwischen a und ¢ liegen, denn wegen ab=ac wiirde aus der Relation ba+bc=ac 
folgen, daB be = 0 ist, wahrend doch die Punkte b und c als verschieden vorausgesetzt 
wurden. Ebenso kann nicht c zwischen a und b liegen. Es muB also a zwischen b 
und ¢ liegen. Also gilt be=ab+bc=2r. Dieselbe Uberlegung kann man mit den 
Punktetripeln a, 6, d und a, c, d anstellen und erhilt so bd =2r und cd = 2r. Wegen 
be=bd=cd>0O sind aber b,c, d drei Punkte, von denen keiner zwischen den beiden 
anderen liegt. Die Annahme der Existenz von b, c, d fiihrt also zu einem Widerspruch 
gegen die Voraussetzung. Es existieren zu jedem Punkt a von R und zu jeder posi- 
tiven Zahl r héchstens zwei Punkte in einem Abstand r von a, m. a. W. die Begrenzung 
jeder Kugelumgebung in R enthilt héchstens zwei Punkte. Zu jedem Punkt von R 
existieren beliebig kleine Umgebungen, deren Begrenzungen héchstens zwei Punkte 
enthalten, also ist R nach einem kurventheoretischen Satz (vgl. Math. Annalen 95, 
8. 303) homéomorph entweder mit einem Kreis oder mit einer zusammenhingenden 
Teilmenge der Geraden. Da sich in einem metrischen Raum, der mit einem Kreis 
homéomorph ist, stets drei Punkte angeben lassen, von denen keiner zwischen den 
beiden anderen liegt, so bleibt also nur die zweite Méglichkeit, womit der Biedermannsche 
Satz bewiesen ist. Zugleich warf Herr Biedermann die Frage auf, ob sich nicht durch 
Entfernungsrelationen zwischen mehreren Punkten auch die héherdimensionalen euklidischen 
Réume topologisch charakterisieren lieBen. 

Es schien mir zuniichst, daB ein beliebiger metrischer Raum durch die Eigen- 
schaft, daS von je drei seiner Punkte einer zwischen den beiden anderen liegt, nicht 
nur, wie Herr Biedermann zeigte, topologisch, sondern metrisch als Teilmenge der 
Gerade charakterisiert sei, d.h. daB ein Raum von dieser Eigenschaft nicht nur ein- 
eindeutig und umkehrbar stetig, sondern eineindeutig und abstandstreu auf eine Teil- 
menge der Gerade abgebildet werden kénne. Dies trifft jedoch, wie ich bald an einem 
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einfachen Beispiel festetellte, ohne Einschrankungen nicht immer zu. Besteht namlich 
der Raum R aus vier Punkten p,, p,, p;,~,, Welche folgende Abstainde haben: 
P: Po = Ps Pa = Pr Ps = Po Pu =1, Pr Pa= Pa Pp = 2, — dann ist R nicht abstandstreu in 
die Gerade einbetthar, obwohl je drei Punkte von R abstandstreu in die Gerade ein- 
gebettet werden kiénnen. Eine genauere Untersuchung der diesbeziiglichen Verhiilt- 
nisse, zu welcher ich durch die Frage von Herrn Biedermann veranlaBt worden bin, 
fihrte mich nun, allerdings erst nach Ausarbeitung neuartiger geometrischer Methoden, 
tatsichlich auf eine metrische Charakterisierung der Teilmengen euklidischer Raiume 
und des R,, selbst. 


1. Problemstellung. 


Es liege ein metrischer Raum R vor, d.h. eine Menge von Ele- 
menten (die wir Punkte nennen), so daB je zwei Elementen zx und y 
von R eine reelle Zahl ry =yx>0O, fir x+y, und zy=0 fir r=—y 
zugeordnet ist und so, daB fiir je drei Punkte x,y und z von R die 
Dreiecksungleichung xy+yz2>z gilt. Wir sagen, ein metrischer 
Raum R sei absiandstreu in den metrischen Raum A etnbetitbar, wenn R 
eindeutig auf eine Teilmenge R’ von A abgebildet werden kann, so daB 
der Abstand je zweier Punkte von R’ gleich ist dem Abstand ihrer Ur- 
bilder in R. Eine solche abstandstreue Abbildung ist offenbar auch ein- 
eindeutig und beiderseits stetig. Eine Menge, z.B. R’, auf die R abstands- 
treu abbildbar ist, nennen wir auch mit R abstandsgleich. 

Wir fragen nun nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir, da8 ein metrischer Raum abstandstreu in den R,, in den n-dimen- 
sionalen euklidischen Raum, einbettbar ist, und insbesondere nach den 
Bedingungen, unter denen ein Raum mit dem R, selbst abstandsgleich 
ist. Bei unseren diesbeziiglichen Untersuchungen werden wir niemals 
Gebrauch von der fiir einen metrischen Raum vorausgesetzten Dreiecks- 
ungleichung machen. Wir stellen daher unsere Frage gleich allgemeiner. 
Wir bezeichnen eine Menge von Elementen (,,Punkten“), so daB je zwei 
Punkten x und y eine reelle Zahl ry=y2x>O fir x+y und ry=0 
fiir «= y definiert ist, als halbmetrischen Raum und stellen nun allgemein 
die Frage: 

Welche Bedingungen sind notwendig und hinreichend dafiir, dap ein 
halbmetrischer Raum abstandstreu in den R, einbettbar sei? Und wann 
ist ein halbmetrischer Raum insbesondere mit dem R,, abstandsgleich? 


2. Zuriickfiihrung des Problems auf die Einbettung von n + 3 Punkten 
in den R,,. 


Wir beweisen zunachst einen Satz, durch welchen das Problem zuriick- 
gefiihrt wird auf die Frage nach den Bedingungen, unter denen ein System 
von n-+3 Punkten abstandstreu in den R, einbettbar ist. 

g* 
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Satz 1. Hin halbmetrischer Raum, von dem je n+-3 Punkte ab- 
standstreu in den R, einoettbar sind, kann abstandstreu in den R,, ein- 
gebettet werden. 


Es sei R der vorgelegte halbmetrische Raum. Es sind zwei Fille 
méglich: Entweder R enthalt »-+ 1 Punkte, die nicht abstandstreu in den 
R,_, einbettbar sind, oder je n+ 1 Punkte von RF sind abstandstreu in 
den R,_, einbettbar. 

A. Wir beweisen die Einbettbarkeit von R in R, erstens fiir den Fall, 
daB Rn-+1 Punkte a,,a,,...,@,,@,,, enthdlt, die nicht abstandstreu in 
den R,_, eingebettet werden kénnen. Nach Voraussetzung sind je n + 3 
Punkte von R, also erst recht die n+ 1 Punktea,,...,@,,, abstandstreu 
in den R, einbettbar. Es sei aj,...,a@,,; ein System von Punkten des 
R,,, so daB aja; = a,a, (t, k = 1,2,...,n +1) gilt. Da die n + 1 Punkte 
a,,---,@,,, nicht abstandstreu in den R,_, einbettbar sein sollen, so 
liegen die Punkte aj,...,@,4: nicht in einer Hyperebene des R,*). Sind 
n-+ 1 positive Zahlen r,,...,r,,, vorgegeben, so existiert daher héchstens 
ein Punkt des R,, welcher fiir i =1,2,...,~-+ 1 den Abstand r,; von a, 
hat (Bemerkung (+)). 

Es sei nun p ein beliebig gewahlter und sodann festgehaltener Punkt 
von R. Da nach Voraussetzung je n+ 3 Punkte von R, also erst recht 
je n+ 2 Punkte von R, abstandstreu in den R, einbettbar sind, so kénnen 
insbesondere auch die n + 2 Punkte a,,...,@,,,, p in den R, abstandstreu 
eingebettet werden. Es existiert daher ein Punkt, also nach der Bemerkung( «) 
genau ein Punkt — wir wollen ihn p’ nennen —, so daB gilt p’aj = pa, 
(¢=1,...,n-+ 1). Wir kénnen demnach auf diese Weise jedem Punkt p von 
R genau einen Punkt p’ des R, zuordnen, mit anderen Worten: wir kinnen R 
durch unsere Zuordnung eindeutig auf eine Teilmenge des R, abbilden. 

Wir wollen nachweisen, daB diese Abbildung abstandstreu ist. Es 
seien p und g irgend zwei Punkte von R und seien p’ und q’ ihre Bilder 
im R, vermége der angegebenen Abbildung. Wir haben zu zeigen, daB 
p'q' = pq gilt. Dabei kénnen wir offenbar annehmen, daB sowohl p als 
auch g von samtlichen a; verschieden sind. p’ und q’ sind die einzigen Punkte 
im R,,, welche den Bedingungen p’ aj = pa;, gq’ aj = qa; (t=1,...,n +1) 
geniigen. Ware p’q’ + pq, so existierte daher im R,, kein abstandstreues 
Bild der Punkte a,,...,a4,,,,p,q, wahrend doch nach Voraussetzung je 
n-+3 Punkte von R abstandstreu in den RF, einbettbar sind. Also mu8 
pq’ =pq sein und es ist gezeigt, daB durch die angegebene Abbildung 
R abstandstreu in den R, eingebettet wird. 





*) Als Hyperebene des R, bezeichnen wir einen Teil—R,_, des R,, also einen 
linsaren Teilruam, dessen Dimension um 1 geringer ist als die des Gesamtraumes. 
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B. Wir wenden uns zum Beweise des Satzes im zweiten Fall. Wir 
setzen also voraus, es liege ein Raum R vor, von dem je n+ 3 Punkte 
in den R, und je n+ 1 Punkte in den R,_, abstandstreu einbettbar sind. 
Wir werden zeigen, daB der Raum R nicht nur in den R,, sondern sogar 
in den R,_, abstandstreu einbettbar ist. Wir beweisen sogar: Hin Raum, 
von dem je n +2 Punkte in den R, und je n-+-1 Punkte in den R,_, ab- 
standstreu einbetibar sind, kann in den R,_, abstandstreu eingebettet werden. 

Diese Behauptung ist trivial fir n= 1. Denn jeder Raum, von dem 
je zwei Punkte abstandstreu in den R, einbettbar, d.h.*) identisch sind, 
ist von der Machtigkeit 0 oder 1, also abstandstreu in den R, einbettbar. 
Wir machen die Annahme (f), es sei fiir alle Zahlen m < n — 1 bewiesen, 
daB ein Raum, von dem je m-+ 2 Punkte in den R,, und je m+1 
Punkte in den R,_, abstandstreu einbettbar sind, abstandstreu in den 
R,,_, eingebettet werden kann. 

Es liege dann ein Raum R vor, von dem je n+ 2 Punkte in den R,, 
und je n+ 1 Punkte in den R,_, abstandstreu einbettbar sind. Wieder 
sind zwei Fille méglich: 


B.. Entweder sind je n Punkte von R in den R,_, abstandstreu ein- 
bettbar. Da iiberdies nach Voraussetzung je »-+-1 Punkte von R ab- 
standstreu in den R,_, einbettbar sind, so ist auf Grund der Annahme (t) 
R abstandstreu in den R,_,, also erst recht in den R,_,, einbettbar. 

B,;. Oder R enthalt n Punkte, welche nicht in den R,_, abstandstreu 
einbettbar sind. 

Wir bemerken zunachst: Wenn n +- 2 Punkte p,,..., p,,,., abstandstreu 
in den R,, einbettbar sind und je n-+-1 von diesen Punkten abstandstreu 
in den R,_, eingebettet werden kénnen, dann sind die n-+-2 Punkte ab- 
standstreu in den R,,_, einbetibar. 

Betrachten wir namlich irgend n +1 von den Punkten p,,...,9,,¢) 
etwa P,,---sD;_1> Piais+++>Pnag- Nach Voraussetzung sind diese n+ 1 
Punkte in den R,_, abstandstreu einbettbar. Es existieren also in einer 
Hyperebene des R, n-+-1 Punkte p,,...,B; 3, Dyyir-++>Dnags 80 daB 
PP, = PP, (j.4=1,....¢—1,¢+1,...,.2 +2) gilt. Das n-dimensio- 
nale Volumen des im R, durch diese n-++-1 Punkte § bestimmten Sim- 
plexes ist, da die Endpunkte in einer Hyperebene des R, liegen, gleich 
Null. Nach Voraussetzung existieren im R, n + 2 Punkte pj,...,pa+2, 80 
daB pj pp = pe (t,k = 1,...,n-+ 2) gilt. Unsere Behauptung geht dahin, 
daB p,,.--,P,,_ abstandstreu in den R,_, einbettbar sind. Wir haben 
also zu zeigen, daB die n+ 2 Punkte pj,...,p,.9 in einer Hyperebene 


%) Als R,, als nulldimensionalen euklidischen Raum, bezeichnen wir einen aus 
einem einzigen Punkt bestehenden Raum. 
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des R, liegen. Dazu geniigt es zu zeigen, da& fiir jedes ¢ die n + 1 Punkte 
pi, ---» Pi-1» Pitt>+--»Pa+e in einer Hyperebene des R,, liegen. Ware dies 
aber fiir irgend ein ¢ nicht der Fall, so bestimmten die betreffenden n + 1 
Punkte im R, ein n-dimensionales Simplex mit positivem Volumen. Das 
ist aber unméglich, da, wie wir gesehen haben, cin kantengleiches Simplex 
mit dem Volumen Null existiert und das Volumen eines n-dimensionalen 
Simplexes eindeutig durch dessen Kantenlingen bestimmt ist. 

Auf den Fall B, zuriickkommend sehen wir nun: Nach Voraussetzung 
sind je n+ 2 Punkte von R in den R,, je n+ 1 Punkte von F in den 
R,,_, abstandstreu einbettbar. Nach der eben bewiesenen Bemerkung sind 
also je n-+-2 Punkte von R in den R, _, abstandstreu einbettbar. Uber- 
dies existieren nach Voraussetzung n-+ 1 Punkte von R, welche nicht in 
den R,_, abstandstreu einbettbar sind. Dann ist aber R auf Grund des 
bereits erledigten Falles A abstandstreu in den R, , einbettbar. Damit 
ist der Beweis von Satz 1 in allen Fallen durchgefiihrt*). 


3. Uber merkwiirdige Systeme von n +3 Punkten. 


Auf Grund von Satz 1 handelt es sich nun um die Bedingungen, unter 
denen n-+-3 Punkte in den R, abstandstreu einbettbar sind. Da die 
Einbettbarkeit von je n-+-2 Punkten in den R,, hierfiir nicht immer hin- 
reichend ist, geht fiir n = 1 schon aus dem in der Vorbemerkung erwahnten 
einfachen Beispiel hervor. Wir beweisen nun 


Satz 2. Fiir jedes n>0O existieren Raéume, welche n+ 3 Punkte 
enthalten und nicht in den R, abstandstreu einbetibar sind, obwohl je 
n-+-2 von thren Punkten abstandstreu in den R,, einbettbar sind. 

Wir bezeichnen die Punkte mit a,,...,a@, ,, und treffen zur Konstruktion 
eines den Satz 2 beweisenden Beispieles folgende Abstandsfestsetzungen : 


a,a;,= 0 (¢=1,... n+8), 
a,a,=1 (¢+k; t,kh=1,....n+1), 
G,4,.5= 1, (¢==1,...,.%+1), 


wobei r, den Abstand des Schwerpunktes von den Eckpunkten in einem n- di- 
mensionalen Simplex, dessen simtliche Kanten die Lange 1 haben, bezeichnet. 

Die bisherigen Festsetzungen lassen sich im R, realisieren, indem wir 
mit aj das Bild von a; bezeichnen und aj{,...,a,,; als Eckpunkte eines 
n-dimensionalen Simplexes, dessen simtliche Kanten die Lange 1 haben, 
und a,,2 als den Schwerpunkt dieses Simplexes wahlen. Wir setzen 


*) [Zusatz bei der Korrektur:] Einen kurzen Beweis eines allgemeineren Theorems 
gab ich in den ,Bemerkungen zur zweiten Untersuchung iiber allgemeine Metrik“ 
(Proc. Ac. Amsterdam, 30, 8. 710). 
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ferner fest: 

4,43%=T7, (¢=1,...,n+1). 
Da a,+2 der einzige Punkt des R, ist, welcher den Abstand r, von allen 
Punkten aj (¢ =1,...,%-+ 1) hat, so lassen sich die Abstandsverhiltnisse 
der Punkte a,,...,@,,, dann und nur dann im R, realisieren, wenn 
a, .9%,, 3 = 0 und demnach a, mit aj,3 identisch ist. Wir setzen statt 
dessen fest: 

Oy 42% 49 = d, wo d den doppelten Abstand zwischen dem Schwer- 
punkt und einer (nm — 1)-dimensionalen Seite eines n-dimensionalen Sim- 
plexes, dessen simtliche Kanten die Lange 1 haben, bezeichnet. 

Dann sind also die n+ 8 Punkte a,,...,a,,, nicht abstandstreu in 
den R, einbettbar. Man sieht aber leicht, daB je n +- 2 von diesen Punkten 
abstandstreu in den R,, eingebettet werden kénnen. Fiir die (n -}- 2)-Tupel 
@,,--+>O, 455449 und a,,...,4,,,,4,,, ist dies bereits nachgewiesen. Die 
iibrigen (n + 2)-Tupel sind untereinander abstandsgleich; es geniigt daher 
eines von ihnen, etwa d,,..., 4, , 35%,49>%43, 2U betrachten. Die Abstands- 
verhiltnisse dieser n+ 2 Punkte lassen sich aber im R,, realisieren: Man 
wihle aj,...,@,4: als Eckpunkte eines (n — 1)-dimensionalen Simplexes 8, 
dessen simtliche Kanten die Lange 1 haben; sodann bestimme man die 
Gerade senkrecht zu der Hyperebene durch die Punkte a;,...,@,41, welche 
den Schwerpunkt § enthalt; man hat nun aj,¢ und a,,3 als jene beiden 
Punkte dieser Geraden zu wihlen, welche vom Schwerpunkt von § den 
Abstand 3d besitzen. — Damit ist Satz 2 bewiesen. 


4. Eine notwendige Bedingung fiir’ die Einbettbarkeit 
von n-+2 Punkten in den R,,. 


Wir fiihren nun zunichst eine im folgenden vielverwendete Bedingung 
an, welcher die Abstinde von n-+ 2 Punkten, die abstandstreu in den R, 
einbettbar sind, geniigen miissen. Sind n-+1 Punkte des R, gegeben, 
Pr>+++>Pn4i» und bezeichnet r,, den Abstand der Punkte p, und p,, dann 
ist bekanntlich’®) das n- -dimensionale Volumen O(P,5+++>Pn4,) des durch 
die n+ 1 Punkte bestimmten Simplexes gegeben durch den Ausdruck 





0 1 1 “ 1 
2 0 us. + feet 
3 (—1)**? . . 
0° (Dys+++)Paai) = (mt |t the O + Temes (Volumsformel) 
1 resai fase» 0 





10) Vgl. z. B. R. H. Schouten, Mehrdimensionale Geometrie 2, (Samml. Schubert 36), 
8. 123. 
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Indem wir fiir r, , die Abstandszahl p,p, sétzen und beriicksichtigen, 
daB p; p, = p, p, und p,p,= 0 ist, kénnen wir die auf der rechten Seite 
der Volumsformel auftretende Determinante in einer nicht mi8zuverstehenden 
Abkiirzung auch schreiben als 


| Y 49 
1 (p,p,)" 
Wir wollen nun allgemein, wenn n+ 1 Punkte und ihre gegenseitigen Ab- 


stinde gegeben sind (auch wenn die n +-1 Punkte nicht speziell als Punkte 
eines R, gegeben sind), die Bezeichnung einfiihren: 





tk£=1,....n4+1 


(*) D(Dys +++) Pasa) = 





ae L 

1 (p,P,)° k=1,....n+1 / 

Sind die n+ 1 Punkte p,,...,p,,, in den R,_, abstandstreu einbettbar, 

dann existieren in einer Hyperebene des R, n-+1 Punkte pj,...,pa+1, 

so daB pj py = pm (¢,4 = 1,...,n-+ 1) gilt. Das durch die » + 1 Punkte 

Pi,--+>Pn+1 bestimmte n-dimensionale Simplex hat das Volumen Null. 

Es gilt also der Volumsformel zufolge D(pj,...,p,41)=0 und mithin 

wegen Py = pi py auch D(p,,...,p,,,) = 0. Wir haben also bewiesen: 
Satz 3. Wenn n+ 2 Punkte p,,...,p,,, abstandstreu in den R,, 

einbettbar sind, so gilt 

0 1 


- =. 
1 (p,p,)° 


4,k=1,....n+2 


D (py, -+-s Pass) = | 





5. Uber Systeme von n+ 3 Punkten, von denen je n+ 2 in den R,, 
abstandstreu einbettbar sind. — Die pseudoeuklidischen Systeme. 


Wir wissen aus Satz 2, daB ein System von n + 3 Punkten, von denen 
je n+ 2 abstandstreu in den R, eingebettet werden kénnen, nicht not- 
wendig abstandstreu in den R, einbettbar sein mu$. Wir wollen nunmehr 
iiber die n +3 Punkte p,,...,p,,, voraussetzen, daf je n + 2 von thnen 
abstandstreu in den R, einbettbar sind, und wollen untersuchen, was aus 
dieser Voraussetzung fiir das System der n + 3 Punkte folgt. Es sind zwei 
Fille méglich: 

A. Entweder: je n+-1 von den n+ 3 Punkten sind abstandstreu in 
den R,_, einbettbar, Dann sind von den n-+3 Punkten auf Grund des 
Satzes, den wir im Falle B, von Satz 1 bewiesen haben, je n + 2 abstands- 


treu inden R,_, einbettbar und daher sind nach Satz 1 die n + 3 Punkte 
abstandstreu in den R, , einbettbar. 


B. Oder es gibt unter den n+38 Punkten n-+1 Punkte, die nicht 
abstandstreu in den R, , eingebettet werden kénnen. Wir denken uns 


as 


ao 
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die Bezeichnung so gewahlt, daB die Punkte p,,...,p,,, nicht inden R,_ 
eingebettet werden kénnen. 

Nach Voraussetzung sind je n + 2 Punkte, insbesondere also die Punkte 
P,>--+>P,.9 abstandstreu in den R, einbettbar. Es existiert daher im R, 
ein System von Punkten p/,..., par2, so daB pj py = pj py (t,k =1,...,n+2 ) 
gilt. Da die Punkte p,,...,p,,, nicht inden R, _, abstandstreu einbettbar 
sind, liegen die Punkte pj,...,p,.1 nicht in einer Hyperebene des R.,,. 

Nach Voraussetzung sind ferner die Punkte p,,...,P,,45P,.3 abstands - 
treu in den R, einbettbar. Es existiert daher ein Punkt p,,; (und zwar, 
da die Punkte pj,...,p,,: nicht in einer Hyperebene liegen, ein einziger 
solcher Punkt), so daB pi.s pj = pass pj (@=1,...,.n+1) gilt. 

Nach Voraussetzung sind endlich fiir jedes i (¢ =1,...,n-+ 1) die 
Punkte p,,.--;P;_3)DPja4s+++> Pnoa>Paog @bstandstreu in den R, einbettbar; 
mithin gilt nach Satz 3 fiir jedes ¢ (1S ig nm+1) die Beziehung 


1 


(**) D(Dy5+++s Pia Dig a9 +++) Pagar Pngs) =9- 

Fiir jedes i << n-+-1 tritt in dieser Beziehung sowohl der Punkt p,,, als 
auch der Punkt p,,, wirklich auf. Wir ersetzen nun in der ¢-ten dieser 
Beziehungen den Term p,,,p,,, durch x. Wir erhalten auf diese Weise 
eine quadratische Gleichung in x*, welche wir mit D,(x*) = 0 bezeichnen 
wollen. Gehen wir auf die Definition (*) des Ausdruckes D(...) zuriick, 
so sehen wir, daS man schreiben kann: 


| 0 1 1 1 
i 1 (P,P)"  (PePuse)” (PePaas)” 
D(z") = 2 Q 
= 1 (Pass P,) 0 zx 
1 (PyssPr) 2° 0 (kp =1,...9¢—1,44+1,-... +1) 


Beriicksichtigen wir, da8, falls nicht k =n +2,l1=n+3 oder k=n+ 3, 


lL=n-+2 ist, ppp! = pep (k,l =1,...,n +3) gilt, so kénnen wir auch 
schreiben : 


0 1 1 1 
1 ( , fy* ( ee, a ( 0:12 \2 
x Ng Pr Pi Pi Pn+2) Pk Pn+s) 
(. e) D(x )= , *\2 9 
1 (Pn+2 pi) 0 x 
1 (Passpi)* 0 Pitts 


Die Gleichnng D;(x*)=0 kann nicht identisch verschwinden. Wir 
wollen namlich zeigen, daB der Koeffizient von 2‘ in dieser Gleichung + 0 
ist. In der Tat, dieser Koeffizient ergibt sich, wenn wir die Determinante 
(,*,) nach Unterdeterminanten der beiden letzten Spalten entwickeln, 
| 0 1 

1 (pipi)” 





> 
ky L=1,..494—1, 6+1, 0.) m41 
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also = — D(pj,..., Pi-1, Pi+1, +++» Pu+i1)- Diese GréBe ist aber +0, denn 
wire sie = (0, so bestimmten nach der Volumsformel die Punkte pj, ..., pj_1, 
Pitis-+->Pa+i ein Simplex mit dem Volumen 0, lagen also in einer 
(m — 2)-dimensionalen Ebene des R,. Dies ist aber unméglich, weil in 
diesem Fall die m +- 1 Punkte pj,..., p41 in einer Hyperebene des R, lagen, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Jede der Gleichungen D;(x*)=0 hat also zwei Lésungen. Beide 
sind positiv und von den positiven Quadratwurzeln aus ihnen kann man 
sofort eine geometrische Bedeutung angeben: Die eine ist fiir jedes ¢ der 
Abstand pire pass, die andere ist der Abstand des Punktes pj... von jenem 
Punkte — wir wollen ihn p; ,, nennen — welcher zu p,,5 symmetrisch liegt hin- 
sichtlich der Hyperebene H,, die durch die Punkte pj, ..., pj-1, Dis1,---» Pa+1 
bestimmt wird; (oder, was dasselbe ist, der Abstand von p,,; und dem 
Punkt pi,», welcher zu p,,. hinsichtlich H, symmetrisch liegt). In der 
Tat, die beiden (n +- 2)-Tupel von Punkten pf, ..., pj_1, Dii1,---, Pa+2, Pats 
und p{,...,pi-1, Pis1,--->Pa+2, Pass liegen ja im R,, erfiillen also nach 
Satz 3 die Beziehungen D( pj{,..., pi_1, Disi,---,Da+2, Pars) = 0 und 
D (ph, «.+, Di-1» Pi+t> + «> Pa42s Pars) =(. Jede der beiden GréBen (p,.2 Pers)” 
und (piso piss)* geniigt also der Gleichung D,(x*?)=0 und weitere 
Lésungen kann diese Gleichung nicht besitzen. 

Zufolge (* *) geniigt (p, 4 P,,3)° fiir jedes ¢ der Gleichung D,(x*)=0. 
Es ist also (p,,.P,,3)° eine gemeinsame Lésung der n + 1 quadratischen 
Gleichungen D,;(x*)=0, (¢=1,2,...,n2-+1). Demnach kommen fiir 
Pus Pn+3 nur folgende Moéglichkeiten in Betracht: 


a) Es kann (py+2Pn+s)" =(Pa+2Pn+s) und mithin py+2Pa+s=Pa+2Pa+s 
sein. In diesem Fall sind die n+ 3 Punkte p,,...,p,,, abstandstreu in 
R,, einbettbar. Diese Lésung (p,.2p,+3)°, die euklidische Lésung, haben 
die n-+1 quadratischen Gleichungen D,(x*)=0, wie wir sahen, immer 
gemeinsam. 


b) Im Falle daB pis: Pars = Pare Pars = ---—= Pare Pars gilt — geo- 
metrisch gesprochen: im Falle, daB p,,. gleich weit entfernt ist von den 
Spiegelbildern des Punktes p,,3 hinsichtlich der Hyperebenen H; — und nur 
in diesem Falle besitzen die n + 1 Gleichungen noch eine weitere gemein- 
same Lésung, namlich pay2pi,3. Es sind dann zwei Faille méglich, die 
wir unterscheiden miissen: 


b’) Entweder liegt der Punkt pj, in mindestens einer der Hyper- 
ebenen H,, etwa in H;. Dann fallt also der Punkt p,,3 mit seinem Spiegel- 
bild pi,; zusammen und es ist pi.opiis = pire Pass (6 =1,....n +1). 
Jede der Gleichungen D,(x*) = 0 besitzt dann also die euklidische Lésung 
(Pi+2Ps+3)* zur Doppelwurzel; eine andere Lésung als die euklidische kann 


el 
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also nicht existieren und wir sehen: Liegt p;,, in einer Hyperebene H,, 
dann sind die n+-3 Punkte p,,...,p,,, abstandstreu in den R,, einbettbar. 

b”) Oder p,z.s liegt in keiner Hyperebene H, (i =1,2,...,n+1). 
Dann ist also p,,3 von seinen Spiegelbildern Pass verschieden und diese 
Spiegelbilder sind, wegen der Verschiedenheiten der Hyperebenen H,, unter- 
einander paarweise verschieden. Es sind dann wieder zwei Fille zu unterscheiden. 

b”) Entweder die n-+-1 Punkte p},, liegen in einer Hyperebene des 
R,. (Auf diesen Ausnahmefall bin ich durch Herrn D. van Dantzig auf- 
merksam gemacht worden.) Wir denken im R,, rechtwinklige Cartesische 
Koordinaten eingefiihrt und es seien ,z,,..., ,2,, die Koordinaten des Punktes 
pi (k=1,...,.n+3). Die Koordinaten des Punktes pj, bezeichnen wir 
eee (¢=1,...,n-+1). Wenn wir die Punkte p{,..., pi: 
festhalten, dann sind die Koordinaten ,,, 42, (¢=1,....»+1,k=—1,...,n) 
lineare Funktionen der Koordinaten , , ,%,,---5,43%,- Die n+ 1 Punkte 
pas liegen in einer Hyperebene dann und nur dann, wenn das Volumen 
des durch die Punkte p{,; bestimmten Simplexes gleich Null ist, d. h. wenn 


1 1 1 
n+3%1, n+B%2, ++ > n+3%ns 1 


2 Y 2 
| é | =| n+8%1, n+8%2,+ +5 n+3%n» 1 =O 
n+stx, 1 (foe--et*) 
at algal ; ; tbe ‘ . 
1 1 1 
} nist, +3, ey 5 Oilee 1 


gilt. Substituieren wir in dieser Beziehung fiir die GréBen nset, die 
linearen Ausdriicke in den ,,,%,, so erhaiten wir eine Gleichung 
f(y 4s%1>-++>m4%) = 0 von n-tem Grad in den ,,,2;. Die Punkte des R,, 
welche dieser Gleichung geniigen, sind also identisch mit jenen Punkten, 
fiir welche die Spiegelpunkte hinsichtlich der Hyperebenen H, in eine 
Hyperebene fallen, fiir welche mit anderen Worten das durch die Spiegel- 
punkte an den H; bestimmte Simplex degeneriert. Die Menge aller dieser 
Punkte bildet eine Hyperfliche n-ten Grades im R,, welche wir die zu 
den Punkten pj,...,pn+1 gehérige Ausnahmshyperfliche nennen und mit 
F(pi,.--sPn+1) bezeichnen wollen. (Es 1aBt sich zeigen, daB in homogenen 
Koordinaten mit den Punkten pj{,...,p~,4: als Fundamentalpunkten die 
Ausnahmsfliche F(p{,..., 441) bei geeigneter Wahl eines Einheitspunktes 


n+l 
die Gleichung hat ’-—0). Der Fall, da die n+ 1 Punkte piys in 
é=1 
einer Hyperebene liegen, ereignet sich dann und nur dann, wenn p,,3 Punkt 
von F(p{,..-,Pa+1) ist. Wenn die n+ 1 Punkte Pa+s in einer Hyper- 
ebene liegen, dann existiert kein Punkt des R,, der von ihnen allen gleich- 
weit entfernt wire. Die n+ 1 Gleichungen D,(z*)=0 haben also in 
diesem Fall auBer (pj. p,+3)° keine gemeinsame Lésung, es mu8 mithin 
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Pu+2Pn+3 = Pa+2Pn+s Sein, d. h. die n+ 3 Punkte p,,...,p,,, sind ab- 
standstreu in den R, einbettbar. 


b”) Oder die n+ 1 Punkte p,,s liegen in keiner Hyperebene des R,,. 
Dies ist nach dem Vorangehenden dann und nur dann der Fall, wenn p,’,; 
nicht in F(p{,..., 441) liegt. In diesem Fall bestimmen die Punkte Deas 4 
da sie paarweise verschieden sind, eindeutig eine (m — 1)-dimensionale Sphiare 
von endlichem Radius, welche wir die Spiegelpunktsphire von p,,3 hin- 
sichtlich der Punkte pj,...,p,,; nennen und mit S( prs; pi,..., Pasi) be- 
zeichnen wollen. Der Punkt p,,2, der nach Voraussetzung von den Punkten 
Pa+s gleichweit entfernt ist, liegt also im Zentram von S(p,45; pi, ---, P41): 


Es gilt dann pj; 2 Pixs + Pa+2 Pn+3- Ware dies nimlich unrichtig, so miiBte 
Pa+e VON p,.3 denselben Abstand haben, wie von den Punkten Pa .3 Nun 
liegen aber alle Punkte, welche von pi,; und p,,3 den gleichen Abstand 
haben, in H;, und da die Punkte p,,...,p,,, in keiner Hyperebene liegen, 
so existiert kein Punkt, welcher allen n-+ 1 H, gemein wire. In diesem 
Fall besitzen also die n-+-1 Gleichungen D;(x*) 0 auch eine von der 
euklidischen Lésung verschiedene gemeinsame Lisung, welche wir die pseudo- 
euklidische Lésung nennen wollen. Der Abstand p,.,p,,, ist dann ent- 
weder = Py+2Pn+s, in welchem Fall die n+ 3 Punkte p,,...,p,,, ab- 
standstreu in den R, einbettbar sind, oder = pj. Pers, in welchem Fall 
die n-+3 Punkte p,,...,p,,,, obwohl je m-+ 2 von ihnen in den R, ein- 
bettbar sind, nicht abstandstreu in den R, eingebettet werden kénnen und 
wir von einem pseudoeuklidischen (n +-3)-Tupel sprechen wollen. 


Betrachten wir unser pseudoeuklidisches (n+-3)-Tupel p,,...,,,,3- Es 
enthalt, wie wir gesehen haben, n+-1 Punkte, die nicht abstandstreu in 
den R,_, eingebettet werden kénnen. Wir hatten die Bezeichnung so ge- 
waht, daB die Punkte pj,...,p,,, nicht in einer Hyperebene des R,, liegen. 
Wir haben ferner gesehen, daB der Punkt p,,; in keiner der n + 1 Hyper- 
ebenen H, liegt; da unsere diesbeziiglichen Uberlegungen in pi, und py +s 
symmetrisch waren, so folgt, daB auch p,,»2 in keiner der Hyperebenen H; 
liegt. Es sind also auch die 2(m-+1) (m+ 1)-Tupel p,,..., P;_ 1, Dinas ++ 
Pn+1? Pasa und Pys+++> Pi_as Pinas +++» Pasir Pass (¢ =1,2,....n+1 ) 
nicht in den R,_, abstandstreu einbettbar. Wir wollen nun zeigen, daB 
n(n +1) 

2 


auch keines der iibrigen (n-+1)-Tupel von Punkten unseres 


pseudoeuklidischen (n-+ 3)-Tupels sich abstandstreu in den R, , 
einbetten 148t. Waren namlich etwa die Punkte p,,..., P;_ 1, Pisa 


.+ +9 Dj» Pyare sss Pnsa> Pasar Pass (ILSi<jgn+l) abstandstreu in 
den R,_, einbettbar, so lagen die n + 1° Punkte 


‘ 
Pi» ee" pi-1, Pi+ts ae | Pj-1; Pj+1> ‘+9 Pa+is Pa+2s Pn+3> 
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und ebenso die n+-1 Punkte 


Pi, ees Pi-1; Pi+ts ee) Pj-1, Pj+1s s+) Pa+1s Pa+2» piss, 
oder, wie wir statt dessen kurz sagen wollen, die (nm + 1)-Tupel (¢) und (7), 


in einer Hyperebene des R,. Das ist aber unméglich. Denn erstens 
liegen die n Punkte 


Pi, +++ Di-1) Pitts sees Pj-1; Pj+a» er) Pa+is Pn+2 

nicht in einer (n — 2)-dimensionalen Ebene des R,, weil sonst die Punkte 
Pir «++» Pi-1, Pitts --+» Patt, Pn+e in einer Hyperebene lagen, was nach 
dem Bewiesenen nicht der Fall ist. Zweittens ist pi.sp), = P43 Pn 
(m=1,...,¢—1,#+1,...,j—1,j+1,....n+1,n+2). Légen also 
die (n-+1)-Tupel (¢) und (j) in einer Hyperebene des R,, so wire 
pis = piss, im Widerspruch gegen die Annahme, daB je zwei von den 
n-+-1 Punkten Piss verschieden sind. Wir sehen also, daB keine n+-1 
Punkte unseres pseudoeuklidischen (n +-3)-Tupels abstandstreu in den 
R,,_, etnbetibar sind. 

Wir hatten, um die vorangehenden Uberlegungen durchfiihren zu 
kénnen, die Punkte p,,..., p,,, unter den n+ 3 Punkten ausgewihlt, 
weil sie nicht abstandstreu in den R, , einbettbar sind. Da dies, wie 
wir nun festgestellt haben, fiir je n +1 Punkte eines pseudoeuklidischen 
(n + 3)-Tupels zutrifft, so kénnen, wie immer die n + 3 Punkte numeriert 
werden, die vorstehenden Uberlegungen durchgefiihrt werden. Betrachten wir 
unter den n +3 Punkten j,,..., ,,, eines pseudoeuklidischen (n +- 3)- 
Tupels irgendeinen Punkt, etwa 9,;, und irgend n +-1 von ihm verschiedene 


Punkte, etwa p,,-.., Dj_a» Diga> +++» Dy_a> Djaa> +++) Dnyg- Wir numerieren 
die Punkte so, da8 wir p;,=p,,, und p;—p,,, setzen und die n+1 
iibrigen Punkte p, irgendwie mit p,,..., p,,, bezeichnen. Bilden wir 


ein mit den Punkten p,,..., p,,, abstandsgleiches System von Punkten 
im R, pi,.--,; Pa+i1, 80 liegen diese Punkte sicher nicht in einer Hyper- 
ebene des R, und p,,, liegt nicht in der durch die Punkte pj, ..., pass 
bestimmten Ausnahmshyperfliche F (pj,..., P41). Da wir j, und die von 
ihm verschiedenen n+ 1 Punkte willkiirlich unter den n+ 3 Punkten 
D,,--+> Dax gewahlt hatten, so sehen wir: Von n+ 3 Punkten in pseudo- 
euklidischer Lage lassen sich keine n +- 2 abstandstreu in die durch irgend 
n-+1 von thnen bestimmte Ausnahmshyperflache des R,, einbetten. 

Die Resultate dieses Abschnittes zusammenfassend kénnen wir aus- 
sprechen: 


Satz 4. Wenn von n+ 3 Punkten je n+ 2 abstandstreu in den R, 
einbetibar sind, dann sind die n + 3 Punkte entweder euklidisch, d. h. in 
den R,, abstandstreu einbettbar, oder pseudoeuklidisch, wobei pseudo- 
euklidische (n 4+-3)-Tupel folgende EHigenschaften haben: 
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1. Von einem pseudoeuklidischen (n +-3)-Tupel sind keine n +-1 Punkte 
in den R,_, und keine n-+-2 Punkte in eine durch n-+-1 von thnen 
bestimmte Ausnahmshyperfliche des R, abstandstreu einbettbar. 

2. Liegen n-+-1 Punkte p,,..., p,,, vor, welche in den R,, aber 
nicht in den R,_, abstandstreu einbettbar sind, 

dann kann, 

zu jedem (n+ 1)-Tupel von Abstandszahlen p;p,,,. (¢=1,.-.,n +1), 
welches den Bedingungen geniigt, daB die n+-2 Punkte p,,..-, Paso i” 
den R,, aber nicht in die durch n+-1 von thnen bestimmte Ausnahms- 
hyperflache des R, und daB keine n-+-1 von thnen in den R,_, abstands- 
treu einbettbar sind, 

und nur zu einem (n-+-1)-Tupel von Zahlen, welches diesen Be- 
dingungen geniigt, 

auf genau eine Weise ein (n-+-1)-Tupel von Abstandszahlen p;p, ,, 
(¢=1,...,-+1) bestimmt werden, so daB die n +-3 Punkte p,, 
ein pseudoeuklidisches (n 4-3)-Tupel bilden. 

Dabei ist auch der pseudoeuklidische Abstand p,,,.Pp,,,, aus den Zahlen 
P;P, (t, k=1,...,n-+2) eindeutig berechenbar. — Entspricht vermége 
der Punkte p,,.-.,;P,,, dem (n-+-1)-Tupel von Abstandszahlen p;p,... 
(¢=1,...,m-+1) das (n+1)-Tupel p;p,,, (¢=1,...,n+1), dann 
entspricht umgekehrt diesem letzteren (n +-1)-Tupel das erstere. 

3. Ist unter den Voraussetzungen von 2. pi, ..., Pari ein au den 
Punkten p,, ---; Py, astandsgleiches Punktesystem im R,, und sind die 
Zahlen p;p,., (t=1,---,m-+1) gemaB den Bedingungen von 2. vor- 
gegeben (so daB also genau ein pri2 im R,, existiert, welcher weder in 
einer der Hyperebenen H; durch die Punkte pj, ..., pi-1, Dizi, --+> Pastis 
noch in der Ausnahmshyperfliche F (pj, ..., Prii) Wegt, und von den 
Punkten pj die Abstande p;p,,. hat), — so bilden die n+-3 Punkte 
Pr -++s Paag Cin pseudoeuklidisches (n +-3)-Tupel dann und nur dann, 
wenn die Zahl p,.,p; gleich ist dem Abstand des Zentrums der Spiegel- 
punkisphare S(pnp2; Pi,--->Pn+i) von pj (i=1,...,n +1) und wenn 
PnsePnsg gleich ist dem Radius dieser Sphére. 


Sehr einfach liegen die Verhiltnisse fiir pseudoeuklidische Quadrupel, d. h. fiir n=1. 
Seien etwa p,, Po, Ps, P, Vier nicht in die Gerade einbettbare Punkte, von denen je 
drei in die Gerade eingebettet werden kénnen. Es seien p{, p], pj drei mit p,, p., Ps 
abstandsgleiche Punkte der Geraden. Indem wir p,, p,, p, eventuell umnumerieren, 
kénnen wir erreichen, daB p{ p!+ pj pj = p{ pj gilt. Wenn das Quadrupel p,, 72, Ps, Ps 
pseudoeuklidisch ist, so liegt nach Satz 4 der Punkt p{ gleich weit entfernt von den 
Spiegelbildern p} und p? des Punktes pf hinsichtlich der Punkte p{ und p{. Daraus 
entnimmt man leicht, daB gilt: 


se Pus 


PiP3 =PiP3 = PIPL, PLPL=PIPi, PiP2 = PS PI- 
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Alle pseudoeuklidischen Quadrupel lassen sich also bei geeigneter Numerierung geben 
durch die Festsetzungen: 

PiP2 = Ps =4, 
P2Ps =P: Py = 5, 
Pi Ps = Pz Py = a+b. 

Jedes pseudoeuklidische Quadrupel laBt sich daher abstandstreu einbetten in eine 
Kreislinie, in der als Abstand je zweier Punkte die Linge des kiirzeren Bogens zwischen 
den betreffenden Punkten festgesetzt ist. 

Wir diskutieren nun noch den Fall n=2, d. i. den Fall der pseudoeuklidischen 
Quintupel. Betrachten wir drei nicht in einer Geraden liegende Punkte a,,a,,a, der 
Ebene; der geometrische Ort aller Punkte, fiir welche die drei Spiegelpunkte an den 
Geraden durch a, und a,, durch a, und a,, durch a, und a, in einer Geraden liegen, 
ist bekanntlich der den Punkten a,,a,,a, umgeschriebene Kreis. Die Ausnahmskurve, 
welche durch drei nicht in einer Geraden liegenden Punkte der Ebene bestimmt wird, 
ist also der die drei Punkte enthaltende Kreis. Satz 4 lehrt daher, da von den 
Punkten eines antieuklidischen Quintupels keine drei in eine Gerade und keine vier in 
einen Kreis abstandstreu einbettbar sind. 

Werden in der Ebene drei Punkte p,, p,,p, festgelegt, so heiBt die Zuordnung, 
vermége welcher jedem Punkt p der Ebene der Mittelpunkt des Kreises durch die 
drei Spiegelpunkte von p an den Geraden p, p,, p, P;, Po Ps entspricht, die hinsichtlich 
des Dreiecks p,, p,, p, tsogonale Transformation der Ebene. Diese Zuordnung, (iiber 
welche im Enzyklopidieartikel von Berkhan-Meyer III AB 10, S. 1207 ausfiihrlich 
referiert wird), ist eine quadratische involutorische Cremonatransformation, vermige 
welcher jedem Punkt einer Geraden des Fundamentaldreiecks p,, p,, p, der gegen- 
iiberliegende Eckpunkt des Fundamentaldreiecks entspricht, und jeder Punkt des dem 
Fundamentaldreieck umgeschriebenen Kreises den Punkten der unendlich fernen Ge- 
raden entspricht. Abgesehen von diesen singuliren Kurven ist die Transformation ein- 
eindeutig. Zwei einander vermége dieser involutorischen Transformation entsprechende 
Punkte heiBen isogonale Gegenpunkte hinsichtlich p,, p,, p,. Die Winkelhalbierenden 
des Fundamentaldreiecks werden durch die Transformation in sich iibergefiihrt; der 
Mittelpunkt des dem Fundamentaldreieck eingeschriebenen Kreises und die Mittelpunkte 
der drei dem Fundamentaldreieck angeschriebenen Kreise sind die Fixpunkte der Trans- 
formation. Beriicksichtigen wir diese Terminologie, so ergibt sich aus Satz 4 fiir n = 2: 

Von den Punkten eines pseudoeuklidischen Quintupels sind keine drei in eine Gerade 
und keine vier in einen Kreis abstandstreu einbettbar. Bilden wir zu drei Punkten, welche 
in die Ebene, aber nicht in die Gerade abstandstreu einbettbar sind, ein abstandsgleiches 
System von Punkten p!, pi, pj der Ebene, so ist es zu jedem Punkt p,, der von den 
Punkten p,,p,,p; Vieselben Abstiinde hat, welche ein, Punkt p{ der Ebene, der weder mit 
den drei Punkten p!, pi, pi auf einem Kreis noch mit zweien dieser Punkte auf einer 
Geraden liegt, von den Punkten p!, pj, pf hat (und nur zu einem so gelegenen Punkt), 
miglich, eindeutig Abstdinde eines Punktes p, von p,, Py, Py, Py 2 definieren, so dap die 
Punkte p,, Pz, Ps+Py> Ps ein pseudoeuklidisches Quintupel bilden: niimlich, indem man p, % 
(¢=1,2,3) gleich dem Abstand des Punktes p{ und des isogonalen Gegenpunktes von pj 
hinsichtlich des Dreiecks p!, pj, pj festsetzt und indem man p,p, gleich dem Radius des 
Kreises durch die Spiegelpunkte von p{ hinsichtlich der drei Geraden durch p{, pz, pj setzt. 

Ein pseudoeuklidisches Quintupel ist im allgemeinen nicht abstandstreu in eine 
Kugeloberfliche mit Bogenma8 einbettbar, wie man schon an dem Quintupel ersieht, 
welches sich aus dem Beispiel von Satz 2 fiir n = 2 ergibt. 
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Fir n>2 ist die Abbildung des R, auf sich selbst, welche jedem Punkt den 
Mittelpunkt des Spiegelsimplexes hinsichtlich eines vorgegebenen Fundamentalsimplexes 
zuordnet, eine involutorische Cremonatransformation n-ten Grades, welche abgesehen von 
den Seitenebenen des Fundamentalsimplexes und abgesehen von der Ausnahmshyper- 
fliche des R, hinsichtlich der Fundementalpunkte eineindeutig ist. Die Ausnahms- 
hyperflache ist von n-tem Grad und reduziert sich fiir n> 2 im allgemeinen nicht auf 
die dem Fundamentalsimplex umgeschriebene Sphire. 


6. Uber Systeme, welche mehr als nm +3 Punkte enthalten. 


Wahrend fiir Systeme, die aus +3 Punkten bestehen, aus der 
Einbettbarkeit von je »-+ 2 Punkten in den R, mit Riicksicht auf den 
Ausnahmefal] pseudoeuklidischer (nm +-3)-Tupel die Einbettbarkeit des 
ganzen Systems in den R, nicht gefolgert werden kann, beweisen wir 
nunmehr: 

Satz 5. Enthdlt der Raum R mehr als n-+-3 Punkte und sind je 
n-+ 2 von thnen abstandstreu in den R,, einbetibar, dann kann R abstands- 
treu in den R,, eingebettet werden. 

Wir setzen voraus, daB je n+ 2 von den mindestens n + 4 Punkten 
von R abstandstreu in den R, einbettbar sind. Auf Grund von Satz 1 
geniigt es zum Beweise unserer Behauptung, wenn wir zeigen, daB je 
n-+-3 Punkte von R in den R, abstandstreu eingebettet werden kénnen, 
oder was gleichbedeutend ist (da je n-+-2 Punkte von & in den R, 
abstandstreu einbettbar sind), daB R keine n+ 3 Punkte in pseudoeukli- 
discher Lage enthalt. Um dies nachzuweisen, leiten wir einen Widerspruch 
her aus dem Zusammenbestehen der beiden folgenden Annahmen: 

Annahme 1. R enthalt n+ 3 Punkte p,,..., p,,, in pseudoeukli- 
discher Lage. 

Annahme 2. RF enthalt einen Punkt p,,,, welcher von allen n+ 3 
erwahnten Punkten verschieden ist. 


Wir bestimmen zunichst .zu den Punkten p,,..., p,,, im R, ein 
System von Punkten pj, .... Pass, 80 daB gilt: 
Annahme 3. pipp=—pip (t, k=1,...,n +3, ausgenommen 


t=n+2, k=n+3 und i=n+3, k=n-+ 2). 

Nach Satz 4 liegt p,,3 im Mittelpunkt der Sphire S, welche bestimmt 
wird durch die n +- 1 Spiegelbilder des Funktes p;,,. an den Hyperebenen H,, 
wobei H; die durch die Punkte pj, ..., pj-1, pisi, ---, Pari bestimmte 
Hyperebene bezeichnet. Der Abstand p,.,p,., ist gleich dem Radius 
von S. Wir bezeichnen mit p,,4 den einzigen Punkt des R,, welcher fiir 
i=1,...,n+1 von pj den Abstand p,,p, hat, der also geniigt der 

Annahme 4. p,,,p/=p,4,4P; (§=1,...,n +1). 

Je n von den n +-1 Hyperebenen H, haben genau einen Punkt gemein, 
und zwar einen der Punkte pj. Der Punkt p,,, ist nach Annahme 2 von 
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den n+ 1 Punkten pj verschieden, liegt also in héchstens n — 1 von den 
Hyperebenen H;. Es gibt also mindestens zwei unter den H;, welche den 
Punkt p,,, nicht enthalten. Wir denken die Numerierung der Punkte 
P,> +++» Pas, 80 gewahlt, daB p,,, weder in H, noch in H,,, liegt. Es 
ist dann also erfiillt: 

Annahme 5. Keines der beiden (n-+1)-Tupel p,..., pai, Pata 
und p{,..., Pe, Pa+a liegt in einer Hyperebene. 

Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden. 

Fall I. Es gilt pris + pase und pris + Pays- 

Nach Satz 4 existiert zu p,,3 auBer p,.2 kein Punkt des R,, dessen 
Abstand von p,,3 verschieden wire von dem Abstand, den sein Urbild 
in R von p,,, hat. Da nach Annahme 1 p,,, nicht mit p,,,: zusammen- 
faillt, ist also p,.,p,.,—=P,.¢Pn44 und aus analogen Griinden gilt 
Pigs Pass =PnisPns4- Statt der Annahme 4 kénnen wir also im Fall I 
zugrunde legen die weitergehende 


Annahme 6. p,,,p; = p,.4D; (¢=1,.--,m+ 3). 

Wir behaupten nun zunichst: Die n+ 3 Punkte p,,...,p,,, bilden 
ein pseudoeuklidisches (n +-3)-Tupel. Da nach Annahme 1 je n + 2 Punkte 
von R abstandstreu in den R, einbettbar sind, haben wir nur nachzu- 
weisen, daB die n+ 3 Punkte p,,..., p,,, nicht abstandstreu in den R, 
eingebettet werden kénnen. Betrachten wir zu diesem Zweck die Punkte 
Ps, +--+, Pa+is Para. Da dieselben nach Annahme 5 nicht in einer Hyper- 
ebene des R,, liegen, so existiert im R, héchstens ein Punkt, welcher fiir 
i=2,...,n+1,n+4 von pj den Abstand p,,,p; hat. Dieser einzige 
Punkt ist pii2, denn er erfillt, wie man aus den Annahmen 3 und 6 
ablesen kann, die geforderten Bedingungen. Aus analogen Griinden ist 
Pa+3 der einzige Punkt des R,, welcher den Bedingungen geniigt, 
P’.3Pi= Puig Pj (t= 2,.-..m+1,n +4). Nun ist aber p),. Di. Paso Pris: 
Also sind die n+ 3 Punkte p,,..., p,,, nicht abstandstreu in den R, 
einbettbar und die Punkte p,, ..., p,,, bilden ein pseudoeuklidisches 
(n+ 3)-Tupel, wie behauptet. 

Fall II. Es gilt entweder pi.,—= prio oder pris = Pais. 

Dann gilt offenbar auch pi.2— pis. Die Punkte pj, pj, ..., pass 
liegen nicht in einer (m — 2)-dimensionalen Ebene. Also gibt es auBer 
den Punkten pio und py.3 keinen Punkt, der fiir i = 2,...,-+-1 von 
pi den Abstand 7; Pass = pipnse hatte. Die n+ 3 Punkte p,,..., Pass 
sind mithin nicht in den R, einbettbar und bilden also auch im Fall II 
ein pseudoeuklidisches (n + 3)-Tupel. 

Wir fiihren nun das Zusammenbestehen 1 und 2 ad absurdum, indem 
wir einen Widerspruch herleiten gegen das Zusammenbestehen der An- 
nahme 1, da8 die Punkte p,, ..., p,,, ein pseudoeuklidisches (n -+- 3) -Tupel 
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bilden, und der eben bewiesenen Tatsache, daB die Punkte p,,..., p,,, 
ein pseudoeuklidisches (mn +- 3)-Tupel bilden. Wir nennen zu diesem Zweck 
H, (i=2,...,m+1) die Hyperebene durch die Punkte pj,...,p;_,, 
Phare sos Ein und } ae die Hyperebene durch die Punkte 
Par +++ Pi, Wir bezeichnen ferner mit pi,, (¢=2,...,.n+1,n+4) 
den zu p’., hinsichtlich H; symmetrischen Punkt. Da die Punkte 
Po» -++> Pas, ein pseudoeuklidisches (nm + 3)-Tupel bilden, so mu der 
Punkt p/,, gleich weit von den n+ 1 Punkten pf, , entfernt sein. Offen- 
bar ist H,,,—H, und mithin pr*+$=—p',. Es miissen also die n+ 1 
Punkte pi,, auf der Sphire S liegen, welche auch die n+ 1 Punkte 
Pris tragt. 

Damit sind wir bei einem Widerspruch angelangt. Nach Annahme 5 
enthalt weder H, noch Aas den Punkt p/,,. Die Ebene H,,,, welche 
durch die Punkte Py>+++> Pa, P,,, bestimmt wird, ist daher sowohl von 
H,, als auch von H,,, verschieden. Mithin ist der Punkt p**} sowohl 
von p},, als auch von p**} verschieden. Betrachten wir nun das (n — 1)- 
dimensionale Simplex, welches durch die Punkte p),..., p’, p,,, bestimmt 
wird, und lassen wir dasselbe um die (m — 2)-dimensionale Ebene durch 
die Punkte pj, ..., Pp. als Achse rotieren! Die Kreislinienbahn, welche der 
Punkt p’, bei dieser Bewegung beschreibt, schneidet die Sphire S$ in 
zwei Punkten. Diese beiden Punkte sind die einzigen Punkte von S, 
welche Spiegelbilder von p’, hinsichtlich einer Hyperebene durch die 
Punkte p;,..., p, sein kénnen. Mehr als zwei solcher Punkte kann S 
also nicht enthalten. Die Punkte p',, und pt} sind zwei solche auf S 
gelegene Spiegelbilder von p’,, nimlich hinsichtlich der Hyperebenen H, 
und H,, und diese beiden Punkte sind untereinander verschieden. Auch 
p+) ist ein avf S gelegenes Spiegelbild von p’,,, niamlich hinsichtlich 
der Hyperebene H,,,, und mu daher entweder mit p},, oder mit pt} 
zusammenfallen. Das ist aber ein Widerspruch, denn wir haben eben aus 
Annahme 5 hergeleitet, daB j"*} sowohl von p},,, als auch von p»*} 
verschieden ist. Damit ist Satz 5 bewiesen. 

Wir kénnen einen Teil unserer bisherigen Ergebnisse zusammenfassen, 
indem wir folgende Bezeichnungsweise einfiihren: Ein halbmetrischer 
Raum R heiBe pseudoeuklidisch vom Grade m, wenn er nicht in den R,, 
abstandstreu einbettbar ist, obwohl je n+-2 Punkte von R in den R, 
abstandstreu einbettbar sind. 

Es gilt dann auf Grund unserer bisherigen Resultate folgendes eigen- 
artige 

Theorem I. Jeder vom Grade n pseudoeuklidische Raum enthdlt 
genau n+ 3 Punkte. Fiir jedes n> existieren vom Grad n pseudo- 
euklidische Raume, welche genau n-+-3 Punkte enthalten. 
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7. Ein Kriterium fiir die Einbettbarkeit von m + 3 Punkten in den R,,. 


Wir leiten nun eine Bedingung her, die von euklidischen (n + 3)- 
Tupeln erfiillt und von pseudoeuklidischen (n+ 3)-Tupeln nicht erfiillt 
wird. Sind n+ 3 Punkte p,,..., p,,, vorgelegt, so zeigen wir, daB 
D(p,, -++s Pyxg)= 9 eine Bedingung der gewiinschten Art ist**). 

1. Sind die n+ 3 Punkte in den R, abstandstreu einbettbar, so 
auch in eine n-dimensionale Ebene des R,,,, also auch in eine Hyper- 
ebene des R,,,, und bestimmen daselbst ein (n+ 2)-dimensionales 
Simplex mit dem Volumen 0. Also gilt nach der Volumsformel 
D (Py) +++) Pass) =9- 

2. Wir wollen zeigen, daG, falls die Punkte p,,..., p,,, eim pseudo- 
euklidisches (n-+-3)-Tripel bilden, D(p,,...,p,,,) +0 gilt. Wir er- 
setzen zu diesem Zweck in der Beziehung D(p,,..., p,,,)=0 den Term 
Pus Pnsg durch x und bezeichnen die so entstehende Gleichung in z* 
mit D(z*)=0. Die Gleichung D(x*)=0 kann nicht identisch ver- 
schwinden, denn der Koeffizient von x* ist — D(p,,..., p,,,), und diese 
GréBe ist +0. Da namlich die Punkte p,,...,p,,, nach Annahme ein 
pseudoeuklidisches (n -+-3)-Tupel bilden, so sind die Punkte p,,..., p,,, 
in den R,, aber nicht in den R,_, abstandstreu einbettbar, und ihre 
Bildpunkte im RF, bestimmen ein n-dimensionales Simplex, dessen Volumen 
+0 ist, so daB nach der Volumsformel D(p,,...,p,,,) +0 ist. Die 
Gleichung D(x*)=0 hat also zwei Lésungen, die wir mit 2* und %* 
bezeichnen wollen. Unsere Behauptung ist bewiesen, wenn wir zeigen, daB der 
pseudoeuklidische Abstand p, ,, p,,,, die Gleichung D(x*) =0 nicht befriedigt. 

Um dies zu zeigen, betrachten wir in einer n-dimensionalen Ebene J 
des R,,, ein System von Punkten p/,... > Pasi? so daB pi pi = pp, 
(t,k=1,...,m-+1) gilt. Ferner betrachten wir eine Hyperebene H des 
R44, welche J enthalt. In H, aber auBerhalb von J, wahlen wir zwei 
Punktefolgen {p*,} und {Pps} (k=1,2,... ad inf.), so daB 


lima a Pea yg und tim a Pas =p, ,, ist. Es gilt dann offenbar: 
lim Phys P= Pasa Pe> Ti Pg B= Poa Pe» 
(ft) ee 
fies D Psa Pris = Paso Pass’ 


Da fiir jedes & die Punkte p/,..., p’,,, p¥,,., p*,, in H liegen, so gilt nach 
der r Volamatormnel fiir jedes k die Beziehung D(p/,..., p’.,, p¥,., p¥,,) =0. 


1) Ubrigens lieBe sich diese Bedingung, obwohl ihre Giiltigkeit fiir euklidische 
(n+8)-Tupel nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist, vermutlich durch 
eine wesentlich schwachere Bedingung ersetzen, die bereits hinreichend ware. 

g* 
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durch 


Wir ersetzen in der k-ten dieser Beziehungen den Term p* , pF. 


x und bezeichnen die so entstehende Gleichung in z* mit D,(z*)=0. Sie 
hat zwei Lésungen, namlich 27 = (pes p*.)” und Zi=(pi, p*,,)” : 
wobei p* , das Spiegelbild des Punktes p/,, hinsichtlich J in H be- 
zeichnet. Es ist ; 


Tim | Ps Pes = Pres Piss! = lim |s, — %,|=0. 


Die Diskriminante der Gleichung D,(z*)=0, d.h. das Quadrat von 
|2? — Z2| hiangt stetig von den GroBen p/p; ab. Also gilt wegen (f) 
fiir die beiden Lésungen z* und Z* der Gleichung D(zx*)=0 
|2* — Z*| = lim a | — £2|, und daher ist |x*— %*|=0. Die Gleichung 


D(xz*)=0 hat “also eine Doppelwurzel. Eine Lésung von D(z*) = 0 ist 
aber sicher p’,,p,,,. Dies ist also die Doppelwurzel der Gleichung, 
und eine davon verschiedene Lésung besitzt D(x*)=0 nicht. Da 
Pare Passt Pass Piss gilt, ist also D((p, ss Pass) )= D(p,, em Pass) + 0, 
wie behauptet. Wir kénnen mithin sagen: 


Satz 6. Hin System von n+ 3 Punkten p,,..., ~,,, 1st abstands- 
treu in den R, dann und nur dann einbettbar, wenn je n+2 Punkte 
abstandstreu in den R, eingebettet werden kénnen und die Beziehung gilt: 
D(p,, hae. Puss) - 0. 


8. Zuriickfiihrung des Problems auf die Einbettung von 
2 -+ 1 Punkten in den R,,. 


Durch die Satze 5 und 6 ist unser Problem zuriickgefiihrt auf die 
Frage nach den Bedingungen, unter denen n+ 2 Punkte abstandstreu in 
den R, eingebettet werden kénnen. Wir beweisen diesbeziiglich einen 
Satz, welcher das Problem weiter reduziert, nimlich auf die Frage nach 
den Bedingungen fiir die Einbettbarkeit von n+ 1 Punkten. 


Satz 7. Die n+2 Punkte p,,...,p,_. sind abstandstreu in den 
R,, dann und nur dann einbettbar, wenn je n+-1 Punkte abstandstreu in den 
R,, eingebettet werden kénnen und die Beziehung gilt: D(p,, ...; Paso) =9- 

Die Notwendigkeit der Bedingung bildet den Inhalt von Satz 3. 
DaB die Bedingung auch hinreichend ist, zeigen wir nun mit Hilfe einer 
bereits im vorangehenden verwendeten Methode. 

Wir nehmen an, es liegen n + 2 Punkte p,,..., p,,, vor, von denen 
je n+1 im den R, abstandstreu eingebettet werden kénnen und die der 
Bedingung D(p,, ..-, P,,3)=9 geniigen. Es sind zwei Faille méglich: 

A. Entweder sind je n--1 von den n+ 2 Punkten abstandstreu in 
den R,_, einbettbar. Dann kénnen alle n-+-2 Punkte abstandstreu in 


den R,_, eingebettet werden. Denn da je n +1 von ihnen in den R, , 














ee 


— 
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eingebettet werden kénnen, so miiBten die n-+ 2 Punkte, falls sie nicht 
abstandstreu in den R,_, eingebettet werden kénnten, ein pseudoeuklidisches 
(n +-2)-Tupel bilden. Dann ware aber die Bedingung D(p,,..., p,,,,) =0 
nach Satz 6 nicht erfiillt. 

B. Oder es existieren n +1 unter den n + 2 Punkten, etwa p,, ..., 9,55 
die nicht abstandstreu in den R,_, eingebettet werden kénnen. Dann be- 
stimmen wir im R, ein System von Punkten p/,..., ae so daB 
P,P, = P,P, gilt (¢,k=1,...,.n+1). Die Punkte p’,..., p’,, liegen 
nicht in einer Hyperebene des R,. Wir ersetzen in der Beziehung 
D(p,, ---; Py_g) =9 den Term p,,,p,,, durch x und bezeichnen die 
so entstehende quadratische Gleichung in z* mit D(z*)=0. Diese Glei- 
chung kann nicht identisch verschwinden, denn der Koeffizient von 2‘ ist 
— D(p,,---) Py_s)= — D( pf, .--, pi_,), und diese GréBe ist +0. 
Denn wire sie = 0, so lagen die Punkte p/,...,p’_, in einer (n —2)- 
dimensionalen Ebene des R,, was unmédglich ist, da sonst die Punkte 
p{, ---» p, in einer Hyperebene lagen, im Widerspruch zur Voraussetzung. 
Die Gleichung D(x*) = 0 hat also héchstens zwei Lésungen. Die Gleichung 
bleibt unverandert, wenn man in ihr p,;p, durch pip; (t,k=1,...,n+2) 
ersetzt. Bezeichnet p/,, das Spiegelbild von p’ , hinsichtlich der Hyper- 
ebene durch die Punkte p/,..., p/, so gilt D(p!,..., pr..>P,49) =0 
und D(pi,..., Poss Pp, ..)= 0. Es sind also ai Ps) und (p,., B42)” 
die Lésungen der Gleichung D(x*)=0. Einem dieser beiden Werte mu8 
(P.+1Pn+2) gleich sein. In beiden Fallen aber existiert ein zu den Punkten 
Pr, +++» Pasq abstandsgleiches System von Punkten im R,, namlich 
Pio-++> Pass Pagg DEW. Pi, +++» Pi.s>P,,9- Damit ist Satz 7 bewiesen. 


9. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Einbettbarkeit 
von »-+1 Punkten in den R,,. 


Durch Satz 7 ist unser Problem zuriickgefiihrt auf die Frage nach 
den Bedingungen fiir die Einbettbarkeit von n-+1 Punkten in den R,. 
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: Ist die reelle Zahl a positiv oder 
Null, also nicht negativ, so schreiben wir signa + sign(— 1); ist a nicht 
positiv, so schreiben wir signa +sign(+1). Wir beweisen nun: 

Satz 8. Notwendig und hinreichend, damit die n-+-1 Punkte 
Pr» +++» Puy, Gbstandstreu in den R, einbettbar seien, ist, dap je 
n Punkte abstandstreu in den R,_, eingebettet werden kénnen und dap 
sign D(p,, ---, Pasi)  8ign(—1)" gilt. 

Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus der Volumsformel (8.119). 
In der Tat, wenn n +1 Punkte p,,..., p,,, abstandstreu in den R, ein- 
bettbar sind, so bestimmen ihre Bildpunkte im R,, pj, ..., ein 


, 
n+1? 
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n-dimensionales Simplex mit dem Volumen v(p/,..., p;,,). Der Volums- 
formel zufolge ist das Produkt von D(pi,...,p,,,)=D(p,,---» P,,;) 
mit (—1)"** und einem positiven Faktor gleich der positiven .Zahl 
v* (pi, ---, P.,,)- Es kann mithin sign D(p,, . nicht 
= sign(— 1)” sein. 

Um zu zeigen, da8 die Bedingung auch hinreichend ist, betrachten 
wir n-+1 Punkte p,,...,p,,,, von denen je n abstandstreu in den | 2 
einbettbar sind. Es sind zwei Fille méglich: 

A. Entweder sind je n von den Punkten abstandstreu in den R, , 
einbettbar. Dann bilden die » + 1 Punkte entweder ein euklidisches oder 
ein pseudoeuklidisches (nm + 1)-Tupel. Im ersteren Fall sind sie abstandstreu 
in den R,_., also a fortiori in den R, einbettbar. Der zweite Fall 
kann, wie wir zeigen wollen, nicht eintreten, falls die Bedingung 
sign D(p,,..-,; P,.,) # sign(—1)” erfiillt ist. Mit anderen Worten: wir 
wollen zeigen: Falls die Punkte p,, ..., p,,, ein pseudoeuklidisches (nm -+-1)- 
Tupel bilden, so ist sign D(p,,..., p,,,) = sign(— 1)” *). 

Wir ersetzen im Ausdruck D(p,,...,p,,;) den Term p,p,,, durch 
x und bezeichnen die so entstehende quadratische Funktion von x? mit 
D(az*). Aus Satz 6 und seinem Beweis geht hervor, daB die Gleichung 
D(x*)=0 eine von (p,p,,,)* verschiedene Zahl als Doppelwurzel be- 
sitzt. Das Vorzeichen des Funktionswertes D(x*) ist also fiir alle Werte 
von x*, ausgenommen die eine Nullstelle, gleich. Fiir sehr groBe Werte 
von 2z* stimmt das Vorzeichen des Funktionswertes mit dem Vorzeichen 
des Koeffizienten von x‘ iiberein. Dieser Koeffizient ist — D(p,,..., p,_)- 
Da die Punkte p,, ..., p,, ein pseudoeuklidisches (n +- 1)-Tupel bilden, so 
sind die Punkte p,,...,p,_, in den R,_,, aber nicht in den R,_, ab- 
standstreu einbettbar. Wir kénnen mithin im R,_, ein zu den Punkten 
Py>-++> Py_y Sbstandsgleiches System von Punkten p/,..., p/_, angeben, 
die nicht in einer Hyperebene des R, , liegen und mithin ein (n — 2)- 
dimensionales Simplex mit nicht-verschwindendem Volumen bestimmen. 
Wegen der bereits bewiesenen Notwendigkeit der Bedingung von Satz 8 
ist also sign D(pi,..., p’_,)=sign D(p,, ..., p,_,) = sign(— . 
Das Vorzeichen des Koeffizienten von x‘ und mithin das Vorzeichen von 
D(2x*) fiir hinreichend grofe z* ist folglich = sign(—1)". Demnach ist 
fiir alle x*, ausgenommen die Nullstelle von D(z*), sign D(x*)=(—1)". 
Wenn also sign D(p,, ..., p,,,) + sign(—1)” vorausgesetzt wird, so kann 
der Fall eines pseudoeuklidischen (n-+1)-Tupels nicht vorliegen und 
die n +-1 Punkte sind im Fall A abstandstreu in den R,, einbettbar. 


#2) [Zusatz bei der Korrektur]: Daraus (und iibrigens schon aus den Uber- 
legungen von S. 131) geht zugleich hervor, daf ein pseudo-euklidisches Punktsystem in 
keinen euklidischen Raum irgend einer Dimension abstandstreu einbettbar ist. 
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B. Oder es sind n von den n +1 Punkten, etwa die Punkte p,,..., p,, 
nicht abstandstreu in den R, _, einbettbar. Wir betrachten im R, eine 
Hyperebene H und bestimmen in ihr ein zu den Punkten p,,..., p, ab- 
standsgleiches System von Punkten p/,...,p,. Da die Punkte p/,..., p, 
nicht in einer (n — 2)-dimensionalen Ebene des R, liegen, so liegen die 
Punkte p/,...,p%_, nicht in einer (mn —3)-dimensionalen Ebene. Die 
Punkte p,,...,P, 1» Pa4i Sind abstandstreu in den R,_, einbettbar. Wir 
kénnen also in irgendeiner die Punkte p/,...,p*_, enthaltenden Hyper- 


ebene einen Punkt p’ bestimmen, der fiir i=—1,...,%—1 von P; den 
Abstand p,,,p; hat. Wir lassen nun das (nm — 1)-dimensionale Simplex, 
welches durch die Punkte p{,..., p'_,,p’ bestimmt wird, um die 


(nm — 2)-dimensionale Ebene durch die Punkte p/,...,p'_, als Achse 
rotieren. Die Kreislinie K, welche der Punkt p’ bei dieser Bewegung 
beschreibt, ist die Menge aller Punkte, die fiir ¢=1, ...,.m—1 von 
p, den Abstand p,,,p; haben. K hat mit H zwei Punkte gemein, die 
wir p und p nennen wollen. (Die beiden fallen dann und nur dann 
zusammen, wenn die Punkte p,,..., ~, 3, Pay, in den R,_, abstands- 
treu einbettbar sind.) Da K auf H senkrecht steht, so sind p und p die- 
jenigen unter den Punkten von K, welche vom Punkt p’ den kleinsten 
und den gréBten Abstand haben. Ist etwa p’ p< p/p, so existiert fiir 
jeden Wert x, welcher den Ungleichungen p’p<z<p,p geniigt, ein 
Punkt p’,, von K, der den Abstand x von p’ hat, und es existieren 
dann also im R, n+1 Punkte p/,..., p,,, so daB pip; = p,p, 
(t,k=1,...,m+1) gilt. 

Wir betrachten nun fiir unsere n-+1 Punkte den Ausdruck 
D(P,, +++; P_4,)- Wir ersetzen in ihm den Term p,p,,, durch x und 
bezeichnen die so entstehende quadratische Funktion von z* mit D(zx*). 
Nach der Volumsformel ist D(a*) dann und nur dann =0, wenn die 
Punkte p,,..., ~,,, abstandstreu in den R,_, einbettbar sind. Durch- 
lauft p’ die Menge K, so verschwindet D(p{,...,p,, p’) fir p’ =p und 
p’ =p, und nur fiir diese Werte. Beriicksichtigen wir, da P; P, = PP, 
(¢,k=1,,..,n-+1, ausgenommen i =n, k=—n-+1 und i=n+1,k=n) 
gilt, so sehen wir, daS D(x*) als Nullstellen die beiden Werte (p;, p)° 
und (p’ p)* hat. Der Koeffizient von x‘ in D(x*)=0 ist —D(p,,.--,Py_s)s 
also ist D(z*)=— D(p,,.--)P,_1)-[2*—(p, B)*}-[2* —(p, P)*]. Es 
gilt sign D(p,,..., p,_,) =sign(—1)"~*. Wenn also sign D(x*)+(—1)" 
ist, dann mu8 sign [(x* — (p’ p)*)(z* — (p,p)*)] + sign(+1) sein, also 
(p.p)*<2*<(pp)* gelten. Falls fiir unsere n+1 Punkte die Vor- 
aussetzung gilt: sign D(p,, ..., P,,,)+sign(—1)", dann ist also 
(p, B)* <p, p,,,)*<(p,B)*, und dann sind nach dem Bewiesenen die 
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Punkte p,,..., ~,,, abstandstreu in den R, einbettbar. Damit ist Satz 8 
bewiesen. 


10. Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Einbettbarkeit 
eines Raumes in den R,,. 


Die bisher bewiesenen Satze zusammengenommen ergeben das 

Theorem II. Damit ein halbmetrischer Raum R abstandstreu in 
den R, (n=>0) einbettbar sei, ist notwendig und hinreichend die Giiltig- 
keit folgender Bedingungen: 

(B".,): Fiir je n+ 2 Punkte von R gilt D(p,,..., Py, 2) =9. 

(B,): Fir jedes kgn+2 und fiir je k Punkte von R gilt 
sign D(p,, ..-, p,) + sign(—1)*~*. 

Enthalt R genau n+3 Punkte, dann wird die Hinbettbarkeit in 
den R, durch die Bedingungen By. und B, (k <n-+- 2) nur gewahr- 
leistet, wenn noch die zugleich auch notwendige Bedingung erfiillt ist: 

(Brss)? D( py, +++) Pass) =9- 

Damit ein in den R,, abstandstreu einbettbarer Raum nicht in den 
R,,_, abstandstreu einbettbar sei, ist notwendig und hinreichend die Be- 
dingung 

(B"~*): R enthdlt n+1 Punkte, fiir die D(p,,...,p,,,) +0 ist. 

Man bemerkt, da8 keinerlei Voraussetzungen iiber Separabilitit oder 
auch nur tiber die Miachtigkeit von R notwendig sind. 

Eine Betrachtung der Bedingungen unseres Theorems zeigt auch, 
warum die Aussage nicht nur fiir metrische, sondern fiir beliebige halb- 
metrische Raume gilt, mit anderen Worten: warum die Giiltigkeit der 
Dreiecksungleichung nicht eigens vorausgesetzt werden mu8. Fiir einen 
Raum, der mit einer Teilmenge eines R, abstandsgleich ist, gilt die 
Dreiecksungleichung von selbst. Anderseits wird sie auch durch die Be- 
dingungen unseres Theorems gewihrleistet. Denn angenommen, es sei fiir 
je drei Punkte von R, sign D(p,, p,, p,) + sign(—1)*, also 


(t) D(P,, Py: Ps) SO. 
Es ist 
Ht) D(P,, Py» Ps) = — (Py Py + Py Ps + Pa Pz) (P,P: — Py Ps + Po Ps) 
(P, Po — Py Py + Po Ps)(— Py Ps + P; Ps + Po Ps )> 


und man bestitigt sofort, daB aus (¢) und (ft) folgt, daB jeder der drei 
letzten Faktoren auf der rechten Seite von (ff) nicht-negativ ist. Die 
Bedingung B; ist also mit der Dreiecksungleichung aquivalent, was iibrigens 


ek oa a 
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a priori klar ist, da ja die Dreiecksungleichung nichts anderes ist als die 
Bedingung fiir die abstandstreue Einbettbarkeit dreier Punkte des Raumes 
in die Ebene. 


Sogar wenn wir iiber den Raum R blo8& voraussetzen, daB je zweien 
seiner Punkte x und y eine nicht-negative Zahl zy = yx zugeordnet ist, 
auch dann ist R auf Grund der Bedingungen unseres Theorems eo ipso 
ein halbmetrischer und mithin metrischer Raum. Denn B; und B’ be- 
sagen, daB zwei Punkte p, und p, dann und nur dann abstandstreu in 
den R, einbettbar, d. h. identisch sind, wenn D(p,, p,) = 0 ist. Nun ist 
aber D(p,, P,) = 2-(p, Py)’ Es ist also p,p,=0 fiir p,=p, und 
P,P, > 0 fiir p, + p,. Die beiden Bedingungen, die man in die Definition 
des metrischen Raumes neben die Symmetrie und Nichtnegativitaét der 
Abstandsfunktion aufnimmt, namlich die Nullbedingung und die Dreiecks- 
ungleichung, stellen sich also als die Bedingungen B;’, B* und B, dar. 


Im Fall n= 1, d. h. fiir die abstandstreue Einbettbarkeit eines Raumes R in die 
Gerade, ist, falls R mebr als 4 Punkte enthilt, notwendig und hinreichend die Be- 
dingung B;, d.i. D(p,,p,,p,)=0. Nach (++) bedeutet dies, daB einer der drei 
letzten Faktoren auf der rechten Seite von (++) verschwindet. Unter Zugrundelegung 
der ,Zwischen“-Bezeichnung besagt dies, daB von je drei Punkten von R einer 
zwischen den beiden anderen liegt, also die Biedermannsche Bedingung (siehe Vor- 
bemerkung). Enthailt R 4 Punkte, dann mu8 noch eine Bedingung, etwa B,, d. i. 
D (Pi, Pes Ps» Py) = 9, hinzutreten, um die pseudoeuklidischen Quadrupel auszuschlieBen. 


11. Charakterisierung des F,,, des Halb- R,, und der euklidischen 
konvexen Kérper. 


Es sei {p,} (n =1,2,... ad inf.) eine Folge von Punkten des halb- 
metrischen Raumes R, so daB fiir jede Zahl ¢ > 0 eine natiirliche Zahl n 
existiert mit der Eigenschaft, da® fiir je zwei natiirliche Zahlen n’>n 
und n”>n |p p,.— P,P, |< gilt. Dann heiB®t die Punktefolge eine 
Cauchysche Folge. Ein halbmetrischer Raum FR heiSt vollstdndig, wenn 
R zu jeder Cauchyschen Punktefolge einen Haufungspunkt enthalt. In 
einem euklidischen Raum sind die abgeschlossenen Mengen, und nur diese, 
als metrische Raume aufgefaBt, vollstandig. Notwendig und hinreichend, 
damit ein in den R, abstandstreu einbettbarer Raum R abstandsgleich 
mit einer abgeschlossenen Teilmenge des R, sei, ist demnach, daB R 
vollstandig ist. 

Ein halbmetrischer Raum RF heibt konvex (vgl. die erste Untersuchung 
iiber allgemeine Metrik), wenn R zu je zweien seiner Punkte a und 6 einen 
Punkt ¢ zwischen ihnen enthialt, so daB ac+cb=ab gilt. Ein voll- 
standiger konvexer Raum enthilt zu je zweien seiner Punkte (a. a. O. 8. 87) 
eine zwischen den beiden Punkten zusammenhingende Menge von Zwischen- 
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punkten. Im R, ist die Menge aller Punkte zwischen den Punkten a 
und 6} identisch mit der durch a und 6 bestimmten Strecke. 

Ist also ein vollstandiger konvexer Raum in den R,, aber nicht in 
den R,_, abstandstreu einbettbar, dann ist die mit R abstandsgleiche 
Teilmenge des R, abgeschlossen, sie liegt nicht in einer Hyperebene des 
FR, und sie enthalt zu je zweien ihrer Punkte die durch dieselben be- 
stimmte Strecke. Sie ist also ein konvexer n-dimensionaler Kérper im 
Sinn der klassischen Definition, und zwar ein beschrinkter oder un- 
beschrinkter, je nachdem der Raum R kompakt ist (d.h. zu jeder seiner 
unendlichen Teilmengen ein Haufungselement enthalt) oder nicht. Damit 
ein in den R,, aber nicht in den R,_, abstandstreu einbettbarer Raum R 
mit einem konvexen n-dimensionalen Kérper abstandsgleich sei, ist also 
notwendig und hinreichend Vollstaindigkeit und Konvexitaét (im Sinne der 
Konvexititstheorie) von R. 

Satz (7). Enthalt die abgeschlossene Menge A des R, zu je zweien 
ihrer Punkte p, und-p, 1. einen Zwischenpunkt von p, und p,, 2. einen 
Punkt p', so da8 p, zwischen p* und p, liegt, 3. einen Punkt p*, so 
da8 p, zwischen p* und p, liegt, dann enthalt die Menge A zu je zweien 
ihrer Punkte die durch sie bestimmte Gerade als Teilmenge. Enthilt die 
abgeschlossene Menge A des R, zu je zwei Punkten p, und p, 1. einen 
Zwischenpunkt von p, und p,, 2. entweder einen Punkt p'’, so daB p, 
zwischen p* und p, liegt, oder einen Punkt p*, so daB p, zwischen p* 
und p, liegt, — dann enthalt die Menge A zu je zweien ihrer Punkte 
mindestens eine der beiden durch sie bestimmten Halbgeraden. 

Wir beweisen etwa den zweiten Teil des Satzes (der erste Teil kann 
ganz analog bewiesen werden). Ware die Behauptung unrichtig, so ent- 
hielte die Menge A zwei Punkte und blo8 Punkte eines begrenzten Stiickes 
von der durch sie begrenzten Geraden g, also wegen der Konvexitat von 
A ein abgeschlossenes Intervall von g. Zu den Endpunkten p, und p, 
des betreffenden Intervalles enthielte A nach Voraussetzung entweder einen 
Punkt p* oder einen Punkt p*, also jedenfalls einen Punkt von g auBer- 
halb des Intervalls. Das ist ein Widerspruch. 

Satz (tt). Enthalt eine abgeschlossene konvexe Menge A des R,, 


n +-1 Punkte, welche nicht in einer Hyperebene liegen, und die a(s+) Ge- 
raden durch je zwei von diesen Punkten, dann ist A mit dem R, identisch. 
Der Beweis von Satz (tf) liegt auf der Hand. Unter Beriicksich- 
tigung von Satz (+) folgt aus ihm: 
Damit ein in den R,, aber nicht in den R,_, abstandstreu einbett- 
barer Raum mit dem R, abstandsgleich sei, ist notwendig und hinreichend, 
daS R vollstindig ist und daB R zu je zweien seiner Punkte p, und p, 
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enthalt: 1. einen Zwischenpunkt; 2. einen Punkt p', so daB p, zwischen 
p* und p, liegt; 3. einen Punkt p*, so daB p, zwischen p* und p, liegt. 
Damit ist die Charakterisierung des R,, erledigt. 

Satz (ttt). Voraussetzung: Es sei A eine abgeschlossene Menge des 
R,, welche nicht in einer Hyperebene des R, liegt, und welche zu je 
zweien ihrer Punkte p, und p, enthialt: 1. einen Zwischenpunkt; 2. ent- 
weder einen Punkt p', so daB p, zwischen p* und p, liegt, oder einen 
Punkt p*, so daB p, zwischen p* und p, liegt. Behauptung: A ist ent- 
weder identisch mit dem R, oder identisch mit einem Halb-R, . 

Die Behauptung ist fiir n —1 eine unmittelbare Folge von Satz (Tt). 
Wir nehmen an, sie sei bereits bewiesen fiir n—1. Es sei dann A eine 
Menge, welche die Voraussetzungen von Satz (tft) erfiillt. A enthilt 
n-+-1 Punkte, p,,...,9,,,, Welche nicht in einer Hyperebene liegen. 
Ist A mit dem R, identisch, so sind wir am Ziel. Andernfalls ist nach 


Satz (t+) mindestens eine von den aint) Geraden durch die Punkte p, 


und p, (t¢,k=1,...,%-+-1) nicht zur Ganze in A enthalten. Wir denken 
die Bezeichnung so gewahlt, daB die Gerade g durch p, und p,,, nicht 
ganz in A enthalten ist. 

Es sei g, jene in A enthaltene Halbgerade von g, zu der keine um- 
fassendere in A enthaltene Halbgerade existiert. Es sei e, der Endpunkt 
von g,. Mit g, (¢=1,2,...,m—1) bezeichnen wir die zu g parallele 
Gerade durch den Punkt p;. Auch jede einzelne dieser n — 1 Geraden g, 
kann nicht zur Ginze in A liegen. Denn wire dies fiir g, der Fall, so 
kénnten wir eine in g, dichte Folge {p,} (k =1, 2,... ad inf.) von Punkten 
bestimmen und alle Punkte p, gehérten zu A; dann lige auch fiir jedes k 
die Strecke durch p, und e, in A und es wire, wegen der Abgeschlossen- 
heit von A die abgeschlossene Hiille von der Summe aller dieser Strecken 
Teil von A; diese enthielte aber g —J,, wahrend die letztere Menge zu A 
fremd vorausgesetzt ist. 

Wir kénnen also fiir i=1,...,2—1 auf der Geraden g, einen 
Punkt e; bestimmen, so daB die durch e, begrenzte zu g, gleichgerichtete 
Halbgerade 9; von g,; Teil von A und die andere Halbgerade zu A fremd 
ist. Die n Punkte e,,...,¢, bestimmen eine Hyperebene; denn lagen sie 
in einer (n —2)-dimensionalen Ebene, so lagen wegen der Parallelitat der 
Geraden g, die n +1 Punkte p,,...,p,,, in einer Hyperebene, was nach 
Voraussetzung nicht der Fall ist. Nach dem fiir n—1 als bewiesen an- 
genommenen Satz (tft) ist mindestens eine Halfte von H, etwa die Halb- 
Hyperebene H,, Teil von A. Jede Halbgerade durch einen Punkt p von H,, 
die zu g, parallel und gleichgerichtet ist, ist daher Teil von A. Denn 
wahlen wir auf g, eine Punktefolge g, (k=1,2,... adinf.), so daB 








140 K. Menger. 


lim pq, =o ist, so ist die abgeschlossene Hiille von der Summe aller 
k=@ 


Strecken durch p und qg, Teil von A; diese Menge enthalt aber die in 
Rede stehende Halbgerade. Also ist der eine der beiden an H, grenzenden 
Viertelriume, er heiBe V,, Teil von A. 

Wir zeigen nun, da8 das Innere des an H grenzenden zu V, fremden 
Halb-R,, er heiBe V, ,, zu A fremd ist. Sei nimlich p ein innerer Punkt 
von V,,. Es sei q ein innerer Punkt von H, derart, daB die Gerade g, 
und die Strecke durch p und q in einer Ebene liegen. Wiirde nun pin A 
liegen, dann wiire auch die Strecke zwischen p und gq Teil von A; dann 
enthielte aber A eine J, als echten Teil enthaltende Halbgerade von g, 
als Teil und dies widerspricht der Voraussetzung. Also ist p nicht Punkt 
von A und das Innere von V, , zu A fremd. 

Betrachten wir nun einen Punkt a der (n — 2)-dimensionalen Rand- 
ebene der Halbhyperebene H, und die zu @, parallele und gleichgerichtete 
Halbgerade g, durch a. Auf g, wihlen wir eine gegen a konvergente 
Punktefolge {a,} (k =1,2,...adinf.). Wir verbinden fiir jedes k den 
Punkt a, mit einem inneren Punkt A von H,. Da von jeder Geraden, 
welche mit A zwei Punkte gemein hat, nach Satz (+) mindestens eine 
Halbgerade Teil von A ist, und da V,, zu A fremd ist, so mu fiir 
jedes k die Haibgerade von A iiber a, ins Unendliche Teil von A sein. 
Auch die abgeschlossene Hiille von der Summe aller dieser Halbgeraden 
ist in A enthalten. Diese Menge enthalt aber eine Halbgerade der Halb- 
Hyperebene H, = H — H,, namlich die Halbgerade von A iiber a ins Un- 
endliche. Indem wir a die ganze (m — 2)-dimensionale Randebene der 
beiden Halbhyperebenen H, und H, durchlaufen lassen, erkennen wir, da8 
ganz H,, also ganz H, Teil von A ist. Mithin ist der eine an H grenzende 
Halb-R, Teil von A, wihrend das Innere des anderen, namlich V, ,, zu 
A fremd ist. Falls also A nicht mit dem R, identisch ist, ist A ein 
Halb-R,, womit Satz (+tt) bewiesen ist. 

Fassen wirdie Resultate dieses Abschnittes zusammen, so kénnen wir sagen : 

Theorem III. Damit ein halbmetrischer Raum abstandsgleich set 
a) mit dem R,, b) mit dem Halb-R,,, c) mit einem n-dimensionalen kon- 
veren Kérper des R,, — ist notwendig und hinreichend, daB R vollstandig 
sei, dap R die Bedingungen B*,,., B, (k <n +1) und B*” von Theorem I 
erfillt und dag R zu je zweien seiner Punkte p, und p, enthdlt: 

a) einen Zwischenpunkt, einen Punkt p', so daB p, zwischen p* 
und p, liegt, und einen Punkt p*, so dap p, zwischen p* und p, liegt; 

b) einen Zwischenpunkt und entweder einen Punkt p* oder einen 
Punkt p® von den erwahnten Eigenschaften, aber nicht fiir je zwet Punkte 
p, und p, sowohl einen Punkt p* als auch einen Punkt p*; 
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c) einen Zwischenpunkt. 


Die Bedingung By,; muB8 nicht vorausgesetzt werden, weil ein kon- 
vexer Raum sicher unendlich viele Punkte enthalt. Aus Stetigkeitsgriinden 
wiirde es natiirlich auch geniigen, die Bedingungen By',. und B, (k<n+1) 


in Theorem II blo8 fiir die Punkte einer abzahlbaren in R dichten Menge 
vorauszusetzen. 


12. Ausblicke. 


Wir sind im vorangehenden geradewegs auf die Lésung des eingangs 
formulierten Problems losgeschritten und haben manche fiir dieses Ziel 
unerhebliche Verscharfung, welche wir den Zwischenresultaten hiitten geben 
kénnen, vernachlassigt. Auch sind wir auf diverse Konsequenzen unserer 
Ergebnisse fiir Determinanten und speziell fiir gerinderte symmetrische 
Determinanten mit Diagonalgliedern Null nicht eingegangen. 


Von geometrischen Problemen, welche durch die vorangehenden Unter- 
suchungen nahegelegt werden, seien die folgenden erwihnt: Die euklidi- 
schen Riaume und ihre Teilmengen sind gewi8 nicht die einzigen, deren 
Metrik sich durch Relationen zwischen ihren endlichen Punktesystemen 
charakterisieren laBt. Welches sind die anderen Raume, fiir welche dies 
méglich ist? Insbesondere sollte eine solche Charakterisierung fiir die 
Rdume von konstanter Kriimmung und deren Teilmengen geliefert werden 
und eventuell durch Heranziehung von Relationen zwischen abzahlbaren 
Punktsystemen, fiir den Hilbertschen Raum), Ferner geben unsere Uber- 
legungen Mittel zur systematischen Aufzdhlung gewisser nicht-euklidischer 
Metriken an die Hand, insbesondere auch fiir den Fall nicht-reeller Ab- 
stiinde. Da weiters die Untersuchung jener Punktetripel eines allgemeinen 
metrischen Raumes, fiir welche D(p,, p,, 3) = 0 ist, groBe Fruchtbarkeit 
gezeigt hat, indem wir auf sie eine Theorie der Konvexitaét begriinden 
konnten, so diirfte auch eine Untersuchung jener n-Tupel von Punkten 
eines metrischen Raumes, fiir welche D(p,,...,p,) = ist, zur Erkennt- 
nis gewisser metrischer Eigenschaften beitragen. Endlich lassen sich, wie 
in einem anderen Aufsatz ausgefiihrt werden soll, durch diese und ahnliche 
Uberlegungen gewisse differentialgeometrische Eigenschajten, wie z. B. die 
Kriimmung von Kurven und vielleicht auch die Kriimmung von Flachen 
erfassen. Sie lassen sich, auch wofern sie nicht im ganzen Raum kon. 
stant sind, als Limesausdriicke in allgemeinen metrischen Raumen defi- 
nieren und koordinatenlos behandeln. 

8) [Zusatz bei der Korrektur]: Vgl. iiber diese und verwandte Probleme 
meine inzwischen erschienenen Bemerkungen, Proc. Ac. Amsterdam 30, 8. 710, sowie 
Wiener akad. Anz. 1928, Nr. 12. 








142 K. Menger. 


Dritte Untersuchung: 
Entwurf einer Theorie der m-dimensionalen Metrik. 


I, Analyse der Abstandsmetrik. 
1. Stetigkeit der Metrik und Dreiecksungleichung. 
2. Bogenlange und Dreiecksungleichung. 
3. Vollstandigkeit der Dreiecksungleichung. 
II. Die n-dimensionale Metrik. 
. Die euklidische n-dimensionale Metrik. 
. Stetigkeit der Metrik und Simplexungleichung. 
Allgemeine n-dimensionale Metrik. 
Volumslimes und Abstandslimes. 
Das Verschwinden der Volumsfunktion. 
Das Nichtverschwinden der Volumsfunktion. 
. Die Vollstandigkeit der Simplexungleichung. 
. Flachenmetrik in Réumen mit Dreitripel- und Zweitripel- 
eigenschaft. 


gS Om go Po 


Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung wird fiir den metrischen Raum 
stets ohne irgendwelche Interpretation postuliert. Eine notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir irgendwelche Verniinftigkeitseigenschaften der 
Metrik scheint die Dreiecksungleichung allerdings nicht zu sein. Doch ver- 
suche ich durch einige Bemerkungen, welche den Inhalt des ersten Teiles 
dieser Untersuchung bilden, sie auf Grund gewisser naturgemaBer For- 
derungen an die Metrik wenigstens in gewissem Umfang plausibel zu machen. 

Im zweiten Teil gebe ich die Grundbegrifie und -tatsachen einer 
Theorie der n-dimensionalen Metrik an, in welche sich die in der mengen- 
theoretischen Geometrie bisher ausschlieBlich betrachtete Metrik als ein- 
dimensionaler Fall, als Abstandsmetrik, einordnet. Die Ausfiihrungen, in 
welchen das Problem der tatsichlichen Einfiihrung einer den allgemeinen 
Bedingungen geniigenden n-dimensionalen Metrik (das Problem der n-dimen- 
sionalen Metrisation) offen gelassen wird, sind als Vorstudien gedacht zu 
einer umfassenderen Behandlung des groBen Problems der Verkniipfung 
von MaB- und Dimensionsbegriff auf der Basis der mengentheoretischen 
Geometrie. 


I. Analyse der Abstandsmetrik. 


1. Stetigkeit der Metrik und Dreiecksungleichung. 
Es sei eine Menge gegeben, die wit als Raum und deren Elemente 
wir als Punkte bezeichnen. Eine ganz primitive (gleichsam bloB quali- 
tative) Abstandsmetrik besteht darin, daB je zwei Paare von Punkten a, b 








Untersuchungen iiber allgemeine Metrik. 143 


und c,d miteinander vergleichbar sind in dem Sinn, daB man sagen kann, 
a und 6 seien voneinander gleich weit, mehr oder weniger entfernt, wie c 
und d. Hierbei miissen die Relationen ,,gleich weit entfernt“, bzw. ,,.mehr 
entfernt* und ,,weniger entfernt“ die Transitivitits-, und Symmetrie- bzw. 
Asymmetrie- Eigenschaften der Gleichheits- bzw. GréBer- und Kleiner- 
Relation besitzen. Von sich selbst sollen je zwei Punkte gleich weit ent- 
fernt sein (d.h. a und a sind gleich weit entfernt, wie b undb). Dabei 
soll endlich jeder Punkt von sich selbst am wenigsten entfernt sein, d. h. 
fiir jeden Punkt @ und jeden von a verschiedenen Punkt b+ a sind a 
und }b mehr entfernt wie a unda. Durch eine derartige Metrik wird dem 
Raum eine Limesdefinition aufgepragt. Man kann namlich festsetzen, die 
Punktefolge {p,} (n=1,2,...) konvergiere gegen den Punkt p, wenn 
fiir jeden Punkt g +p fast alle Punkte p, von p weniger entfernt sind, 
als g und p. Betrachtet man einen festen Punkt p und einen von p 
verschiedenen Punkt g, so kann man die Menge aller Punkte, welche von 
p weniger entfernt sind wie g, eine Kugel mit dem Zentrum p nennen 
und kann die Menge aller Punkte, die von p gleich weit entfernt sind 
wie q, als die Begrenzung der erwahnten Kugel bezeichnen. 

Die beschriebene Vergleichbarkeit der Punktepaare entspricht einer 
Abbildung der Menge aller Punktepaare auf eine geordnete Menge von 
irgend welchen Symbolen. Besonders weittragend ist eine Abbildung der 
Menge aller Punktepaare auf eine geordnete Menge von Symbolen, fiir 
welche eine Subtraktion definiert ist, also speziell auf eine Menge reeller 
Zahlen mit Null als kleinstem Element, m.a.W. die Definition einer 
nicht-negativen reellen Funktion auf der Menge aller Punktepaare, durch 
welche je zwei Punkten a und b eine Zahl zugeordnet wird, die wir den 
Abstand von a und } nennen und mit ab = ba bezeichnen, wobei iden- 
tische Punkte und nur solche den Abstand Null haben. Eine Menge mit 
einer derartigen Abstandsfunktion nennen wir einen halbmetrischen Raum. 

Die Abbildung der Menge aller Punktepaare auf eine geordnete Menge 
von Symbolen, fiir welche eine Subtraktion definiert ist, hat darum eine 
besondere Wichtigkeit, weil sie gestattet, an die Metrik eine wichtige 
naturgemaBe und anschauliche Forderung zu stellen, naimlich, daf sie 
gewissen Stetigkeitsbedingungen geniige. Wir heben hier bloB die folgenden 
Definitionen hervor: Die Metrik heiBt stetig im Punktepaar a, b, falls die 
Abstinde von jedem mit a, b hinlinglich benachbarten Punktepaar sich 
vom Abstand ab beliebig wenig unterscheiden; streng gesprochen, indem 
wir als Abstand der geordneten Punktepaare a, b und c,d die Zahl (ac+-bd) 
festsetzen: Die Metrik hei8t im Punktepaar a, 6 stetig, wenn zu jedem 
e>0 ein d6>0 existiert, so daB fiir jedes Punktepaar aus (ac +bd)< 6 
die Beziehung folgt: |ab—cd|<e. In entsprechender Weise kann man 
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z. B. Halbstetigkeit der Metrik (in gewissen Punktepaaren und schlecnt- 
hin) definieren. Man kann die Erfiillung von Stetigkettseigenschaften zur 
Klassifikation der Metriken verwenden. 


Ein Beispiel mége dies erliutern. Auf der Menge aller Paare von identischen 
Punkten ist jede Metrik in trivialer Weise unterhalb stetig. Wie Herr Vietoris be- 
merkt hat, ist die Forderung, daB die Metrik eines vorgelegten halbmetrischen Raumes 
auf der Menge aller Paare von identischen Punkten im Sinne der eben ausgefiihrten 
Gedanken gleichmafig stetig (also auch oberhalb stetig) sei, aiquivalent mit der Forde- 
rung, daB im gegebenen halbmetrischen Raum eine Voisinage im Sinne von Fréchet 
definiert sei, d. h. daB eine Funktion f(o) existiere mit = f(e)=9, so daB fir je 


drei Punkte a,b,c aus ac<o und be<o die Sutibben ab<f(e) folgt. In der 
Tat, die gleichmaBige Stetigkeit der Metrik auf der Menge der Paare von identischen 
Punkten besagt: Zu jedem «>0O existiert eine Zahl »(2«)>0, so daB fiir je zwei 
Punkte a und b, welche von einem Punkte c (also von einem Punktepaar c,c, welch 

aus zwei identischen Punkten besteht) einen Abstand <q@(¢e) haben (d. h. fir je 
zwei Punkte a, b, fiir welche (ac+bc)<q(e) gilt), die Beziehung besteht ab<«. 
Offenbar erfiillt y (2) die Bedingung == y(e)=0 und kann als monoton abnehmende 





und sogar als bestindig abnehmende Funktion von ¢ angenommen werden. Es existiert 

dann eine zu y(«) inverse Funktion f, d. h. eine Funktion, so daB f[p(e)]=<« gilt 

Dieselbe erfiillt offenbar die Bedingung limf(e)=0 und nehmen wir irgendeine 
e=0 


Zahl o = 200) so folgt fiir je drei Punkte a, b,c aus ac<o und be<o die Giiltig- 
keit der Beziehung (ac + bc) = 20 = («) und mithin die Beziehung ab < f[  (e)] =<. 
In analoger Weise zeigt man, daB die Metrik eines halbmetrischen Raumes, in 
dem eine Voisinage definiert ist, auf der Menge der Paare von identischen Punkten 
gleichmaBig stetig ist. 

Es mége nun die Metrik eines vorgelegten halbmetrischen Raumes 
der scharfsten Stetigkeitsforderung geniigen, namlich gleichmdpPig stetig 
sein. Die Forderung besagt, daB es zu jedem «>0 ein d>0 gibt, so 
da8 fiir alle Punktequadrupel a,,a,, b,,5,, welche der Bedingung 
a, b, + a,b, <6 geniigen, stets auch die Beziehung | a, a, — b, b,| < « gilt. 
Mit anderen Worten: Bezeichnet f(6) die obere Schranke der Werte der 
Funktion |a,a,—6,6,| auf der Menge aller Punktequadrupel, die der 
Beziehung a,b, + a,5,=4 geniigen, dann gilt limf(z)=0. Ist nun 

z=0 


die mit x monoton wachsende (gleichsam stetigkeitserzeugende) Funktion f(x) 

die in gewissem Sinn einfachste Funktion, welche der vorgeschriebenen 

Bedingung limf(z)= 0 geniigt, namlich f(x)=—-z, so gilt fiir je vier 
2-0 

Punkte a,,a,, 6,,6, die Beziehung: 

(t) |a, a, — 6, b,| Sa, b, + a,b, 


Dies ist aber gleichbedeutend damit, da® fiir je drei Punkte a, b,c die 
sogenannte Dreiecksungleichung 


ab<ac+be 
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gilt. Denn setzt man erstens in (t) a=a,, b=a,, c=b,=b,, 80 er 
hilt man die Dreiecksungleichung. Setzen wir zweitens die Giiltigkeit der 
Dreiecksungleichung fiir je drei Punkte voraus und seien vier Punkte 
@,,4,, 6,,6, gegeben. Zufolge der Dreiecksungleichung gelten die Be- 


ziehungen 


a@,4,54,b,+a,b,, a,b, Sa,b, +, b,, 


also ist 
@, d, Sa, b, +a, b, + 6, b, 
und mithin gilt die Beziehung (fT). 
Die Dreiecksungleichung ergibt sich also als die in gewissem Sinn ein- 
fachste Realisierung der Forderung nach gleichmafiger Stetigkeit der Metrik. 


2. Bogenlinge und Dreiecksungleichung. 

Es sei in einem halbmetrischen Raum ein einfacher Bogen B (d. h. 
ein topologisches Bild einer Strecke) gegeben. Es sei M eine endliche, 
etwa n-+1 Punkte enthaltende Teilmenge von B, welche die beiden 
Endpunkte a und b von B enthalt. Wir durchlaufen B in einer der beiden 
méglichen Richtungen, etwa von a nach b, und bezeichnen die n+ 1 
Punkte der Menge M in der Reihenfolge, in der sie bei dieser Durch- 


laufung des Bogens angetroffen werden, mit a, =a, @,,...,a,_,, @, =). 


Wir setzen ip(M) = S'a,_,4, und bezeichnen mit L( B) bzw. mit 1( B) 


die obere bzw. die untere Schranke aller Zahlen 4g(M), wenn M alle end- 
lichen Teilmengen von B durchléuft. Wir nennen L(B) bzw. 1(B) auch 
die obere bzw. die untere Lange des Bogens B. Offenbar ist fiir jeden a 
und } verbindenden Bogen B, wenn ab den Abstand der Punkte a und b 
bezeichnet, L(B)>ab. Ferner gilt fiir jeden Bogen B’, welcher Teil- 
menge des Bogens B ist, L(B’)< L(B) und 1(B’) <1(B). 

Herr L. Vietoris hat mich darauf hingewiesen, daB die Menge aller 
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (0 <2<1), wenn man als Abstand der 
Punkte x und y die Zahl (2 — y)* festsetzt, einen Bogen darstellt, welcher 
im angefiihrten Sinn die untere Linge Null hat. In Verfolgung des Ge- 
dankens von Herrn Vietoris sieht man: Zu jeder reellen Zahl y <1 gibt 
es einen halbmetrischen Raum mit gleichmafig stetiger Metrik, in welchem 
fiir je drei Punkte a, b, c die Beziehung 


(t) ab+be>y-ac 

erfiillt ist und welcher Bégen von der unteren Lange Null enthdlt. Sei 
eine Zahl » <1 vorgegeben. Um die Richtigkeit der Behauptung ein- 
zusehen, betrachte man die Menge aller reellen Zahlen z, die der Un- 
gleichung 0 < x <1 geniigen und setzen als Abstand r(x, y) der Punkte 
x und y die Zahl r(z,y) =| — y|" fest, wo x eine reelle Zahl bedeutet, 
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deren nahere Bestimmung wir uns noch vorbehalten. Die Menge aller 
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 wird durch die Festsetzung zu einem 
halbmetrischen Raum, dessen Metrik offenbar gleichmaBig stetig ist. Es 
seien nun 2, y, z drei Punkte unseres Raumes (reelle Zahlen zwischen 
0 und 1). Eine elementare Rechnung zeigt, daB der Ausdruck 


r(z,2z)—r(z,y)—r(y,2)=|"2—2|"—|2—y|"—|y—2|", 
als Funktion von y aufgefaBt (d.h. wenn 2 und z festgehalten werden 
und y zwischen 0 und 1 variiert), sein Maximum annimmt fiir den Fall 
ja—y|=|y—z|=}|2—2z]|. Halten wirr(z, z) fest, so ist also, wenn y 


zwischen 0 und 1 variiert, r(z,y)+r(y,z)=> 2.1231" =2*""¢(z, 2). 


Setzen wir nun x = 1 — as: wo y die gegebene Zahl <1 ist, so ist 
2*-* = y und der halbmetrische Raum erfiillt also fiir je drei seiner Punkte 
die Beziehung (f). Es bleibt noch zu zeigen, da8 der Raum Bégen mit 
der unteren Lange Null enthalt. Es ist der Raum selbst und daher jeder 
seiner Teilbégen ein Bogen von der Lange Null. Betrachten wir, um dies 
zu beweisen, fiir eine natiirliche Zahl m die endliche Menge M,, welche 


aus den 1+ 2” Punkten _— = (k=0,1,...,2") besteht. Es ist 
r(2;,%;4;)= (j=) und mithin, wenn wir den Raum als Bogen B bezeichnen, 


dp(M@a) = 2"(J;) =280-" = 7" Da nun y<1 ist, gilt lim Ap (M,) 


9* 
= lim y*"=0 und mithin ist die untere Schranke aller Zahlen Ag (M), 
wenn M alle endlichen Teilmengen von B durchlauft, —0. D. h. aber, 


die untere Lange des Bogens B und mithin die untere Linge von allen 
Teilbégen des Raumes ist Null. 


Wir sehen daher, daf die Dreiecksungleichung unter allen linearen 
Dreipunkterelationen eines halbmetrischen Raumes die schwédchste ist, 
welche, fiir alle halbmetrischen Raume gemeinsam, die Abwesenheit von 
Bogen mit der unteren Lange Null gewdhrleistet. In der Tat, in einem 
metrischen Raum [d. h. in einem halbmetrischen Raum, welcher der Drei- 
ecksungleichung geniigt, d. i. der Ungleichung (+) fiir y=1] ist offenbar 
die untere Lange jedes Bogens mindestens gleich dem Abstand der End- 
punkte des Bogens, also fiir jeden Bogen von Null verschieden. Wird 
jedoch in der postulierten linearen Dreipunkterelation (+) der Koeffizient 
irgendwie verkleinert, so gibt es halbmetrische Riume mit gleichmiaBig 
atetiger Metrik, welche der abgeschwichten Forderung geniigen, und dabei 
Bégen von der unteren Linge Null enthalten, ja sogar derartige Raume, 
deren simtliche Teilbégen die untere Lange Null besitzen. 


res: 








Untersuchungen iiber allgemeine Metrik. 147 


3. Vollstaindigkeit der Dreiecksungleichung. 


Wir haben im vorangehenden die Dreiecksungleichung als die in ge- 
wissem Sinn einfachste, namlich lineare, Realisierung der Forderung nach 
gleicumaBiger Stetigkeit und zugleich als die schwachste lineare Dreipunkte- 
relation kennengelernt, welche, fiir alle halbmetrischen Réume gemeinsam, 
die Abwesenheit von Bégen mit der unteren Lange Null gewahrleistet. 
Zum AbschluB sei bemerkt, daB die Dreiecksungleichung in gewissem Sinn 
auch eine vollstandige, nicht verschairfbare Forderung an die Abstands- 
metrik darstellt: Zu je drei gegebenen nicht negativen Zahlen, welche in 
jeder Anordnung der Dreiecksungleichung geniigen, existieren ja in jedem 
mehr als eindimensionalen euklidischen Raum drei Punkte, deren paarweise 
Abstiinde gleich den gegebenen Zahlen sind. Will man also die wichtig- 
sten Raume, namlich die euklidischen, unter die metrischen Raume ein- 
ordnen, so darf in die Definition des metrischen Raumes keine zur Drei- 
ecksungleichung hinzutretende Relation zwischen den paarweisen Abstanden 
je dreier Punkte hinzugefiigt werden. 


II. Die 2-dimensionale Metrik. 


Die Definition des Begriffes ,metrischer Raum“ ist eine Prizisierung 
der (fiir die Theorie der reellen Funktionen und fiir die Topologie wich- 
tigsten) Eigenschaften der Abstandsmetrik euklidischer Raume unter Ab- 
straktion von der speziellen Natur der Punkte euklidischer Riume, nim- 
lich unter Abstraktion von der Koordinatendarstellung der euklidischen 
Punkte. Diese Abstandsmetrik handelt von den Punktepaaren der Riume. 
Zur Begriindung einer Theorie der n-dimensionalen Metrik in allgemeinen 
Mengen kann man ausgehen von der Betrachtung der (n +1)-Twupel von 
Punkten der Mengen. Auch hier ist es naturgem&B, unter Abstraktion von 
der Koordinatendarstellung der Punkte, an die n-dimensionale Metrik 
euklidischer Raume anzukniipfen. 


1. Die euklidische 2-dimensionale Metrik. 
Sind 


1 1 1 1 3 3 2 3 n+1 n+1 n+1 n+1 
p'==(a), a}, ..., ab), p an (as, Zar ---sBb)y seep PY (Ey 'y By n evey Be ) 


n-+1 Punkte des R,, des k-dimensionalen euklidischen Raumes, so ist 
ihnen eine nicht-negative Zahl, das Volumen des durch die n+-1 Punkte 
bestimmten n-dimensionalen Simplexes, zugeordnet, eine Zahl, welche wir 
kurz mit p’p*...p*+1 bezeichnen und welche gegeben ist durch den 
Ausdruck 

10* 
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wobei die Summation iiber (*) Summanden zu erstrecken ist. 


Diese fiir die Menge aller (n +-1)-Tupel von Punkten definierte n-dimen- 
sionale Volumsfunktion besitzt insbesondere die folgenden Eigenschaften: 


S, (Symmetriebedingung): Fiir je n+-1 Punkte p,, p.,---, Py; 
gilt, wenn i,, t,,.--, t,,, irgendeine Permutation der Zahlen 1, 2, ...,n+-1 
bezeichnet, ij, Pi, - +» Ping, = Py Pa--+ Puss: 


O; (Euklidische Nullbedingung): Fiirjen-+1 Punkte p,, p,, ..., 
P,.,, welche in einer (n—1)-dimensionalen Ebene liegen, gilt 
Py Pz +++ Pais =9- 

P;, (Euklidische Positivitatsbedingung): Fir je n+1 Punkte 
Py> Pas+++> Puay» Welche nicht in einer (n — 1)-dimensionalen Ebene liegen, 
gilt Py Py --- Pass > 9. 

U, (Simplexungleichung): Von den n+-2 n-dimensionalen Sim- 
plexen, welche durch irgend n+-2 Punkte gegeben sind, hat keines ein 
gréBeres Volumen als die Summe der n--1 tibrigen; mit anderen 
Worten: fiir je n+2 Punkte p,, Py, ---s Pasg des Raumes ist 


n+1 


Pa Pa +++ Puss SX Pr- ++ Pia Pisa +++ Pasa 


U, ist die Dreiecksungleichung. U, besagt, daB in keinem Tetraeder 
eine Seitenfliche einen gréBeren Inhalt hat, als die drei iibrigen Flachen 
zusammen (,,Tetraederungleichung* ). Bezeichnet man ferner als nulldimen- 
sionale Ebene eine genau einen Punkt enthaltende Menge, so liefern O, 
und P, die in die Definition der allgemeinen Abstandsmetrik aufgenommene 
Forderung, da8 der Abstand zweier Punkte dann und nur dann Null ist, 
wenn die beiden Punkte identisch sind. 


Die Giiltigkeit der Simplexungleichung in euklidischen Raumen ist geometrisch 
evident. Sie kann rechnerisch aus der Definition des n-dimensionalen Volumens her- 
geleitet werden, so wie die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung (in iiblicher Weise unter 
Beniitzung der Schwarzschen Ungleichung) fiir die euklidische Abstandsdefinition her- 
geleitet werden kann. Wir gehen hier auf diese im allgemeinen Fall etwas langwierige 
Rechnung (bei welcher man auf héherdimensionale Analoga der Schwarzschen Un- 
gleichung stéBt) nicht ein, da sie mit den geometrischen Problemen der allgemeinen 
Metrik nichts zu tun hat. 

Wir iibergehen ferner die Frage, inwieweit die genannten Forderungen voneinander 
abhingig sind, bzw. sich durch formale Abanderungen unabhaingig machen lassen. Es 
sei diesbeziiglich auf eine Bemerkung von Lindenbaum (Fundamenta Math. 8, 8. 211) 
hingewiesen, da8 hinsichtlich der gewdhnlichen Abstandsmetrik durch geeignete Formu- 
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lierung der Dreiecksungleichung U, (wofern dieselbe nimlich in der Form zy + xz >yz 
angenommen wird) das Symmetriepostulat S, beweisbar wird, also nicht eigens voraus- 
gesetzt werden mvB, und daB das Positivitaitspostulat P, dahin abgeschwicht werden 
kann, daB je zwei verschiedene Punkte einen von Null verschiedenen Abstand haben 
(waihrend seine Positivitét sodann bewiesen werden kann). 


2. Stetigkeit der Metrik und Simplexungleichung. 


Betrachten wir nun eie abstrakte Menge, die wir als Raum und 
deren Elemente wir als Punkte bezeichnen. Eine primitive n-dimensionale 
Metrik besteht in der Vergleichbarkeit der (n +-1)-Tupel von Punkten in 
dem Sinn, daB man sagen kann, die Punkte a,,a,,...,a,,, bestimmen 
ein Simplex mit gréBerem, kleinerem oder gleichem Volumen wie die 
Punkte b,,b,,..-,5,,,- Besonders weittragend ist im allgemeinen Fall, 
so wie im Fall n =1, eine Vergleichung der (m+ 1)-Tupel von Punkten 
auf Grund der Definition einer nicht-negativen reellen Funktion auf der 
Menge aller (m +- 1)-Tupel. 

Uber das Verschwinden der n-dimensionalen Volumsfunktion postu- 
lieren wir dabei einstweilen nur die folgende 


O;, (Schwache Nullbedingung): Fiir jedes ,,unechte« (n +-1)-Tupel 
von Punkten, d.h. fiir je n+-1 Punkte p,, p.,---;P,.,, unter denen 
identische Punkte vorkommen, gilt p, p,-.. Py, = 9: 

In euklidischen Raéumen ergibt sich diese schwache Nullbedingung 
(welche iibrigens fiir n —1 mit O, identisch ist) aus der Nullbedingung O,, 
auf Grund der Tatsache, daB je m Punkte, wenn m < n-1 ist, in einer 
(n —1)-dimensionalen Ebene liegen. 

Ist in einem Raum eine solche n-dimensionale Volumsfunktion defi- 
niert, dann prdgt sie der Menge aller geordneten (n +-1)-Tupel von Punkten 
eine Abstands- und eine Limesdefinition auf, ganz unabhingig davun, ob 
im Raume auch eine Abstandsfunktion, d.h. eine Funktion der Punkte- 
paare, definiert ist oder nicht. Wir geben die Definition bloB fiir den Fall 
n= 2, also fiir die Flachenmetrik, explizit an, da hieraus bereits klar 
wird, wie die analogen (bloB wesentlich lingercn) Formeln fiir héhere 
Dimensionen zu lauten haben. 

Es seien in einem Raum, in dem eine Flachenmetrik vorliegt (d. h. 
eine nicht-negative Funktion der Punktetripel definiert ist, welche den Be- 
dingungen S,, U,, O geniigt), zwei geordnete Tripel von Punkten a,, a,, a,, 
und b,, b,, b, gegeben. Als ihren Abstand im Sinne der Flaichenmetrik 
bezeichnen wir folgenden in den beiden Tripeln symmetrischen Ausdruck, 
der als Summe von Dreiecksinhalten ausschlieBlich auf Grund der Flachen- 


funktion berechenbar ist und den wir 5a “ .) nennen: 
1? 39 “3 
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TE oat 


5 + a, b, b, + a, b, b, + a, a, b, + a, a, b, + 
1» Dy, dg 


\+ a, b, bs + a, b, b, + a, a, b, + a, a, b, 
Fordern wir, da8 die Flachenfunktion hinsichtlich dieser aus ihr ab- 
geleiteten Abstandsfunktion eine gleichmdfig stetige Funktion der Punkte- 
tripel sei, so bedeutet dies: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein d>0, so daB 
fiir je zwei geordnete Punktetripel a,,a,,a, und 6b,, b,,5b,, welche einen 
a,, 4,4 
Abstand r{ *’ * ° 
” at bs, bs 
gilt. Mit anderen Worten: Bezeichnet f(6) die obere Schranke der Werte 
der Funktion |a,a,a, — 6,b,6,| auf der Menge aller Punktetripel, die 
der Beziehung ee 
nun diese mit  monoton wachsende stetigkeitserzeugende Funktion f(z) 
die in gewissem Sinn einfachste Funktion, welche der vorgeschriebenen 
Bedingung lim f(x)=0 geniigt, namlich f(z)= 2, so gilt fiir je sechs 
z=-0 


( whhtahhraahtaah) 
=i 


<6 besitzen, die Beziehung | a, a, a, — b, b,b,| <« 


)- 6 geniigen, dann gilt lim f(d6)=0. Ist 
6=0 


Punkte a,, a,,@,, 6,, b,, 6, die Beziehung 


a > @ > 
(tT) |a, a, a, — b, b, b,| + Pe = 


wo fiir (ee ag =) der Ausdruck (+) zu substituieren ist. Dies ist aber 
a9 “2? "3 
gleichbedeutend damit, daB fiir je vier Punkte a,b,c,d die Tetraeder- 
ungleichung 
(U,) abe <abd-+acd+ bed 
gilt. Setzen wir naimlich erstens in (ft) und (f) 
a=a,, b=a,, c=a,, d=b,—b, =5,, 

dann erhalt man unter Beriicksichtigung der vorausgesetzten schwachen 
Nullbedingung O; die Tetraederungleichung U,. — Setzen wir zweitens 
die Giiltigkeit von U, fiir je vier Punkte voraus und seien sechs Punkte 
@,, 4, 4,, b,,b,,b, gegeben. Zufolge der Tetraederungleichung gelten die 
Beziehungen: 

a, a,b, < 4,4, 4, + 4,4, b, + a, a, b,, 

a, b, b, Sa,a, b, + a,a, b, + a,b, b,, 

b, bb, < a, b, b, + a, b, b, + a, b, b,, 
also, wenn man diese Ungleichungen addiert: 


(+) |b,6,6, —a,a,a,| <a, a,b, + a, a,b, + a, a, b, + a, b, b, + a, b, b, 
+ a, b, b,; 
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ferner ist auf Grund der Tetraederungleichung: 

a, a,b, Sa, a,a, + a, a, b, + a, a, by, 

a, b, b, S a, a, by + a, a, b, + a, by b,, 

b, b, b, Sa, b, by + a, 6, b, + a, b, by, 
also, wenn man diese Ungleichungen addiert: 
(77) | 6, 6,6, —a,a,a,| <a, a,b, + a, a, b, + a, a, b, + a, b, b, + a, b, b, 

+ a, b, b,. 

Addiert man die Ungleichungen (+) und (++) und dividiert durch 2, so 
erhilt man die Beziehung (ft), wenn man den Ausdruck (+) daselbst sub- 
stituiert. Damit ist die Aquivalenz von (tf) und U, erwiesen. — Diese 
Betrachtung, deren Analogon hinsichtlich der Abstandsmetrik oben (8. 144f.) 
durchgefiihrt worden ist, la8t sich offenbar fiir beliebige Dimensionen n 
anstellen und ergibt den Satz: 

Die Simplexungleichung U,, ist die in gewissem Sinn einfachste, nim- 
lich lineare Realisterung der Forderung nach gleichmafiger Stetigkeit der 
n-dimensionalen Volumsfunktion auf der Menge der Punkte-(n +-1)-Tupel, 
wofern fiir die (n+1)-Tupel lediglich auf Grund der n-dimensionalen 
Volumsfunktion ein geeigneter Abstand definiert wird. 


3. Allgemeine m-dimensionale Metrik. 

Zur naheren Festlegung der Gesetze der n-dimensionalen Metrik bieten 
sich nun zwei Wege dar: Der erste besteht darin, da8 man in einer ab- 
strakten Menge eine n-dimensionale Metrik unabhdngig von eventuell in 
der Menge definierten niedrigerdimensionalen Metriken einfiihrt als nicht- 
negative Funktion der (n-+1)-Tupel von Punkten, die den Gesetzen 
S,,U, geniigt. Diese Gesetze, sowie die Stetigkeitseigenschaften der 
n-dimensionalen Metrik kénnen, wie wir sahen, independent von niedriger- 
dimensionalen Metriken untersucht werden. Ferner kann die lediglich den 
Identitatsbegriff verwendende schwache Nullbedingung O; postuliert werden. 
Weitere Anhaltspunkte fiir das Verschwinden der n-dimensionalen Volums- 
funktion liefert folgende aus U, sich ergebende Bemerkung: Wenn fiir 
n-+2 Punkte n+ 1 unter den n-+ 2 Simplexen, welche sich aus den 
Punkten bilden lassen, das Volumen Null haben, dann haben alle n +-2 
Simplexe das Volumen Null. Niedrigerdimensionale Metriken kann man 
durch Grenziibergang in gewissem Umfang einzufiihren suchen. 

Der zwette Weg besteht in der Einfiihrung einer n-dimensionalen Metrik 
in Raume, fiir welche niedrigerdimensionale Metrikea bereits definiert sind. 
In diesem Fall ist die n-dimensionale Metrik mit den vorliegenden niedriger- 
dimensionalen Metriken, insbesondere mit der Abstandsmetrik.des Raumes 
zu verkniipfen. 
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4. Volumslimes und Abstandslimes. 


Wir verfolgen zunichst den zweiten Weg zur Betrachtung der Stetig- 
keitseigenschaften der Metrik. Wenn in einem Raum eine Abstandsmetrik 
vorliegt, dann ist durch dieselbe auch eine Limesdefinition fiir die Menge 
aller geordneten (n-+-1)-Tupel von Punkten des Raumes gegeben. Man 
kann namlich sagen, die geordneten (n-+1)-Tupel {p*, p¥,..., p¥. .} 
(k=1,2,... ad inf.) konvergieren im Sinne des Abstandslimes gegen 
das (n-+-1)-Tupel p,, p,,---,; Pai, falls fiir die Abstande tin pi p,=0 


(¢=1,2,...,2-+1) gilt. Nun haben wir oben bereits auf Grund der 
n-dimensionalen Volumsfunktion einen Abstand und daher einen Limes 
fiir die Menge der geordneten (n-+-1)-Tupel definiert. Z. B. sagen wir fiir 
n = 2 von einer Folge von Punktetripeln {p*, p*, p*} (k =1, 2, ... ad inf.), 
sie konvergiere im Sinne des Flichenlimes gegen das Punktetripel p,, p,, p,, 


PY PS» PS , ’ = 
= 0 ist. Jede dieser beiden Limesdefinitionen er- 
Py> Pa> Ps, 


gibt eine Stetigkeitsdefinition, und das Verhiltnis dieser beiden Definitionen 
wollen wir nun untersuchen. Dazu setzen wir fiir die n-dimensionale 
Metrik die Bedingungen S,, U, und O; voraus und wollen iiberdies die 
n-dimensionale Metrik mit der Abstandsmetrik verkniipfen durch folgende 
Forderung: Die n-dimensionale Metrik soll im Sinne des Abstandslimes 
auf der Menge der unechten (n-+-1)-Tupel, also auf der Menge jener 
(n+ 1)-Tupel, welche auf Grund der schwachen Nullbedingung O; das 
Volumen Null bestimmen, stetig sein; mit anderen Worten wir machen 
die Forderung: 


wenn lim r 
k=@ 


Cy, (Schwache Stetigkeitsforderung): Ist p,, p,,---, Py, em 
unechtes (n-+-1)-Tupel von Punkten und p*, p¥,...,p*,, (k=1,2,... 
ad inf.) eine Folge von (n-+-1)-Tupeln von Punkten, welche gegen 
Py» Por +++ Pay, tm Sinne des Abstandslimes konvergiert, d.h. so daB 
lim pf p, = 0 (¢=1,2,...,n-+1) gilt, dann ist lima pi pt... pt. =0. 


Wir beweisen sodann: Jede Folge {p*, p¥,..., p*,,} (k=1, 2,... 
ad inf.), welche gegen ein (n-+-1)-Tupel p,, Py, ---; Pax, tm Sinne des 
Abstandslimes konvergiert, konvergiert gegen dieses (n-+-1)-Tupel auch 
im Sinne des Volumslimes. Jede auf der Menge der (n+ 1)-Tupel im 
Sinne des Volumslimes stetige Funktion ist daher auf der Menge der 
(m-+1)-Tupel auch im Sinne des Abstandslimes stetig. Insbesondere ist 
also die n-dimensionale Volumsfunktion selbst, von welcher durch C; die 
Stetigkeit im Sinne des Abstandslimes blo®B auf der Menge aller unechten 
(n + 1)-Tupel gefordert wird, da sie im Sinne des Volumslimes, wie oben 
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gezeigt wurde, stetig ist, auch im Sinne des Abstandslimes auf der Menge 
aller (n +-1)-Tupel stetig. 
Wir fiihren den Beweis, der Einfachheit halber fiir n= 2. Er ver- 


lauft fiir héhere Dimensionen vdéllig analog. Wir haben zu beweisen, dab 
stets aus 


( #) lim pip, =0 (¢ =1, 2,3), 
k=@ 


ae ( pk, pt 

wenn wir r,=T 
P; ’ P2 > Ps 
[1,5 Ay 
von "\y., by, by 
von 12 Dreiecksinhalten ist, deren jeder (abgesehen von Permutationen 
der Ecken) die Gestalt hat: p, p, pf oder p, pF pF . Auf Grund der schwachen 
Stetigkeitsforderung Cy; und der Voraussetzung («) konvergiert also mit 
wachsendem k jeder der 12 Summanden und mithin r, gegen Null, w. z. b. w. 


setzen, lim r, = 0 folgt. Gehen wir auf die 
k=@ 


Definition (+) zuriick, so sehen wir, daB r, Summe 


Die Umkehrung des bewiesenen Satzes, die Behauptung nimlich, daB 
jede im Sinne des Volumslimes konvergente Folge von (n + 1)-Tupeln 
auch im Sinne des Abstandslimes konvergiert, ist ohne eine gewisse Ein- 
schrinkung schon in euklidischen Raumen unrichtig. Allerdings la8t sich 
die Einschrankung fiir euklidische Raume leicht formulieren: Konvergiert 
eine Folge von (n-+-1)-Tupeln im Sinne des Volumslimes gegen ein 
(n-+-1)-Tupel mit nicht-verschwindendem Volumen, dann konvergiert sie 
auch im Sinne des Abstandslimes und zwar gegen dasselbe Grenz-(n -+-1)- 
Tupel, wahrend dies, wenn es sich um Grenz-(n-+1)-Tupel mit ver- 
schwindendem Volumen handelt, offenbar nicht der Fall zu sein braucht. 
In allgemeinen metrischen Raumen gilt die Umkehrung der oben bewiesenen 
Behauptung auch nicht unter Beschrankung auf Grenz-(n + 1)-Tupel mit 
positivem Volumen. Betrachten wir beispielsweise den in der ersten Unter- 
suchung iiber allgemeine Metrik (S. 111) erwahnten Raum, bestehend aus den 
Punkten der Ebene mit den Koordinaten z= 0 und mit den Koordinaten 
z>0 und y>0 (also die Menge bestehend aus der y-Achse und einem 
Viertel der Ebene). Als Abstand definieren wir (wie a. a. 0.) fiir je zwei 
Punkte die Lange des kiirzesten sie verbindenden Bogens der Ebene (dieser 
kiirzeste Bogen ist eine Strecke, wenn es sich um zwei Punkte des Ebenen- 
viertels oder um zwei Punkte der y-Achse handelt, und ist Summe zweier 
Strecken, wenn es sich um einen Punkt des Ebenenviertels und einen 
Punkt mit negativer Ordinate handelt), Fiir je drei Punkte a, b,c definieren 
wir als Flacheninhalt: Falls a, b,c im Ebenenviertel liegen, den euklidischen 
Inhalt des Dreiecks; falls a und b im Ebenenviertel liegen und c eine 
negative Ordinate hat, den euklidischen Inhalt des durch a,b und den 
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Punkt (0,0) bestimmten Dreiecks; falls a und 6 eine negative Ordinate 
haben, Null. Setzen wir dann 





a,=(0,1)=a, b,=(1,0)=b, ¢,=(0,-~—") (m=1,2,... ad inf.), 
dann konvergiert offenbar, wenn wir den Punkt (0,0) mit c bezeichnen, 
die Folge von Punktetripeln {a,,b,,c¢,} gegen a,b,c wohl im Sinne des 
Volumslimes, nicht aber im Sinne des Abstandslimes. 


5. Das Verschwinden der Volumsfunktion. 


Das Verschwinden der euklidischen n-dimensionalen Volumsfunktion 
wird durch die Bedingungen O, und P,, vollstindig beschrieben. Diese 
Bedingungen stiitzen sich wesentlich auf die Definition von (n — 1)-di- 
mensionalen Ebenen im R,. In allgemeinen metrischen Raumen liegt 
etwas Entsprechendes zunichst nicht vor. Hier steht, wenn wir die n-di- 
mensionale Metrik unabhangig von eventuell vorliegenden niedrigerdimen- 
sionalen Metriken einfiihren, wie wir erwahnt haben, zunachst nur die 
schwache Nullbedingung zur Verfiigung, welche eine hinreichende, aber im 
allgemeinen natiirlich keineswegs notwendige Bedingung fiir das Ver- 
schwinden der Volumsfunktion liefert, — wozu noch die erwahnten Konse- 
quenzen der Simplexungleichung U, fiir das Verschwinden der Volums- 
funktion, oder, genauer gesagt, fiir die Gesamtheit aller (nm + 1)-Tupel 
mit verschwindendem Volumen hinzutreten. 

Wird die n-dimensionale Metrik in Verbindung mit einer im Raum 
vorliegenden (n — 1)-dimensionalen Metrik eingefiihrt, so ergibt sich noch 
eine wichtige, iiber die schwache Nullbedingung wesentlich hinausgehende 
Bedingung fiir das Verschwinden der n-dimensionalen Volumsfunktion. Wir 
kénnen dann nimlich fordern, daB n+ 1 Punkte, fiir welche in einer der 
méglichen Anordnungen in der (nm — 1)-dimensionalen Simplexungleichung 
das Gleichheitszeichen gilt, ein n-dimensionales Simplex mit dem Volumen 
Null bestimmen. Es handelt sich dabei also um (n-++1)-Tupel von 
Punkten, fiir welche das (nm —1)-dimensionale Volumen von einem der 
n-+1 aus ihnen bildbaren n-Tupel gleich ist der Summe der (n — 1)-di- 
mensionalen Volumina der n iibrigen n-Tupel. Wir kénnen dies formu- 
lieren als 


0," (Mittlere Nullbedingung): Gilt fiirn+ 1 Punkte p,, 4, ---5Py 41> 
Ps Ps +++ Pu = 2) Pr +++ Pia Pina +++ PaPngrs ANN t8t Py Py ++» Py Pays =9- 


Diese mittlere Nullbedingung enthilt offenbar die schwache Null- 
bedingung als Teilaussage. Angenommen nimlich, es liege ein unechtes 
(m +1)-Tupel von Punkten vor, etwa bestehend aus den Punkten 
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Pi Pas -++> Pav Pnyi> Unter welchen die Punkte p, und p, ,, identisch sind. 
Dann ist auf Grund von O;_, jede der Zahlen p, ...p;_, Pj .4--+PyPnsi=9 
(¢=1,2,...,m—1), da jede dieser Zahlen das Volumen eines (n — 1)-di- 
mensionalen Simplexes mit zwei identischen Ecken, nimlich p, und p,,,, 


darstellt. Also reduziert sich der Ausdruck Sp, yO See oF ae 
i=1 


auf p,, P,,--., p,, 80 daB die durch O;” geforderte Beziehung von selbst 
erfiillt ist. 

Wir sehen ferner, da8 in euklidischen Raumen die Bedingung O;" auf 
Grund der dort giltigen starken Nullbedingung O, erfiillt ist. Denn wenn 
fiir n +1 Punkte p,, p,,.--,P,,, die in O”" geforderte Bedingung erfiillt 
ist, so liegt p,,, in der durch die Punkte p,,...,p,, bestimmten Ebene 
und zwar innerhalb oder auf dem Rande des durch diese Punkte be- 
stimmten (nm —1)-dimensionalen Simplexes. Jedenfalls bestimmen dann 
also die Punkte p,, p,,..-, p,,, ein Simplex mit dem n-dimensionalen 
Volumen Null. 

Betrachten wir insbesondere den Fall n= 2. Die Bedingung Os" be- 
sagt, da8 fiir je drei Punkte, fiir welche bei einer der drei méglichen An- 
ordnungen in der Dreiecksungleichung das Gleichheitszeichen gilt, ein 
Simplex mit dem zweidimensionalen Volumen Null bestimmen; d. h. aber in 
der Ausdrucksweise der ersten Untersuchung iiber allgemeine Metrik, daB 
je drei Punkte, von welchen einer Zwischenpunkt der beiden anderen 
ist, oder, wie wir dies in allgemeinen Raiumen auch ausgedriickt haben 
(a. a. O., 8.106), daB je drei Punkte, welche auf einer Geraden liegen, 
ein Dreieck vom Flacheninhalt Null bestimmen. 

Es legt dieser Sachverhalt die Einfiihrung eines n-dimensionalen 
Zwischenbegriffes nahe, welcher durch die n-dimensionale Metrik erklar- 
bar wird. Wir sagen beispielsweise, ein Punkt a eines Raumes mit 
zweidimensionaler Metrik liegt zwischen drei Punkten b,c,d, falls 
abc+abd+acd=bed gilt. In dieser Ausdrucksweise kénnen wir die 
mittlere Nullbedingung O;" auch folgendermaBen. aussprechen : 


O; (Mittlere Nullbedingung): Je n+ 1 Punkte, von welchen 
einer zwischen den n anderen liegt, bestimmen ein Simplex mit dem n-di- 
mensionalen Volumen Null. 

Allerdings, eine zugleich notwendige Bedingung fiir das Verschwinden 
der n-dimensionalen Volumsfunktion wird durch die mittlere Nullbedingung 
fiir n> 3 selbst in euklidischen Raumen nicht geliefert. Betrachten wir 
naimlich vier Punkte, welche in einer Ebene liegen und daselbst die Ecken 
eines Quadrates bilden. Die vier Punkte bestimmen, da sie in einer Ebene 
liegen, ein dreidimensionales Simplex mit dem dreidimensionalen Inhalt 
Null, obwohl keiner der vier Punkte zwischen den drei anderen (d. h. weder 
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im Innern noch auf dem Rande des durch die drei anderen gebildeten 
Dreieckes) liegt. 

Sehen wir aber naher zu, so zeigt sich, daB die Festlegung einer 
notwendigen Bedingung fiir das Verschwinden der n-dimensionalen Volums- 
funktion mit Hilfe der (m — 1)-dimensionalen Volumsfunktion fiir n > 3 
selbst in euklidischen Raumen unmédglich ist. Betrachten wir namlich in 
der Ebene vier Punkte a, b,c,d mit den Abstinden ab=ac=bc=ad 
=ced=1, bd=Yy3. Dann bestimmen diese vier Punkte, da sie in einer 
Ebene liegen, ein dreidimensionales Volumen Null. Je drei dieser Punkte 


bestimmen ein Dreieck mit dem Flacheninhalt F. Es existiert aber auch 


ein dreidimensionales Simplex mit nicht-verschwindendem Volumen, dessen 


Seitenflichen die Inhalte F haben, namlich das Tetraeder, dessen sechs 
Kanten die Linge 1 besitzen. 


Zur Festlegung der Nullstellen der n-dimensionalen Volumsfunktion 
miissen wir also, solange wir den Raum keiner Einschrankung unter- 
werfen, entweder auch auf die (nm — 2)-dimensionalen und noch niedriger- 
dimensionalen Metriken zuriickgreifen (was sehr kompliziert ist), oder wir 
miissen uns damit begniigen, die Gesamtheit der (nm -++ 1)-Tupel, fiir welche 
das n-dimensionale Volumen verschwindet, implizit festzulegen durch die 
Bedingungen : 

a) Je n-+1 Punkte, von denen einer zwischen den n anderen liegt, 
bestimmen ein Simplex mit dem n-dimensionalen Volumen Null. 

b) Bestimmen fiir n+-2 Punkte n+ 1 von den n+-2 aus ithnen 
bildbaren (n-+-1)-Tupeln das n-dimensionale Volumen Null, dann be- 
stimmen alle aus thnen bildbaren (n-+-1)-Tupel das n-dimensionale 
Volumen Null. 

c) Bestimmt jedes der (n-+-1)-Tupel einer im Sinne des ( Abstands- 
limes oder allgemeiner des) Volumslimes konvergenten Folge von (n + 1)- 
Tupeln das n-dimensionale Volumen Null, dann bestimmt auch das Grenz- 
(n +1)-Tupel das n-dimensionale Volumen Null. 

Die Forderung a) ist die mittlere Nullbedingung, die Forderung b) 
ist eine unmittelbare Folge der Simplexungleichung U,, die Forderung c) 
eine Folge der aus U, sich ergebenden Stetigkeit der Metrik. 


6. Das Nichtverschwinden der Volumsfunktion. 


Wir kénnen auf Grund der impliziten Aussagen b) und c) aus der 
Forderung a) explizite Aussagen iiber das Verschwinden der Volumsfunktion 
herleiten. Wir wollen sagen, n + 1 Punkte bestimmen von nullter Ordnung 








> ae 
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das n-dimensionale Volumen Null, wenn sie ein unechtes (n + 1)-Tupel 
bilden, d.h. identische Punkte enthalten und daher schon auf Grund der 
schwachen Nullbedingung das n-dimensionale Volumen Null bestimmen. 
Wir sagen, n-+-1 Punkte bestimmen von erster Ordnung das Volumen 
Null, wenn einer von ihnen zwischen den n iibrigen liegt, so daB die n +1 
Punkte auf Grund der mittleren Nullbedingung das Volumen Null be- 
stimmen. Wir sagen, n-+1 Punkte bestimmen von héchstens zweiter 
Ordnung das Volumen Null, wenn ein n + 2-ter Punkt existiert, welcher 
zusammen mit je m von den gegebenen n +1 Punkten das Volumen Null 
bestimmt, so daB also die n-+1 Punkte auf Grund von einmaliger An- 
wendung der Simplexungleichung das Volumen Null bestimmen. Schon in 
euklidischen Raumen gibt es, wie wir gesehen haben, Punkte, welche von 
genau zweiter (d. h. von héchstens zweiter, aber nicht schon von erster) 
Ordnung das Volumen bestimmen (z. B. bestimmen die vier Eckpunkte 
eines Quadrates von genau zweiter Ordnung das dreidimensionale Volumen 
Null). Eine (m —1)-dimensionale Abhangigkeit von héherer als zweiter 
Ordnung in diesem Sinn (d. h. die Bestimmung des n-dimensionalen 
Volumens Null auf Grund der Forderungen a), b),c) von anderer als 
nullter, erster oder zweiter Ordnung) ist in euklidischen Raiumen unmég- 
lich. In allgemeinen Raumen hingegen miissen wir weitergehen und héhere 
Ordnungen fiir das Verschwinden der Volumsfunktion herleiten. Um dies 
einzusehen, betrachten wir die Flachenmetrik von folgendem einfachen 
metrischen Raum. Der Raum enthalte sieben Punkte p,, p,, Ps, P4Ps> Pas Pr> 
fiir welche folgende Abstinde festgesetzt sind: 


Py Po = P: P: = Py Ps = Pa P; = Py Ps = Ps Pa = Py Ps = Pe Po = PP; = 1, 
Py Pa = Pa Ps = Py Py = Py Py = Py Pa = Pa Ps = 2- 
Die sechs iibrigen Abstiinde werden wir hernach festsetzen. Auf Grund 
der bisherigen Festsetzungen liegt: 

p, zwischen p, und p,, p, und p,, p, und p,, 

p, zwischen p, und p,, p, und p,, p, und p,, 

p, zwischen p, und p,, p, und p,, p, und p,. 
Also sind, wenn wir zu dieser Abstandsmetrik eine den oben auseinander- 
gesetzten Bedingungen geniigende Flachenfunktion einfiihren, die Inhalte 

PoP3Po> PriPsPy> Pr P2 Ps 


gleich Null und zwar auf Grund der fiir die Punkte p,, p,, p, hergeleiteten 
Zwischenbeziehungen von héchstens zweiter Ordnung, aber auch sicher 
genau von zweiter Ordnung, weil in den drei Tripeln (p,, p,,P,), (Py» Pgs Pa)> 
(P,, Py, P,) kein Punkt Zwischenpunkt der beiden anderen ist. 
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Da jedes dieser drei Tripel den Inhalt Null bestimmt, ist nach der 
Tetraederungleichung auch p,¢,p, = 0. Wir wollen nun die noch zu be- 
stimmenden Abstiande so festsetzen, daB p,,p,, p, von héherer als zweiter 
Ordnung, d. h. nicht von héchstens zweiter Ordnung den Inhalt Null be- 
stimmen. Wir setzen zu diesem Zweck 


Ps Po = PoP: =P; Ps = 2, Py Ps = Po Ps = Pg P; = §- 


Um zu zeigen, daB die Punkte p,,p,,p, nicht von héchstens zweiter 
Ordnung den Inhalt Null bestimmen, haben wir bloB zu verifizieren, daB 
weder p,, noch p,, noch p,, sowohl mit p, und p,, als auch mit p, 
und p,, als auch mit p, und p, von erster Ordnung das Volumen Null 
bestimmen (von p, wissen wir dies schon). Aus Symmetriegriinden geniigt 
es, den Punkt p, zu betrachten. Derselbe liegt zwar zwischen p, und p,, 
aber es ist p,p, = 3, P,P; =1, P,P, = 2, also ist von den drei Punkten 
P,; Po, P; keiner Zwischenpunkt der beiden anderen, d. h. diese drei Punkte 
bestimmen nicht von erster Ordnung den Inhalt Null. 

Es bestimmen also in unserem Beispiel die Punkte p,,p,,p, auf 
Grund der Forderungen a), b), c) den Inhalt Null, aber nicht von héchstens 
zweiter Ordnung. Wir kénnen in unserem Beispiel sagen, sie bestimmen 
den Inhalt Null von dritter Ordnung, denn es existiert ein Punkt, nim- 
lich p,, welcher mit je zweien von ihnen von zweiter Ordnung den Inhalt 
Null bestimmt. 

Es ist klar, da8 wir in dieser Weise mit der Definition von Ordnungen 
fortfahren kénnen, und in allgemeinen metrischen Raumen auf Grund der 
Forderungen b) und c) fortfahren miissen. Es zeigt sich, was hier ohne 
Beweis erwahnt sei, daS man in kompakten Raumen nicht iiber die erste 
und zweite Klasse von Ordinalzahlen hinauszugehen braucht. Fiir eine 
Zahl « der ersten oder zweiten Zahlenklasse aber kann man definieren : 


Wenn « eine isolierte Zahl ist, so bestimmen drei Punkte den Inhalt 
Null von héchstens «-ter Ordnung, falls ein vierter Punkt existiert, welcher 
mit je zweien der drei gegebenen Punkte den Inhalt Null von héchstens 
(a —1)-ter Ordnung bestimmt. 

Wenn « eine Grenzzahl ist, so bestimmen drei Punkte den Inhalt Null von 
héchstens «-ter Ordnung, wenn sie Limestripel einer Folge von Punktetripein 
sind, welche durchwegs von einer Ordnung < «den Inhalt Null bestimmen. 

Diese beiden Forderungen sind die den Forderungen b) und c) ent- 
sprechenden expliziten Aussagen fiir den Fall n = 2 und ganz analog liegen 
offenbar die Verhiltnisse fiir héhere Dimensionen. 

Die Abgeschlossenheit der Menge aller Punktetripel, welche fiir ein 
gegebenes « von héchstens «-ter Ordnung den Inhalt Null bestimmen, ist 
leicht zu zeigen. 
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Nun ist a priori natiirlich der Fall méglich, daB die n-dimensionale 
Volumsfunktion auch fiir (n+1)-Tupel, welche nicht durch Induktion 
bzw. durch transfinite Induktion auf diesen Wegen erhalten werden kénnen, 
verschwindet. Es ist ja beispielsweise méglich, daB allen Punktetripeln 
eines metrischen Raumes der Inhalt Null zugeordnet wird, obwohl nur 
gewisse Punktetripel auf Grund der Abstandsmetrik von irgendeiner Ord- 
nung « im definierten Sinn den Inhalt Null bestimmen. Diese Méglich- 
keit wollen wir nun aber durch eine Forderung ausschlieBen und diese 
Forderung stellt offenbar das Analogon zu der in euklidischen Raéumen 
giltigen Positivitatsbedingung dar. 

P,, (Allgemeine Posivitaétsbedingung): Je n+ 1 Punkte, welche 
nicht von irgendeiner Ordnung « das Volumen Null bestimmen, bestimmen 
ein positives Volumen. 

Es ist klar, daB in euklidischen Raéumen diese Bedingung mit der 
oben erwahnten Positivitatsbedinguug der euklidischen Metrik identisch 
ist. Denn je n+ 1 Punkte, welche in einer (m — 1)-dimensionalen Ebene 
liegen, also je »-+1 Punkte, welche in einem euklidischen Raum das 
n-dimensionale Volumen Null bestimmen, bestimmen, wie wir sahen, von 
endlicher, ja sogar von héchstens zweiter Ordnung das Volumen Null. 

Betrachten wir insbesondere unsere allgemeine Positivitatsbedingung 
fiir n= 1, d.h. fiir den Fall der Abstandsmetrik. Von nullter Ordnung 
bestimmen den Abstand Null die unechten Punktepaare, d.h. die Paare 
identischer Punkte. Von erster Ordnung bestimmen den Abstand Null 
zwei Punkte a und b dann, wenn ein dritter Punkt c existiert, der sowohl 
mit @ als auch mit 6 von nullter Ordnung den Abstand Null bestimmt, 
d.h. ein Punkt c, der sowohl mit a als auch mit b identisch ist usw. 
Mit Riicksicht auf die Transitivitatseigenschaft der Identititsrelation fiihrt 
aber diese sukzessive Ordnungsbildung iiber die Identitaét nicht hinaus, so 
daB unsere allgemeine Positivititsforderung fiir den Fall der Abstands- 
metrik besagt, daB je zwei nicht identische Punkte einen positiven Ab- 
stand besitzen sollen. Das ist aber die Positivitatsforderung in der iib- 
lichen Definition der Abstandsmetrik. (Zwei Punkte haben den Abstand 
Null nur dann, wenn sie identisch sind.) 


7. Die Vollstindigkeit der Simplexungleichung. 


Wir haben oben festgestellt, da8 die Dreiecksungleichung eine nicht 
verscharfbare und durch keine weitere Dreipunktrelation erginzbare Drei- 
punktebeziehung ist, wofern wir die euklidischen Raume unter die allge- 
meinen Raiume mit Abstandsmetrik einordnen wollen. Wie liegen die 
Verhiltnisse fiir héhere Dimensionen? Ist die Simplexungleichung eine in 
diesem Sinn vollstindige (nm + 2)-Tupelrelation ? 
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Es gilt diesbeziiglich folgender elementargeometrischer Satz, den ich 
hier ohne seinen einfachen Beweis anfiihre: 


a) Sind n-+1 positive (durchwegs von Null verschiedene) Zahlen 
vorgegeben, so ist fiir die Existenz eines n-dimensionalen Simplexes, dessen 
Seitenjlichen die gegebenen Zahlen zu Volumina haben, notwendig und 
hinreichend, daB keine der n-+-1 gegebenen Zahlen gréfer als die Summe 
der n tibrigen ist. 


8) Sind n-+-1 nicht-negative Zahlen a,,a,,...,4,,, gegeben, wor- 
unter sich mindestens eine Null befindet, dann ist fiir die Existenz eines 
n-dimenstonalen Simplexes, dessen Seitenflachen die gegebenen Zahlen zu 
Volumina haben, notwendig und hinreichend, daB sich n-+-1 Zahlen 
é,= +1 (¢=1, 2,...,m-+1) bestimmen lassen, so daB die Relation gilt 


» &:4;,= 


i=1 


Im Falle n=2 ist die Zusatzbedingung f iiberfliissig. Denn wenn drei Zahlen 
@,, 4, 4, gegeben sind, worunter etwa a, = 0 ist, so ist schon auf Grund der Bedin- 
gung «), dh. auf Grund der Dreiecksungleichung, gewahrleistet, daB die beiden anderen 
Zahlen gleich sein miissen, also s,=+1, «,=—1, &=+1 gewahit werden kénnen- 
Fiir n =3 besagt die Bedingung f), daB, wenn fiir vier Punkte eines der aus ihnen 
bildbaren Tripel den Inhalt Null hat, der Inhalt von einem der drei iibrigen Tripel 
gleich der Summe der zwei anderen ist. Fiir beliebiges n ist der Fall, daB eine der 
Zahlen «,=-+ 1, alle iibrigen = — 1 gewihlt werden kénnen, charakteristisch dafiir, daB 
einer der n + 1 Punkte des den Zahlen a,, a,, ..., @,4, entsprechenden degenerierenden 
Simplexes zwischen den iibrigen » Punkten liegt. Allgemein entsprechen die 2" —1 
Vorzeichenkombinationen fiir die «, den 2"—1 Teilen, in welche der R, durch n+ 1 
Hyperebenen zerlegt wird. 


Satz « ergibt nun, da8 die Simplexungleichung hinsichtlich der Sim- 
plexe mit nicht-verschwindenden Volumen vollstindig ist. Wiirde hinsicht- 
lich der Simplexe mit nicht-verschwindendem Volumen zur Simplexunglei- 
chung noch eine iiber sie hinausgehende (n + 2)-Punktebeziehung hinzu- 
genommen, so lieBen sich die euklidischen Raume nicht unter die allge- 
gemeinen Raume mit n-dimensionaler Metrik einordnen. 


Anders liegen in gewissem MaSe die Verhiltnisse hinsichtlich der 
Simplexe mit verschwindendem Volumen. Es wire namlich nach £) mit 
den Eigenschaften der euklidischen Metrik vertriglich, wenn unter die 
Forderungen an die allgemeine Metrik auch die folgende aufgenommen 
wiirde, welche wir hier der Einfachheit halber bloB fir n—2 aus- 
sprechen : 

Wenn fiir vier Punkte eines der aus thnen bildbaren Tripel den 
Inhalt Null bestimmt, dann ist von den Inhalten der drei tibrigen Tripel 
einer gleich der Summe der beiden anderen. 
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Es ist jedoch fraglich, ob diese Forderung, wenn der Raum keinerlei 
Einschrankungen unterworfen wird und Tripel enthalten kann, die von 
héherer als erster Ordnung den Inhalt Null bestimmen, mit den iibrigen 
Forderungen an die Flachenmetrik vertraglich ist. Die Forderung ist mit 
der Tetraederungleichung und der Positivitaétsbedingung im allgemeinen 
sicher unvertraglich, wenn sie durch die folgende, in euklidischen Raumen 
gleichfalls giltige Zusatzforderung erginzt wird: 


Liegt von vier Punkten a, b,c, d etwa b zwischen a und c (d.h. 
gilt ab + be = ac), dann ist abd + bed = acd. 

Betrachten wir namlich etwa einen Raum, welcher fiinf Punkte 
a,b,c,d,e enthait, zwischen denen folgende Abstinde festgesetzt sind: 


ab=ac=ad=ae=1, be=bd=cd=2, ed=ce=—de=J2. 


Wollen wir in diesem Raum eine den auseinandergesetzten Bedingungen 
geniigende Flachenmetrik einfiihren, so haben wir zuniachst zu beachten, 
da8 a Zwischenpunkt von 6 und c, von c und d und von d und b ist. 
Es mu8 also jedenfalls festgesetzt werden: 


abec=abd=acd=bced=0. 


(Die Punkte 6,c,d bestimmen den Inhalt Null von zweiter Ordnung.) 
Weitere Tripel, welche den Inhalt Null bestimmen, kénnen, wie man auf 
Grund der Positivitaitsbedingung leicht verifiziert, nicht existieren. Nun 
miiBte auf Grund der angefiihrten Zusatzforderung gelten: 


abe+ace=bce, abe+ade=bde, ace+ade=cde. 


Betrachten wir das Punktequadrupel b,c,d,e. Es ist bed=0. Trotz- 
dem ist unméglich, daB eine der drei Zahlen bce, bde, cde gleich der 
Summe der beiden anderen ist. Denn beispielsweise aus bce = bde + cde 
wiirde wegen bce=abe-+ace und bde-+cde=abe-+ace-+ 2-ade 
folgen: ade = 0, im Widerspruch zur Positivitaétsbedingung. 


8. Flichenmetrik in Riumen mit Dreitripel- und Zweitripeleigenschaft. 


Die Schwierigkeit der Probleme vermindert sich und der Bereich der 
méglichen Aussagen vergroBert sich erheblich, wenn wir iiber den Raum, 
in welchem eine n-dimensionale Metrik definiert ist, beschrinkende Vor- 
aussetzungen machen. Dies sei hier zum AbschluB8 fiir den Fall der 
Flachenmetrik kurz angedeutet. 

In euklidischen Raiumen gilt der Satz, daB drei Punkte den Flachen- 
inhalt Null dann und nur dann bestimmen, wenn sie auf einer Geraden 
liegen, und daS drei Punkte dann und nur dann auf einer Geraden liegen, 


wenn einer von ihnen Zwischenpunkt der beiden anderen ist. Aus diesem 
Mathematische Annalen. 100. 11 
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Grunde kénnen drei Punkte eines euklidischen Raumes den Flacheninhalt 
Null nur entweder von nullter oder von erster Ordnung bestimmen (starke 
Nullbedingung). In allgemeinen metrischen Raumen kénnen, wie wir 
festgestellt haben, auch héhere Ordnungen auftreten. 

Besonders weittragend ist nun aber die Einfiihrung der Flachenmetrik 
in Raume, welche die erwahnte Eigenschaft mit den euklidischen Riumen 
gemein haben: in Raume also, in welchen Punktetripel, die von héherer 
als erster Ordnung den Filacheninhalt Null bestimmen, nicht auftreten; 
ausfiihrlich gesprochen, in Raume, in welchen zu keinem Punktetripel 
a,b,c, das nicht auf einer Geraden liegt, ein vierter Punkt d existiert, 
so daB in jedem der drei Tripel (a, b,d), (a,c,d), (b,c, d) einer der 
drei Punkte zwischen den beiden anderen liegt. Auf diese Raume sind 
wir aber in der ersten Untersuchung iiber allgemeine Metrik (S. 107 ) bereits 
von einem anderen Gesichtspunkt aus gefiihrt worden. Wir haben diese 
Raume als Raume mit der Dreitripeleigenschaft bezeichnet und gezeigt, 
da8 sie unter den vollstandigen konvexen Raumen charakterisiert sind 
durch die Abwesenheit konvexer Dreibeine. 

Ist also in einem Raum mit der Dreitripeleigenschaft eine den all- 
gemeinen Forderungen geniigende Flachenmetrik definiert, so ist der In- 
halt eines Punktetripels dann und nur dann Null, wenn einer der drei 
Punkte zwischen den anderen liegt. 

Als wichtigste Unterklasse dieser Klasse von Raumen haben wir Rawme 
mit der Zweitripeleigenschaft betrachtet (S. 111) und diese letzteren unter 
den vollstandigen konvexen Riumen dadurch gekennzeichnet, da8 in ihnen 
je zwei verschiedene Punkte eine Gerade bestimmen, die durch je zwei 
verschiedene ihrer Punkte bestimmt ist. Wir wollen nun zeigen, daB diese 
Raume auch vom Standpunkt der Flichenmetrik eine wichtige Eigenschaft 
besitzen : 

Ist in einem Raum mit der Zweitripeleigenschaft eine den all- 
gemeinen Bedingungen geniigende Flachenfunktion definiert, so ist fiir 
zwei geordnete Punktetripel der mi: Hilfe der Fldchenfunktion defi- 
nierte Abstand dann und nur dann gleich Null, wenn die beiden 
Punktetripel identisch sind. fiir identische Punktetripel ist der 
Abstand auf Grund der schwachen Nullbedingung in jedem Raum mit 
Flachenmetrik gleich Null. Es seien nun in einem Raum mit der Drei- 
tripeleigenschaft zwei nicht-identische Punktetripel a,b,c und a’, b’,c’ 
gegeben, von denen etwa das erste einen Flicheninhalt abc > 0 bestimmt. 
Da die beiden geordneten Tripel als nicht identisch vorausgesetzt wurden, 
sind mindestens zwei entsprechende Punkte verschieden. Es ist also etwa 
a+a’. Wir betrachten nun die beiden Flacheninhalte aa’b und aa’c 
und leiten zunichst einen Widerspruch her aus der Annahme, daB diese 
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beiden Zahlen =(0 seien. Da der Raum nach Voraussetzung die Zwei- 
tripel-, und daher erst recht die Dreitripeleigenschaft besitzt, haben nur 
jene Tripel den Flacheninhalt Null, in denen ein Punkt Zwischenpunkt 
der beiden anderen ist. Aus der Annahme wiirde also folgen, da8 in 
jedem der beiden Tripel a,a’,b und a,a’,c einer der Punkte zwischen 
den beiden anderen liegt. Da der Raum die Zweitripeleigenschaft besitzt, 
miiBte also auch von den drei Punkten a, b,c einer zwischen den beiden 
anderen liegen, im Widerspruch zur Annahme, daB abc> 0 ist. Es ist 
also von den beiden Zahlen aa’b und aa’c mindestens eine >0. Da 
diese beiden Zahlen unter den zwélf durchwegs nicht-negativen Summanden 
des Abstandes r( - ®, re 

a,b,c 
a,b,c und a’, b’,c’ einen positiven Abstand haben. 

Wir beweisen nun die Umkehrung dieser Behauptung: Ist in einem 
Raum, welcher die Dreitripel-, aber nicht die Zweitripeleigenschaft besitzt, 
eine den allgemeinen Bedingungen geniigende Flachenmetrik definiert, 
dann enthalt der Raum zwet nicht identische Punktetripel mit positivem 
Flacheninhalt, deren Abstand im Sinne der Flachenmetrik gleich Null ist. 
In der Tat, der Raum besitzt nicht die Zweitripeleigenschaft, enthalt also 
ein Punktequadrupel a, b,c,d, so da® fiir zwei aus dem Quadrupel bild- 
bare Tripel etwa fiir die Tripel a,b,c und a,b,d einer der Punkte 
zwischen den beiden anderen liegt, daB dies aber fiir eines der im Qua- 
drupel enthaltenen Tripel, etwa fiir b, c,d, nicht der Fall ist. Diese vier 
Punkte a,b,c,d sind offenbar paarweise verschieden. Da der Raum 
nach Voraussetzung die Dreitripeleigenschaft besitzt, ist abe = abd = 0, 
bed > 0. Betrachten wir nun die beiden nicht identischen Tripel b,c, d 
und a,c,d. Es hat bed sicher einen positiven Inhalt. Berechnen wir 
b,c,d 
a,c,d 


vorkommen, folgt daraus, daB die Tripel 


ihren Abstand, so ergibt sich r( )- abec+abd=0. Damit ist 


die Behauptung bewiesen. 


(Eingegangen am 10. 5. 1927.) 
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Uber die charakteristischen Zahlen einer Kurve 
vom Maximal-Klassenindex'). 


Von 
Julius v. Sz. Nagy in Klausenburg. 


1. Einleitung. 


Unter einer Kurve verstehen wir eine reelle stetige und geschlossene 
ebene Kurve, die aus endlichvielen konvexen Bégen besteht und in jedem 
Punkte eine bestimmte, mit dem Beriihrungspunkte sich stetig andernde 
Tangente hat. Die Klasse bzw. der Klassenindex der Kurve ist die gréBte 
bzw. kleinste Anzahl der Tangenten der Kurve, die von einem beliebigen 
Punkte ihrer Ebene ausgehen. 

In einer vorigen Abhandlung*) haben wir fiir eine Kurve n-ter Klasse 
vom Maximal-Klassenindex das Geschlecht p mit dem Zusammenhange 
eines gewissen, der Kurve zugehérigen Gebietes 7’ definiert. Dieses Gebiet 
wird von den Punkten der Ebene gebildet, aus denen n — 2 Tangenten 
an die Kurve gezogen werden kénnen. Ist das Gebiet 7 p+ 1-fach zu- 
sammenhingend, so ist p das Geschlecht der Kurve. Zerfallt das Gebiet T 
in die zusammenhangenden Gebiete 7,, T,, ..., 7, mit dem Zusammen- 
hange p, +1, p,+-1,..-,P, +1, 80 ist 


P=P,+Pet---+p,—k+1. 
In dieser Abhandlung beweisen wir die folgenden Hauptsitze: 


I. Hat eine ebene Kurve n-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex 
r Spitzen erster Art, t Doppeltangenten, w Wendetangenten (w =) oder 1) 


1) Diese Abhandlung wurde am 17. Mai 1926 der ungarischen Akademie der Wis- 
senschaften vorgelegt. 

*) .Uber Kurven vom Maximal-Klassenindex. Uber Kurven vom Maximalindex“, 
Math. Annalen 89 (1923), S. 32—75 [Berichtigung Math. Annalen 90 (1923), S. 142 
bis 143]. Diese Abhandlung wird im folgenden mit. A. zitiert. 
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und das Geschlecht p, so sind 
r=n—2+2p und ttw— er) _» 


Il. Stimmen fiir eine algebraische Kurve vom Mazximal-Klasssenindex 
die algebraische und Realitatsklasse tiberein, so stimmt auch das algebra- 
ische und das Realitdtsgeschlecht iiberein und die Kurve hat nur reelle 
Tangentensingularitaten. 

III. Hine einziigige algebraische Kurve von der algebraischen Klasse n 
und vom Klassenindex n — 2 ist entweder rational oder elliptisch. 

Auf Grund des Dualitiatsprinzips lassen sich entsprechende Satze fiir 
die ebenen Kurven vom Maximalindex aussprechen. 

Der zu Satz I duale Satz ist eine Verallgemeinerung einiger Satze 
von Herrn C. Juel iiber die Anzahl der Doppelpunkte und der Wende- 
tangenten fiir eine ebene Projektion einer Raumkurve vom Maximalindex, 
die auf einer Regelflache zweiter Ordnung liegt’). 


2. Elementare Deformationen. 


Wir beweisen unsere Siatze mittels fiinf elementarer Deformationen 
a, B, y, 6 und e. 

Wir ersetzen einen Elementarbogen AB einer Kurve C vom Maximal- 
index, die keine Wendetangente hat, durch einen Elementarbogen mit den- 
selben Endpunkten, so da8 die Punkte A und B fiir die neue Kurve 0” 
ebensolche (gew6hnliche Punkte oder Spitzen erster Art) Punkte sind, wie 
sie fiir C waren. Liegt kein Punkt von C im Gebiete zwischen den zwei 
Elementarbégen mit den Endpunkten A und B, so wendet man auf die 
Kurve C eine Deformation « an. 

Ersetzt man die Elementarbégen AS und SB der Kurve C, von 
denen im Punkte S eine Spitze erster Art gebildet wird, durch solche 
Elementarbégen AS’ und S’B, von denen im Punkte §’ eine Spitze erster 
Art gebildet wird, sind ferner die Punkte A und B fir die neue Kurve 0’ 
ebensolche Punkte, wie fiir die Kurve C, und liegt endlich kein Punkt der 
Kurve C in dem von den Bégen ASB und AS’ B begrenzten Gebiete, so 
wendet man auf die Kurve C eine Deformation f an. 

Wir wenden auf die Kurve C die Deformation y an, wenn wir einen 
ihrer Elementarbégen durch eine Deformation « so lange deformieren, bis 
er einen anderen Elementarbogen von C beriihrt. Die so erhaltenen zwei, 
einander beriihrenden Elementarbégen liegen an den entgegengesetzten 


%) ,Die gewundenen Kurven vom Maximalindex auf einer Regelfliche zweiter 
Ordnung,“ Kgl. Danske Vidensk. Selks. Skrifter, Nat. og Math. Afd., 8. Raekke (1917), 
8. 279—294. 
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Seiten der gemeinsamen Tangente. Dies folgt aus der Eigenschaft der 
Kurve C vom Maximal-Klassenindex, daB man aus einem Punkte der 
Ebene entweder die konvexen oder die konkaven Seiten der Kurve C 
erreichen kann, ohne die Kurve zu iiberschreiten *). 

Die Kurve C’, in welche die Kurve C durch Deformationen «, £ und 
y iiberfiihrt wird, ist wieder vom Maximal-Klassenindex, weil sie keine 
stationire und keine Wendetangente hat und weil man aus einem Punkte 
der Ebene dieselben Seiten ihrer Elementarbégen erreichen kann. Bewegt 
sich ein Punkt P in der Ebene, so kann sich die Anzahl der Tangenten 
der Kurve C aus dem Punkte P nur dann andern, wenn der Punkt P die 
Kurve C iiberschreitet. Die Veranderung ist +-2 bzw. — 2, je nachdem 
der Punkt P einen Elementarbogen von C von seiner konkaven bzw. von 
seiner konvexen Seite aus iibertritt. 

Beriihren die Elementarbégen AB und CD der Kurve C (nach der 
Durchfiihrung einer Deformation y) einander im Punkte M, so bildet der 
Elementarbogen AM mit einem der Elementarbégen OM und DM im 
Punkte M eine Spitze erster Art. Ist OM dieser Elementarbogen, so 
bilden auch die Elementarbégen BM und DM im Punkte M wieder eine 
Spitze erster Art. Durch die Deformation 5 werden diese zwei Spitzen 
im Punkte M voneinander getrennt. 

Die Deformation « bringt durch Deformationen f die durch eine 
Deformation 5 entstandenen zwei Spitzen voneinander in endlichen Ab- 
stand. 

Die Umkehrung einer Elementardeformation « bzw. f ist wieder eine 
Deformation « bzw. 8. Unter den fiinf Elementardeformationen ist nur 
die Deformation 5 unstetig. 


3. Die Anwendbarkeit der Deformationen y, d, ¢ auf eine im Endlichen 
liegende einziigige Kurve C n-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex 
und vom Geschlechte eins. 


Die Deformationen « und f lassen sich auf jede Kurve vom Maximal- 
Klassenindex anwenden. Wir wollen jetzt beweisen, da8 man auf eine ein- 
ziigige, im Endlichen liegende Kurve C vom Maximal-Klassenindex, deren 
Ordnung »>3 und deren Geschlecht eins ist, auch die Deformation y 
(and nachher die Deformationen 5 und «) anwenden kann. 

Die Kurve C hat das Geschlecht eins, also bilden die Punkte, aus 
denen n— 2 Tangenten an die Kurve gehen, ein zweifach zusammen- 
hingendes Gebiet 7,. Wegen der Einziigigkeit von C ist demnach das 
von C begrenzte endliche Gebiet 7, (ays dessen Punkten an die Kurve 


*) Vgl. A, S. 50. 
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n Tangenten gehen) einfach zusammenhiangend. Aus einem Punkte des 
Gebietes TJ, bzw. 7, ist die konkave bzw. konvexe Seite der Kurve 
erreichbar, ohne die Kurve zu iiberschreiten. 

Ist P das kleinste geradlinige konvexe Polygon, das sich um die 
Spitzen der Kurve C spannen la8t, so hat die Kurve keinen Punkt auBer- 
halb des Polygones P. 

Wiirde namlich die im Endlichen liegende Kurve C von einer Stiitz- 
geraden e des Polygons P geschnitten, so gabe es auf der mit P entgégen- 
gesetzten Seite der Geraden e eine mit e parallele Gerade e,, von der die 
Kurve C nicht getroffen wird. La8t man nun eine Gerade g von e, aus- 
gehend parallel der Geraden e sich nahern, so wird die erste der Gera- 
den g, von der die Kurve C getroffen wird, eine Tangente ¢, weil kein 
singulérer Punkt der Kurve auBerhalb des Polygons P liegen kann. 

Auf der Tangente ¢ kann man aber im Beriihrungspunkte die konvexe 
Seite der Kurve erreichen. Daraus folgt, daB man aus den Punkten der 
Geraden e, und ¢ die konvexe Seite der Kurve erreichen kann. Dies ist 
aber unméglich, weil das einfach zusammenhingende Gebiet 7, keine ganze 
Geraden enthalten kann. Daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung. 
Aus der Behauptung geht insbesondere hervor, da8 das Polygon P min- 
destens drei Eckpunkte enthilt, da sich die Kurve C andernfalls nach dem 
Bewiesenen auf einen Punkt bzw. auf eine Strecke reduzieren miiBte. 

Die Kurve hat also mindestens drei Spitzen. Hat die Kurve C genau 
drei Spitzen erster Art, so besteht sie aus drei Elementarbégen, deren 
Endpunkte die Spitzen der Kurve sind. Bezeichnen nimlich A und B 
zwei Spitzen der Kurve C, so schneidet die Stiitzgerade AB des Poly- 
gons P den singularitiatenfreien Bogen AB auBerhalb der Punkte A und B 
in keinem anderen Punkte. Daraus folgt, daB der Bogen AB ein Ele- 
mentarbogen ist. Eine solche Kurve ist dritter Klasse und hat keine 
Doppeltangente*). 

Ist die Klasse n der Kurve C vom Maximal-Klassenindex vom Ge- 
schlechte eins gréBer als drei, so ist auch die Anzahl r der Spitzen gréBer 
als drei. Sobald r>3 ist, kann angenommen werden, daB die Kurve 
auch einen Elementarbogen hat, dessen Endtangenten sich im Gebiete 7, 
schneiden. Tritt dies nicht ein, so zeigen wir, daB die Kurve C sich durch 
Deformationen a und # in eine Kurve ©” iiberfiihren laBt, fiir welche die 
Annahme erfiillt ist. 

Lauft ein Punkt die Kurve C in positiver Richtung um (so daB das 
endliche Gebiet 7, links bleibt), so werde die Reihenfolge der Spitzen bzw. 
ihrer Tangenten mit A,, A,,...,A, bzw. a,,@,,...,@, bezeichnet. Aus 





5) Vgl. A., 8. 60. 
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der Annahme, da8 die Kurve C keinen solchen Elementarbogen hat, dessen 
Endtangenten sich im Gebiete 7, schneiden, folgt, daB die singularitaten- 
freien Bégen A.A,, A, 4A,, meng A.A, alle Elementarbégen, die Winkel 
(@,a@,), (@,@,), ..-, (@,a,) alle positiv und kleiner als a sind und ihre 
Summe 22 ausmacht. 


Ist naimlich B, der Schnittpunkt der Geraden a, und a,,, und durch- 
lauft der Punkt P, dessen Tangente p ist, den Bogen A, A, +. (&=1, 2,...,7; 
A,,, = A,) von A, aus, so durchliuft der Schnittpunkt Q der Tangenten 
a, und p die im Gebiete 7, liegende endliche Strecke A,B, einfach. Der 
Punkt Q bewegt sich naimlich auf a, in einem bestimmten Sinne, wihrend 
der Punkt P den von Singularitaten freien Bogen A, Ars durchlauft, und 
er kann aus dem Gebiete 7, nicht austreten. Widrigenfalls giibe es auf 
dem Bogen A, A, +, einen Elementarbogen, dessen Tangenten einander im 
Gebiete 7, schneiden wiirden, 

Aus dem Gesagten folgt, daB der Bogen yw ee ein Elementarbogen 
ist, der ganz im Dreiecke A, B,A,,, liegt. Ahnlicherweise liegt der Ele- 
mentarbogen P eer Oy im Dreiecke A,,,B,,,A,,_., daB auBer den ge- 
meinsamen Punkten der Strecken A,,,B, und A,,,B,,, mit dem Drei- 
ecke A,B,A,,, keinen anderen gemeinsamen Punkt haben kann. Die 
Winkel (a,, a,), (a, @,),...,(@,, @,) sind also alle positiv und kleiner als 
a und ihre Summe macht 22 aus. 


Es gibt also wenigstens ein Paar der nacheinander folgenden Winkel, 
deren Summe kleiner als z ist. An- 
genommen also, daB (a, a,) +-(a, a,) 
<a und A} ein Punkt desjenigen 
Gebietes ist, welches von den Ge- 
raden a, und a, und von den Ele- 
mentarbégen A, A, und A, A, be- 
grenzt wird, so kann man den 
Bogen A,A,A, durch eine Defor- 
mation § in den Bogen A, A, A, 
iiberfiihren, so daB8 die Spitzen- 
Fig. 1. tangente im Punkte A} mit a, 

parallel ist. Die Endtangenten des 

Elementarbogens A, A. schneiden einander also im Gebiete 7. (Fig. 1.) 





Ist nun AB ein Elementarbogen der Kurve C, dessen Endtangenten 
einander im Gebiete 7, schneiden, so kann man auf ihn die Deformation y 
anwenden, weil es in dem von dem Elementarbogen AB und von seinen 
Endtangenten begrenzten endlichen Gebiete auch solche Elemantarbégen 
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mit den Endpunkten A und B gibt, von denen der iibrigbleibende Bogen 
der Kurve C geschnitten wird. Daraus folgt, daB die Deformationen y, 4, ¢ 
auf eine im Endlichen liegende Kurve n(> 3)-ter Klasse vom Geschlechte 
eins — nach entsprechenden Deformationen « und f£ — immer anwend- 
bar sind, 


4. Die Einwirkungen der Elementardeformationen auf die Klasse und 
die Anzahl der Doppeltangenten einer Kurve n-ter Klasse vom 
Maximal-Klassenindex ohne Wendetangente. 


Eine Kurve C n-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex, die keine 
Wendetangente hat, geht durch die Elementardeformationen in eine Kurve C” 
iiber, die wieder vom Maximal-Klassenindex ist. Die Kurve C’ hat nim- 
lich keinen Doppelpunkt, keine stationiire und Wendetangente und aus 
einem Punkte der Ebene kénnen entweder die konvexen oder die konkaven 
Seiten der Elementarbégen der Kurve C”’ erreicht werden, ohne ©’ zu 
iiberschreiten. Wird also bewiesen, daB aus einem Punkte, von dem die- 
selbe (konvexe oder konkave) Seite der Kurven C und C” erreicht werden 
kann, an beide Kurven die gleiche Anzahl von Tangenten gezogen werden 
kann, so haben die Kurven C und C’ dieselbe Klasse. 


Bedeutet P den Schnittpunkt der Endtangenten des Elementarbogens 
AB und wendet man auf diesen Elementarbogen die Deformationen «, 
y oder 5 an, so gehen dieselben Tangenten an beide Kurven C und C’ 
aus dem Punkte P. Deformiert man die Elementarbégen AS und SB, 
von denen im Punkte S eine Spitze erster Art gebildet wird, durch eine 
Deformation f oder e, so geht aus dem Schnittpunkte P der Tangenten 
der Kurve in den Punkten A und B noch eine und nur eine Tangente 
an jeden der beiden Bégen ASB und AS’B. Die Klassen der Kurven 
C und ©’ stimmen also iiberein. 


Wendet man auf die Kurve C eine Deformation @ oder f an, so bleibt 
auch die Anzahl der Doppeltangenten unveriindert, wie aus den Unter- 
suchungen von Herrn A. Kneser iiber die Gestalter. ebener Kurven folgt*). 


Herr Kneser hat bewiesen, daB bei irgendeiner stetigen Deformation 
einer Kurve eine Doppeltangente einfach erhalten bleibt, solange ihre Be- 
riihrungspunkte getrennt und nicht singular sind, Man kann aber ebenso 
beweisen, daB eine Doppeltangente auch dann einfach erhalten bleibt, wenn 
die Beriihrungspunkte getrennt sind und einer oder beide von ihnen mit 
einer oder mit zwei Spitzen erster Art zusammenfallen. Daraus folgt, da8 


®) ,Einige allgemeine Sitze iiber die einfachsten Gestalten ebener Kurven“, Math. 
Annalen 41 (1893), §§ 17—19, 8. 369—376. 
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die Anzahl der Doppeltangenten durch die Deformationen « und # unver- 
andert bleibt. 

Durch irgendeine Deformation y fallen zwei Doppeltangenten in eine 
zusammen, welche durch die Deformation 6 in die gemeinsame Tangente 
zweier Spitzen verwandelt wird. Diese gemeinsame Spitzentangente ist 
nur fiir eine Doppeltangente zu rechnen. Die nacheinandergefiihrten De- 
formationen y,6 und « vermindern also die Anzahl der Doppeltangenten 
um eins und vergréBern die Anzahl der Spitzen, die durch die Deforma- 
tionen «, 8 und y nicht verandert wird, um zwei. 


5. Im Endlichen liegende einziigige Kurven vom Maximal-Klassenindex 
und vom Geschlechte eins. 


Wir bezeichnen mit C”’ eine im Endlichen liegende Kurve n-ter 
Klasse vom Maximal-Klassenindex und vom Geschlechte eins, die r Spitzen 
erster Art und ¢ Doppeltangenten hat. Durch Elementardeformationen, 
unter denen die Deformationen y und 4 je einmal vorkommen, wird die 
Kurve CO” in eine zweiziigige Kurve C, n-ter Klasse vom Maximal-Klassen- 
index iiberfiihrt, die r +2 Spitzen und ¢t — 1 Doppeltangenten besitzt. Es 
ist klar, daB keiner der zwei Ziige von C, den anderen Zug umgibt. 

Wir werden auf die zwei Ziige der Kurve C, vom Maximal-Klassen- 
index, die wieder Kurven vom Maximal-Klassenindex und vom Geschlechte 
eins sind, noch einmal die vorigen Deformationen an und wiederholen dieses 
Verfahren auf die entstandenen Kurvenziige, solange die Deformationen 
y, 6, € angewendet werden kénnen, d. h. so lange, bis alle entstandenen Ziige 
dritter Klasse mit drei Spitzen sind. Hat die Kurve 0” r Spitzen, so 
geht sie durch (r — 3)-malige Anwendung der Deformationen y, 6, ¢ in 
r — 2 Ziige dritter Klasse mit je drei Spitzen iiber, von denen keiner Zug 
einen anderen umschlieBen kann. 

Die Kiasse dieser aus r — 2 Ziigen dritter Klasse bestehenden Kurve 
C,_, ist r, weil man aus einem innerhalb eines Zuges liegenden Punkte 
an diesen Zug drei Tangenten, an die iibrigen r — 3 Ziige je eine Tangente 
ziehen kann. Die Klasse der Kurve C, , ist aber (nach § 4) n, also 
ist r=n=n+2p— 2. 

Die Anzahl der Doppeltangenten der Kurve C” la8t sich auf Grund 
unseres folgenden Satzes bestimmen’): 


IV. Haben die einziigigen ebenen Kurven C,, und C,, keinen gemein- 
samen Punkt, keinen Doppelpunkt und keine stationdre und Wendetangente, 
liegt ferner die Kurve C,, im Endlichen und gehen endlich n bzw. m 


*) ,Uber einen v. Staudtschen Satz“, Acta Litt. ac. Sc. Reg. Univ. Francisco- 
Josephinae, Szeged (Ungarn), Sect. Sc. Math. 2 (1924), 8. 67—68. 





en 
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Tangenten aus einem Punkte der Kurve C,, bzw. OC, an die andere Kurve, 
80 haben die zwei Kurven m-n gemeinsame Tangenten. 


Nach diesem Satze haben je zwei Ziige dritter Klasse der Kurve C, , 
je eine gemeinsame Tangente, die Kurve CO, , hat also fo—Se=*) Doppel- 


tangenten. Durch (r — 3)-fache Anwendung der Deformation 6 wurde 
die Anzahl der Doppeltangenten der Kurve C” um r—3=n—8 ver- 
mindert, also ist 


pes e=e—) a (o= Ke *) al 
Damit ist der Satz I fiir die Kurve 0” bewiesen. 


6. Im Endlichen liegende Kurven vom Maximal-Klassenindex 
und vom Geschlechte null. 


Nimmt man in der Ebene eine dreispitzige Kurve C dritter Klasse 
an, welche die im Endlichen liegende Kurve OC vom Maximal-Klassen- 
index und vom Geschlechte null umschlieBt, so kann man aus den Punkten 
des ringférmigen Gebietes zwischen den Kurven OC und @ die konvexen 
Seiten beider Kurven erreichen. Verkleinert man die Kurve C so lange, 
bis sie die Kurve CO beriihrt, so werden die Kurven C® und C durch 
Deformation 6, ¢ in einem der Beriihrungspunkte der zwei Kurven in eine 
einziigige Kurve 0’ vom Maximal-Klassenindex und vom Geschlechte eins 
vereinigt. 

Ist n, r und ¢ baw. n’,r’ und ¢’ die Klasse, die Anzahl der Spitzen 
und diejenige der Doppeltangenten der Kurve OC bzw. 0, so bestehen 
die Gleichungen 


ran’, n=nts, Part, f= Son) _ 4, vit Bn-1, 


woraus r =n — 2, ga SH ENE-) ist. Damit ist der Satz I fiir die 
Kurve OC” bewiesen. 

Um die Anzahl der Spitzen und Doppeltangenten einer im Endlichen 
liegenden einziigigen Kurve vom Maximal-Klassenindex bestimmen zu kénnen, 
ist auch ein anderes Verfahren vorhanden. Es ist nicht schwer einzusehen, 
da8 eine solche Kurve durch Deformationen « und £ in ein konvexes oder 
konkaves Bogenpolygon®) iiberfiihrt werden kann, dessen Spitzen alle oder 
— im Falle Bogenpolygons — mit der Ausnahme einer Spitze alle auf 
einer Geraden liegen und ihre Spitzentangenten auf diese Gerade senkrecht 
fallen. Fiir ein solches Bogenpolygon kann man die Anzahl der Spitzen 
und die Anzahl der Doppeltangenten direkt bestimmen. 


*) Vgl. A. S. 36—41. 
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7. Im Endlichen liegende irreduzible Kurven vom Maximal-Klassenindex 
und vom Geschlechte p. 


Eine Kurve C n-ter Klasse ist reduzibel und zerfallt in die Kurven 
C,,C,,.--,C, n,-ter, n,-ter, ...,n,-ter Klasse, wenn n = n, + n+ ...+ 
ist und die Kurven C,, C,,..., C, zusammen jeden Zug der Kurve C ent- 
halten, und zwar jeden nur einmal. Tritt das Zerfallen der Kurve bei 
keinerlei Einteilung ihrer Ziige ein, so ist sie irreduzibel., 

Eine Kurve n-ter Klasse C” vom Maximal-Klassenindex ist dann 
und nur dann irreduzibel, wenn die Punkte, aus denen an die Kurve 
n — 2 Tangenten gehen, ein zusammenhangendes, und zwar p + 1-fach zu- 
sammenhingendes Gebiet 7 bilden”). Man bekommt in der Ebene ein 
von im Endlichen liegenden Randkurven begrenztes p -+- 1-fach zusammen- 
hangendes Gebiet, wenn man entweder in der ganzen Ebene oder in einem 
von einer Randkurve begrenzten einfach zusammenhangenden ebenen Ge- 
biete p Lécher bohrt. Daraus folgt, daB eine im Endlichen liegende ir- 
reduzible Kurve OC” vom Geschlechte p und vom Maximal-Klassenindex 
aus p Ziigen vom Geschlechte eins, von denen keiner einen anderen um- 
schlieBt, und noch entweder aus einem oder aus keinem Zuge vom Ge- 
schlechte null besteht. Der Zug vom Geschlechte null umschlieBt die 
iibrigen p Ziige. 

Besteht die Kurve C” aus den Ziigen C,, C,,...,C, (k = p oder p + 1) 
und bezeichnen n, ,, %, +--+; %yi 1) 15a, -+-> 7, Daw. t, ty, ty,...,t, die 
Klassen, die Anzahlen der Spitzen bzw. der Doppeltangenten fiir die 
Kurven 0”, C,, C,,...,C,, 80 bestehen fiir k = p die Gleichungen 


— & 4 @. ol ! —%n+2 ion 4 a 
n=n,+n,+...+n,—2p+ 2, r=1,+r%+...+%,, 
Ny =T,, Me=T,, ++, N=, 


t=t, +8,+...Ft,+ a (mn, — 2)(n; — 2), 


(mm —1)(m— 2) 


3 —] (A=1,2,..., 9); 
fiir k=p-+1 aber die Gleichungen 


t, = 


n= nN, f My + +e + M4, — 2p, P= tty toe tyes 
My = Ty, My = Tq, noes My =Tyr Maa =Ty4, +2, 
$n G+ og} S (nm, —2)(n,— 2), 
Aj=1,8,..,9+2) 
= «= —1 —2 
ta Sea T So) _ 1 (ha 1,2)... Pr, bya et ett, 


*) Vgl. A., 8. 63. 
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weil die Anzahl der gemeinsamen Tangenten der Kurvenziige O, und CO, 
nach dem Satze IV (n, -- 2)(m; — 2) ist. 

Aus den beiden Gleichungssystemen folgen die Gleichungen 
(n—1)(n—2) 
ere oe 


wodurch der Satz I fiir die Kurve C” bewiesen ist. 


r=n—2+2p und t= 


8. Irreduzible und reduzible Kurven vom Maximal-Klassenindex 
ohne Wendetangente. 


Wir bezeichnen mit C eine irreduzible oder reduzible Kurve n-ter 
Klasse vom Maximal-Klassenindex, die r Spitzen, ¢ Doppeltangenten und 
das Geschlecht p hat. Die Kurve kann im Endlichen liegen oder sie laBt 
sich ins Endliche nicht projizieren. 

Bilden die Punkte, aus denen n — 2 Tangenten an die Kurve C gehen, 
k in sich zusammenhingende, miteinander nicht zusammenhingende ebene 
Gebiete T,, T,, ..., T,, mit dem Zusammenhange p, +1, p, +1,..., p, +1, 
so ist p=p,+p,+...+p,—k+1. Fiir eine irreduzible Kurve C 
ist k=1. 

Der Index i der Kurve C ist die niedrigste Anzahl der Punkte, in 
denen die Kurve von einer Geraden der Ebene getroffen werden kann. 
Fiir eine Kurve ohne Wendetangente ist die Ordnung und der Index eine 
gerade Zahl. 

Der Satz I wird fiir eine Kurve C durch vollsténdige Induktion be- 
wiesen. Es wird gezeigt, daB der Satz I auch fiir die Kurven C vom 
Index 7 giiltig ist, wenn seine Giiltigkeit fiir die Kurven C vom Index ¢ — 2 
nachgewiesen ist. 

Es sei g eine Gerade, von der die Kurve C vom Index ¢ in ¢ Punkten 
geschnitten wird, wobei 7 > 2 ist. Es kann angenommen werden, daB die 
Gerade g, von der die Kurve C in ¢ Punkten geschnitten wird, von der un- 
endlichfernen Geraden der Ebene abweicht. Es gibt auf der Geraden g immer 
einen auBerhalb der Kurve im Endlichen liegenden Punkt P, aus dem man 
die konkave Seite der Kurve erreichen kann (weil die Kurve von g in ¢ > 2 
Punkten geschnitten wird). Projiziert man nun eine durch den Punkt P 
hindurchgehende von g verschiedene Gerade e ins Unendliche und bezeichnet 
man mit C’ bzw. g’ die Projektion der Kurve C bzw. der Geraden g, so 
liegen die Schnittpunkte der Geraden g’ mit der Kurve C’ alle im End- 
lichen und man erreicht aus dem unendlichfernen Punkte der Geraden g’ 
(der die Projektion des Punktes P ist) die konkave Seite der Kurve 0’. 
Es kann also angenommen werden, daf alle ¢ Schnittpunkte von g mit C 
im Endlichen liegen und daS man aus dem unendlichfernen Punkte der 
Geraden g die konkave Seite der Kurve erreichen kann, ohne die Kurve 
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zu iiberschreiten. Bezeichnen A,, A,,..., A; diese ¢ Punkte und ihre Auf- 
einanderfolge auf der Geraden g, so liegt die Strecke A, A, in einem 
Gebiete G der Ebene, aus dessen Punkten n Tangenten an die Kurve C 
gehen. Ist M ein im Gebiete @ liegendes Oval, von dem die Kurve C 
in den Punkten A, und A, beriihrt wird, so ist die aus den Kurven C 
und M bestehende Kurve Cy n-+ 2-ter Klasse und vom Maximal-Klassen- 
index. Die Kurve Cy bleibt auch dann n-+ 2-ter Klasse und vom 
Maximal-Klassenindex, wenn sie durch in den Punkten A, und A, an- 
gewandte Deformationen 5 und ¢ in eine Kurve Cy iiberfiihrt wird, die 
auBerhalb der Punkte A,, A,,..., A; keine anderen Punkte mit der Ge- 
raden g gemeinsam hat. 

Nimmt man die Giiltigkeit des Satzes I fiir die Kurven C vom 
Index i — 2 an, so gilt der Satz fiir die Kurve Cy, weil ihr Index i — 2 
ist. Bezeichnen n’, r’, t’, p’ die Klasse, die Anzahl der Spitzen, die An- 
zahl der Doppeltangenten bzw. das Geschlecht der Kurve Cy, so bestehen 
die Gleichungen 

r'=n'—2+ 2p’, f= SDE =) _ yy, 


n'’=n-+2, r’=r+4, ‘=—=t+2n—2. 


Die Kurve Cy hat namlich (nach Satz IV) 2 gemeinsame Tangenten 
mit dem Ovale M und deshalb 2n-+-t Doppeltangenten. Diese Anzahl 
wird durch die in den Punkten A, und A, durchgefiihrten Deformationen 6 
und ¢ um zwei vermindert. 

Aus den vorigen Gleichungen ergeben sich die folgenden: 

(n a 2) _ (1). 

Wir werden jetzt zeigen, daB p’= p+ 1 ist. 

Wir bezeichnen mit 7’ bzw. 7” die Gebiete, aus deren Punkten n— 2 
bzw. n’—2 Tangenten an die Kurve C bzw. Cy gehen. Auf Grund der 
Konstruktion der Kurve Cj, aus der Kurve C entsteht das Gebiet 7” aus 
dem Gebiete 7, wenn man die Punkte A, und A, der Grenze von T 
durch eine Briicke, d.h. durch eine auBerhalb von 7 liegende Elementar- 
flache, verbindet. Die Punkte A, und A, liegen beide an der Grenze eines 
Gebietes T,,, oder liegen auf den Grenzen zweier der Gebiete 7T,, T,,..., T,. 
Das Gebiet 7’ entsteht aus dem Gebiete 7”, wenn man die Briicke ent- 
fernt. Das Entfernen der Briicke ist mit der Anwendung eines Quer- 
schnittes topologisch aquivalent, von dem die Punkte A, und A, der Briicke 
voneinander getrennt werden. 

Verbindet die Briicke zwei Punkte der ‘trenze des Gebietes T,, so 
vergréBert sie den Zusammenhang des Gebietes um eins, sie laBt aber die 


r=n—2+2(p’—1) und t= 
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Zusammenhange der iibrigen k—1 Gebiete T,, T,, ..., 7, unverandert. 
Daraus folgt die Gleichung p’=(p,+1)+p,+9,+..-+p,—k+1 
=p+l. 

Werden die Grenzen der Gebiete T, und 7, durch die Briicke mit- 
einander verbunden, so besteht fiir das Geschlecht p,, des aus 7, und 7, 
durch die Briicke entstandenen Gebietes die Gleichung p,,-+ 1 =(p, + 1) 
+(p,+1)—1, d.h. die Gleichung p,,=p,+p,. Die Zusammenhinge 
P; + Po» Pgs Py, ++-> P, bleiben also durch die Briicke unverindert, die 
Anzahl der Gebiete wird aber um eins vermindert, so daB auch in diesem 
Falle p’ = p+ 1 ist. 

Damit ist bewiesen, daB der Satz I auch fiir die Kurven C vom 
Index ¢ giiltig ist, sobald er fiir die Kurven vom Maximal-Klassenindex 
und vom Index i—2 gilt. Der Satz I ist also fiir die Kurven vom 
Maximal-Klassenindex ohne Wendetangente vollstandig bewiesen, sobald 
seine Giiltigkeit fiir die Kurven vom Maximal-Klassenindex und vom 
Index Null nachgewiesen ist. Jede solche Kurve la$t sich ins Endliche 
projizieren. Denn es existiert eine zur Kurve fremde Gerade und diese 
kann durch eine zentrale Projektion ins unendlich Ferne geworfen werden, 
wobei die (zur Geraden fremde) Kurve ins Endliche projiziert wird. 

Bezeichnet C, eine im Endlichen liegende reduzible Kurve vom 
Maximal-Klassenindex, die in k irreduzible Kurven zerfallt, so werden wir 
beweisen, daB der Satz I auch fiir die Kurve C, giiltig ist, sobald er fiir 
die in & — 1 irreduzible Kurven zerfallenden und im Endlichen liegenden 
Kurven vom Maximal-Klassenindex gilt. 

Die Punkte der Ebene, aus denen mn — 2 Tangenten an die Kurve C, 
n-ter Klasse gehen, bilden & zusammenhangende, miteinander nicht zu- 
sammenhangende Gebiete 7,, T,,..., 7. Die k& irreduziblen Kurven, in 
welche die Kurve C, zerfallt, bestehen aus den Randkurven der Gebiete 
a See 

Ist P, bzw. P, ein innerer Punkt des Gebietes 7, bzw. JT, und be- 
deuten A,, A,,..., A,, die aufeinanderfolgenden Schnittpunkte der endlichen 
Strecke P, P, mit der Kurve C,, so liegen die Strecken A, A,, A, A,, .-.., 
A,,_,A,, suBerhalb der Gebiete 7, (h=1, 2, ..., &). Der Punkt A, bzw. A,,, 
liegt auf dem Rande des Gebietes 7, bzw. T,. Es gibt also eine solche 
Strecke A; A;,,, deren Endpunkte auf Rander verschiedener Gebiete 7), 
und 7), fallen. 

Ist M ein im Endlichen auBerhalb der Gebiete 7, liegendes Oval 
von dem die Kurve C, in den Punkten A; und A;,, berihrt wird, so 
gehen die Kurven C, und M durch Deformationen 6 und « in den 
Punkten A; und A;,, in eine Kurve Cs vom Maximal-Klassenindex iiber, 
die aus k —1 irreduziblen Kurven besteht. Die Anwendung dieser De- 
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formationen ist mit der Anwendung einer Briicke dquivalent, von der die 
Gebiete 7,, und 7), verbunden werden. 

Die Kurve C, eine spezielle Kurve C. Die Kurve Cj entsteht aus Cy 
so, wie die Kurve ©’ aus C entstanden ist. Wir haben schon bewiesen, 
da8 der Satz I auch fiir die Kurve C gilt, wenn er fiir die Kurve C’ be- 
steht. Daraus folgt, daB der Satz I auch fiir die Kurve C, giiltig bleibt, 
wenn er fiir die Kurve Cy giiltig ist. Besteht also der Satz I fiir jede 
Kurve vom Maximal-Klassenindex, die in k —1 im Endlichen liegende 
irreduzible Kurven zerfallt, so gilt er fiir jede reduzible Kurve vom Maximal- 
Klassenindex, die in & irreduzible Kurven zerfallt. Der Satz I wurde aber 
im vorigen Paragraphen fiir den Fall irreduzibler im Endlichen liegender 
Kurven vom Maximal-Klassenindex, d. h. fiir den Fall C} und k —-1=1 
bewiesen. Der Satz I gilt also erstens fiir jede Kurve vom Maximal- 
Klassenindex und vom Index Null und zweitens fiir jede Kurve C vom 
Maximal-Klassenindex und vom geraden Index. 


9. Kurven vom Maximal-Klassenindex mit einer Wendetangente. 


Eine Kurve C vom Maximal-Klassenindex kann héchstens eine Wende- 
tangente q haben, von der die Kurve auferhalb des Wendepunktes Q 
nicht geschnitten wird’). Wiirde namlich die Kurve von ihrer Wende- 
tangente qg auBerhalb von Q beriihrt, so kénnte man sie durch passende De- 
formationen «, von denen die charakteristischen Zahlen der Kurven nicht 
verindert wiirden, in eine Kurve C” iiberfiihren, die von der Wende- 
tangente g nicht getroffen wird. 

Man kann einen genug kleinen, den Wendepunkt Q in sich enthaltenden 
Bogen der Kurve ( durch einen in der Nahe der Geraden g liegenden 

hyperbolischen (ins Unendliche sich erstrecken- 


den) Elementarbogen mit den Endpunkten A 
Galt A und B so ersetzen, daB die Punkte A und B 





ee gewohnliche Punkte, die Gerade q eine Assym- 
fies ptote fiir die aus C so erhaltene Kurve C” sind, 
Fig. 2. ferner daB die Klasse, der Klassenindex und die 


Anzahl der Spitzen fiir die Kurven C und 
iibereinstimmen (Fig. 2). Statt der Wendetangente der Kurve C hat die 
Kurve C’ um eine Doppeltangente mehr als die Kurve C. Es gibt in der 
Nahe der Geraden q eine Gerade g,, von der die Kurve ©’ nicht ge- 
trofien wird. Die Kurve ©’ la8t sich also ins Endliche projizieren. 

Man kann die Méglichkeit der Deformation der Kurve C in die 
Kurve ©’ an den Dualen [ und I” der Kurven C und C”’ einfacher ein- 


10) Vgl. A., S. 48. 
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sehen. Die Kurve I” entsteht aus der Kurve J’ vom Maximalindex, wenn 
ein geniigend kleiner Bogen A B der Kurve I’, von dem die einzige Spitze S 
der Kurve enthalten wird, durch eine geniigend kleine Schleife so ersetzt 
wird, daB die Punkte A und B auch fiir die entstandene Kurve I” ge- 
wohnliche Punkte sind. Die Schleife ist eine offene Kurve, die auBerhalb 
eines Doppelpunktes keine anderen Punkt- oder Geradensingularitaten hat. 

Aus der Spitze S geht keine Tangente an die Kurve I" auGer der 
Spitzentangente. Im entgegengesetzten Falle gibe es nimlich in der Nahe 
der Tangente ¢ der Kurve I” aus dem Punkte S eine Gerade, die mit der 
Kurve wenigstens um vier weniger gemeinsame Punkte hitte, als die 
Gerade t. Die Kurve I wire also nicht vom Maximalindex. 

Schreibt man also um den Punkt S einen Kreis K, von dem ein 
einziger Bogen y aus der Kurve I” ausgeschnitten wird, und hat der 
Bogen y auBer der Spitze S keine andere Punkt- oder Tangentensingularitat, 
so gibt es einen konzentrischen, den Bogen y in zwei Punkten A, und B, 
schneidenden kleineren Kreis K,, der von keiner Tangente, von der die 
Kurve I" auBerhalb des Kreises K beriihrt wird, geschnitten wird. Wenn 
man den im Kreise K, liegenden Teilbogen A, B, von y durch eine im 
Kreise K, liegende Schleife so ersetzt, daBS durch diese Ersetzung auch 
der Bogen y in eine Schleife iiberfiihrt wird, so hat die aus I so er- 
haltene Kurve I” keine Doppeltangente, weil auch die Kurve I" keine 
Doppeltangente hat. Die Kurve I” ist also vom Maximalindex. Jede 
Tangente der Kurve I’, von der sie auBerhalb des Bogens y beriihrt wird, 
beriihrt auch die Kurve J” und trifft beide Kurven in denselben Punkten. 
Daraus folgt, da8 die Ordnungen der Kurven J’ und I’ iibereinstimmen. 
Die Anzahl der singuléren Punkte bzw. die Anzahl der Wendetangenten 
sind fiir beide Kurven dieselben. 

Auf Grund dessen stimmen also die Werte von n, r und ¢t + w, d.h. die 
Klasse, die Anzahl der Spitzen bzw. der singularen Tangenten fiir die 
Kurven C und C’ iiberein. Wird also gezeigt, daB auch das Geschlecht 
fiir beide Kurven dasselbe ist, so ist der Satz I auch fiir die Kurve C 
und auf Grund der vorigen fiir alle Kurven vom Maximal-Klassenindex 
bewiesen. 

Bezeichnet 7 die Deformation, welche die Kurve C in die Kurve 0’ 
iiberfiihrt, so deformiert 7 nur denjenigen Zug Z der Kurve C in einen 
Zug Z', der den Wendepunkt Q enthilt. Die Deformation y fiihrt die 
Gebiete 7, und 7;, aus deren Punkten die minimale Anzahl der Tangenten 
an den Zug Z bzw. Z’ gehen, ineinander iiber. Sind 7,, 7,,..., T, die 
zur Kurve C gehérigen Gebiete, aus deren Punkten die minimale Anzahl 
der Tangenten an die Kurve C gehen, so wird nur dasjenige dieser Ge- 


biete durch die Deformation » deformiert, fiir welches der Zug Z ein 
Mathematische Annalen. 100. 12 
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Rand ist. Daraus folgt, daB die Geschlechte der Kurven C und ©” die- 
selben sind, wenn die Geschlechte der Ziige Z und Z’ iibereinstimmen. 

Aus den Punkten der Geraden qg ist die konvexe Seite des Zuges Z’ 
erreichbar. Das auBerhalb von Ty liegende Gebiet 7; der Ebene kann 
also ganze Geraden enthalten. Das Gebiet Ty ist also zweifach und das 
Gebiet Ty einfach zusammenhingend. Daraus folgt, daB die Kurve Z’ 
vom Geschlecht null ist. Auch der Zusammenhang des Gebietes 7, ist 
eins und deshalb ist auch die Kurve Z vom Geschlecht null. Die pro- 
jektive Ebene wird namlich von dem einufrigen Riickerschnitte Z nicht 
zerteilt. Sie wird von Z in ein einfach zusammenhingendes Gebiet ver- 
wandelt. Dieses einfach zusammenhaingende Gebiet wird vom Querschnitte 
langs der Wendetangente g in zwei einfach zusammenhingende Gebiete 
zerteilt. Das eine dieser zwei Gebiete ist T,. Die Gebiete 7, und Ty sind 
also einfach zusammenhingend, die Kurven Z und Z’ sind vom Geschlechte 
null. Damit ist der Satz I fiir jede Kurve vom Maximal-Klassenindex 
bewiesen. 


9. Algebraische Kurven vom Maximal-Klassenindex. 


Wir wollen jetzt den Satz II beweisen. 

Bezeichnet p baw. p* das Realitits-Geschlecht bzw. das algebraische 
Geschlecht der algebraischen Kurve vom Maximal-Klassenindex (*, fiir 
welche die algebraische und Realitits-Klasse dieselbe ist, so ist p* < p, 
weil die Kurve C™ auch nichtreelle Tangentensingularitéten haben kann. 
Die Anzahl der nichtreellen Tangentensingularitéten ist wenigstens 2, also 
besteht auch die Ungleichung p* < p — 2, wenn p* < p ist. 

Die Kurve C hat p oder p+ 1 Ziige, sie kann aber nach dem be- 
kannten Harnackschen Satze héchstens p* + 1 Ziige haben. Es folgt also, 
daB p*>p—1 ist. Die Ungleichungen p*< p—2 und p*>p—1 
kénnen nicht zugleich bestehen. Damit ist es bewiesen, daB p* = p ist 
und die Kurve C keine nichtreelle Tangentensingularitat hat. 

Aus dem Satz II folgt der Satz III. 


(Eingegangen am 25. 5. 1926.) 








Uber die Ziige der ebenen Kurven vom Maximal- 
Klassenindex. 


Von 


Julius v. Sz. Nagy in Klausenburg. 


1. Einleitung. 


Unter einer Kurve verstehen wir eine vollig stetige und geschlossene 
ebene Kurve. Die Klasse bzw. der Klassenindex der Kurve ist die gréBie 
bzw. die kleinste Anzahl der Tangenten der Kurve, die von einem b:- 
liebigen Punkte der Ebene ausgehen. 

Bilden die Punkte der Ebene, aus denen n — 2 Tangenten an die Kurve C 
n-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex gehen, k zusammenhangende Ge- 
biete 7,, T,,..., T, mit den Zusammenhingen p, +1, p,+1,..., p,+1, 
so definiert man das Geschlecht p der Kurve C durch die Gleichung 


P=P,+ P+... +p —k+1. 
Ist k =1, so ist die Kurve C irreduzibel; ist aber k >1, so zerfallt sie 
in k irreduzible Kurven C,, C,,...,C,. Die Kurve C, besteht aus den 
Ziigen der Kurve C, von denen das Gebiet 7, begrenzt wird '). 
Bezeichnet ¢ die Anzahl der singuliren Tangenten der Kurve C 
(welche mit der Ausnahme héchstens einer Wendetangente alle Doppel- 
tangenten sind), so besteht die Gleichung 


(n—1) (n—2) 
p=" - 1. 
Das Geschlecht p la8t sich auch durch diese Gleichung definieren *). 
Eine einziigige Kurve vom Maximal-Klassenindex ist nach der ersten 


1) J. v. Sz. Nagy, , Uber Kurven vom Maximal-Klassenindex. Uber Kurven vom 
Maximalindex“, Math. Annalen 89 (1923), S. 32—75; 90 (1924), S. 152-153. Vgl. § 21, 
Math. Annalen 89, 8. 69—71. 

*) J. v. Sz. Nagy, ,,Uber die charakteristischen Zahlen einer Kurve vom Maximal- 
Klassenindex“, Math. Annalen 100, S. 164. 
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Definition des Geschlechtes vom Geschlechte 0 oder 1. In dieser Arbeit 
werden die folgenden wichtigeren Satze bewiesen. 


Eine in k irreduzible Kurven zerjallende Kurve vom Mazimal- 
Klassenindex und vom Geschlechte p hat p+-k —1 Ziige vom Geschlechte 
1 und k oder k —1 Ziige vom Geschlechte 0. 

Bilden die Kurven C, und C, vom Klassenindex i, bzw. i, eine irreduzible 
Kurve vom Maximal-Klassenindex, so haben sie 1,1, gemeinsame Tangenten. 

Bilden die Kurven C, n,-ter und C, n,-ter Klasse vom Mazimal- 
Klassenindex eine Kurve n,-+-n,-ter Klasse vom Mazximal-Klassenindez, 
so haben sie n,-n, gemeinsame Tangenten. 


2. Uber die Geschlechter der Ziige der irreduziblen Kurven vom 
Maximal-Klassenindex. 


Fiir die irreduziblen Kurven vom Maximal-Klassenindex gilt der Satz: 


I. Jede irreduzible Kurve C vom Mazximal-Klassenindexr und vom 
Geschlechte p besteht aus p Ziigen (vom Maximal-Klassenindex und) vom 
Geschlechte 1 und noch aus einem oder keinem Zuge vom Geschlechte 0. 

Das ebene Gebiet 7, aus dessen Punkten die minimale Anzahl der 
Tangenten an die Kurve C geht, ist p +-1-fach zusammenhangend. Dieses 
Gebiet hat also entweder p oder p+ 1 Rander. 

Jeder Zug der Kurve ist ein Rand des Gebietes 7 (ausgenommen 
nur den eventuellen Zug mit Wendetangente, der mit seiner Wendetangente 
zusammen einen Rand bildet). Bewegt sich naimlich ein Punkt in der 
Ebene, so kann sich die Anzahl der Tangenten, die an die Kurve gehen, 
nur dann verindern, wenn der Punkt die Kurve (oder ihre Wendetangente) 
iiberschreitet. Uberschreitet der Punkt einen Zug von der konvexen Seite, 
so nimmt die Anzahl der Tangenten um zwei ab. Die Punkte der kon- 
kaven Seite von jedem Zuge gehéren also dem Gebiete 7 an. Hat ein 
Zug eine Wendetangente, so ist er eine unpaare Kurve, weil er nur eine 
Wendetangente hat. Die Ebene wird von dem Zuge mit Wendetangente 
in ein einfach zusammenhangendes Gebiet verwandelt. Dieses Gebiet wird 
von der Wendetangente in zwei einfach zusammenhingende Gebiete zer- 
teilt. Ein einfach zusammenhingendes Gebiet hat nur einen Rand. 
Daraus folgt, daB der betrefiende Zug mit seiner Wendetangente zu- 
sammen einen Rand bildet. In unserem Falle hat also die Kurve C ent- 
weder p oder p-+1 Rander. 

Jeder Zug einer Kurve vom Maximal-Klassenindex ist wieder vom 
Maximal-Klassenindex. Der Satz ist also bewiesen, wenn wir zeigen, daB 
die Kurve C héchstens einen Zug vom Geschlechte 0 hat und weder 
p-+-1 noch p —1 Ziige vom Geschlechte 1 haben kann. 





1S IlS 
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Hat die Kurve C zwei Ziige C, und C, vom Geschlechte 0, so liegen 
die einfach zusammenhangenden Gebiete 7, und 7,, aus deren Punkten 
die minimale Anzah! der Tangenten an den Zug OC, bzw. C, geht, entweder 
auBerhalb voneinander, oder es liegt das eine Gebiet im Innern des 
anderen. (Ein dritter Fall kann nicht vorkommen, weil eine Kurve vom 
Maximal-Klassenindex keinen Doppelpunkt hat und weil sie von der 
eventuellen einzigen Wendetangente auSerhalb des Wendepunktes nicht 
geschnitten wird). In beiden méglichen Fallen liegen die Punkte der 
konkaven Seite der Kurven C, und C, in zwei durch einen Zug der 
Kurve C voneinander getrennten Gebieten. Zwei Punkte, welche auf der 
konkaven Seite der Kurven C, bzw. C, und in geniigender Nahe dieser 
Ziige liegen, liegen auch im Gebiete 7. Das Gebiet 7 ist also nicht zu- 
sammenhangend und die Kurve C ist — gegen unsere Annahme — re- 
duzibel. Aus diesem Widerspruch folgt, daB die Kurve C héchstens einen 
Zug vom Geschlechte 0 haben kann. 

Das Gebiet G,, aus dessen Punkten an den Zug C, vom Geschlechte 1 
die maximale Anzahl der Tangenten gezogen werden kann, ist einfach 
zusammenhingend. Die Punkte auf der konkaven Seite des Zuges C, 
liegen auBerhalb des Gebietes G,. Das zusammenhangende Gebiet 7’ hat 
Punkte auBerhalb von G,, es kann also keinen Punkt im Gebiet G, haben. 
Daraus folgt, daB kein Zug von C im Gebiete G, liegen kann. Hatte 
die Kurve C p +-1 Ziige vom Geschlechte 1, so kénnte man das Gebiet 7 
aus der projektiven Ebene durch Herausschneiden p + 1 einfach zusammen- 
hangender Gebiete herstellen. Das so erhaltene Gebiet ist p+ 2-fach 
zusammenhangend und deshalb ware die Kurve vom Geschlechte p +1. 
Hatte die Kurve einen Zug C, vom Geschlechte 0 und p—1 Ziige vom 
Geschlechte 1, so kénnte man das Gebiet 7’ aus dem einfach zusammen- 
hangenden Gebiete 7,, aus dessen Punkten an den Zug C, die minimale 
Anzahl der Tangenten gezogen werden kann, durch Herausheben p — 1 
einfach zusammenhingender Gebiete herstellen. Das Gebiet 7’ wire dann 
p-fach zusammenhingend und die Kurve C wire vom Geschlechte p — 1. 
Damit ist der Satz I bewiesen. 

Aus dem Satze I folgt der Satz: 

II. Das Geschlecht einer irreduziblen Kurve vom Mazimal-Klassen- 
index ist gleich der Summe der Geschlechter ihrer Ziige. 


3. Uber die Geschlechter.der Ziige der reduziblen Kurven vom Maximal- 
Klassenindex. 
Fiir reduzible Kurven vom Maximal-Klassenindex gilt der Satz: 
III. Hine in k irreduzible Kurven zerfallende Kurve vom Mazimal- 
Klassenindex hat entweder k —1 oder k Ziige vom Geschlecht 0. 
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Fiir den Beweis dieses Satzes zeigen wir erst, daB eine Kurve C vom 
Maximal-Klassenindex mit den Ziigen C,, C,,...,C,, welche alle vom 
Geschlechte 1 sind, nicht reduzibel sein kann. 


Jeder Zug C, vom Geschlechte 1 bestimmt ein einfach zusammen- 
hangendes Gebiet G,, aus dessen Punkten an den Zug die maximale An- 
zahl der Tangenten gezogen werden kann. Tritt man aus dem Gebiet G, 
heraus, so vermindert sich die Anzahl der Tangenten, die an den Zug C, 
(und damit an die Kurve C) gezogen werden kénnen, um zwei. Daraus 
folgt, da8 kein Gebiet G; im Innern eines anderen Gebietes G, (h + 7) 
liegen kann. Widrigenfalls kénnte man aus zwei Gebieten von G,, G,, ..., G, 
nacheinander austreten, ohne inzwischen in eines der Gebiete G,, G,, ..., G, 
einzutreten. Die Kurve C wire also nicht vom Maximal-Klassenindex. 
Da die Gebiete G; auBerhalb voneinander liegen, ist das Gebiet T zu- 
sammenhingend und mithin die Kurve C irreduzibel. 

Damit ist bewiesen, da8 eine reduzible Kurve vom Maximal-Klassen- 
index wenigstens einen Zug vom Geschlechte 0 hat. Zerfallt die reduzible 
Kurve C n-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex in die & irreduziblen 
Kurven C,, C,,..., C, m,-ter, n,-ter, ..., m,-ter Klasse, so bilden je zwei 
dieser Kurven wieder eine reduzible Kurve vom Maximal-Klassenindex. 

Die Kurven C, und C; bilden eine reduzible Kurve C1; m, + n,-ter 
Klasse. Die Kurve C,; ist vom Maximal-Klassenindex. Widrigenfalls 
gabe es einen Punkt in der Ebene, aus dem man an die Kurve C,, 
nm, +n;— 4 — 2q (q= 0), andie iibrigen k — 2 KurvenC,, (m=1, 2,..., k; 
m+h,m-+j) héchstens n,, an die Kurve C héchstens n,+n,+-... 
+n,—4—2q—n—4-—2q Tangenten ziehen kénnte. Die Kurve C 
ware also nicht vom Maximal-Klassenindex. 

Daraus folgt der Satz III, denn je zwei von den Kurven C,, C,, ..., C, 
haben wenigstens einen Zug vom Geschlechte 0. Die Kurve C hat also 
mindestens k — 1 Ziige vom Geschlechte 0, sie hat aber nach dem Satze I 
héchstens k Ziige vom Geschlechte 0. 

Aus den Satzen I, II, III und aus der Definition des Geschlechtes 
folgen die Sitze: 

IV. Hat eine Kurve vom Mazimal-Klassenindexr k Ziige vom Ge- 
schlechte 0, so zerfalli sie entweder in k oder in k+-1 irreduzible Kurven. 

V. Jede in k irreduzible Kurven zerfallende Kurve vom Mazximal- 
Klassenindex und vom Geschlechte p besteht aus p4+-k—1 Ziigen vom 
Geschlechte 1 und entweder aus k oder k —1 Ziigen vom Geschlechte 0. 

VI. Ist k die Differenz zwischen der Anzahl der Ziige vom Ge- 
achlechte 1 und dem Geschlechte p einer Kurve vom Mazximal-Klassen- 
index, so zerfallt die Kurve in k+-1 irreduzible Kurven. 
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VII. Ist die Summe der Geschlechter der Ziige von einer Kurve vom 
Mazximal-Klassenindex gréBer als das Geschlecht der Kurve, so zerfalit 
die Kurve gewif. 
VIII. Das Geschlecht einer aus m, Ziigen vom Geschlechte 1 und 
aus m, Ziigen vom Geschlechte 0 bestehenden Kurve vom Mazximal-Klassen- 
index ist entweder m,— m, oder m, — m,+-1. 


4. Die Anzahl der gemeinsamen Tangenten der Ziige von einer 
irreduziblen Kurve vom Maximal-Klassenindex. 


Ist C eine aus den r Ziigen C,,C,,...,C, bestehende irreduzible 
Kurve vom Maximal-Klassenindex, so ist das zugehérige Gebiet 7 zu- 
sammenhingend. Aus einem beliebigen Punkte der Ebene geht die maxi- 
male Anzahl der Tangenten héchstens an einen Zug der irreduziblen 
Kurve C. Dasselbe gilt auch fiir die Kurve O,;, die aus den Ziigen C, 
und CO; der Kurve C besteht, woraus folgt, da8 die Kurve C,, irreduzibel 
und vom Maximal-Klassenindex ist. Bedeuten ¢, ¢,, ¢,; baw. p, Dy, Py; 
die Klassenindizes bzw. die Geschlechter der Kurven (, Q,, O,; 
(h,j =1, 2,...,7; h+7), so ist die Kurve C,; von n,; = 4, +t; + 2-ter 
Klasse und vom Geschlechte p,;= p, + p; (Satz IT). 

Sind ¢,;, t, bzw. t; die Anzahlen der singuléren Tangenten fiir die 
Kurven ©,;, OC, baw. OC; und ist ¢,; die Anzahl der gemeinsamen Tan- 
genten der Ziige C, und C;, so bestehen (auf Grund der Definition des 
Geschlechtes einer Kurve vom Maximal-Klassenindex mit gegebener Klasse 
und gegebener Anzahl! der singularen Tangenten) die folgenden Gleichungen: 








(my—1) (my —2) (in +641) (in +4) 
4, = 1] x aj —Dj= att ; att ~p,— PB,» 

(in + 1)-3 (ij; +1)-4 - 
t, = = — P,; t; = —— = P;> th; = t, A t; + tay: 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich: 


— (iatitl) (att) (atin (H+) 5 anf 
- 2 2 2 





tj =t,;—t,—4 nity. 
Daraus folgt der Satz: 


IX. Zwei Ziige einer irreduziblen Kurve vom Mazximal-Klassenindex 
haben i,-%; gemeinsame Tangenten, wenn i, und i, die Klassenindizes 
der zwei Ziige sind. 

Der Zug C, hat also mit den iibrigen r — 1 Ziigen der Kurve 

t,t, +¢,6,+...+6,6, = 6, (8, +4,+...+86,) =0,(68 — ¢,) 


gemeinsame Tangenten. Es gilt also der Satz: 
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X. Hin Zug vom Klassenindex i, der irreduziblen Kurve C vom 
Maximal-Klassenindex mit dem Klassenindex i hat mit den iibrigen Ziigen 
der Kurve C i,(t —%,) gemeinsame Tangenten. 

Man kann aus dem Satze IX auch den folgenden Satz ableiten: 

XI. Bilden die Kurven C’ und C” vom Klasseninder i’ bew. i” 
zusammen eine irreduzible Kurve vom Mazximal-Klassenindex, so haben 
sie t'-4” gemeinsame Tangenten. 

Die Kurven C’ und (” bilden eine irreduzible Kurve vom Maximal- 
Klassenindex, daraus folgt, daB8 auch die Kurven ©’ und (” irreduzible 
Kurven vom Maximal-Klassenindex sind. Besteht die Kurve C’ bzw. 0” 
aus den Ziigen Cj, Cz,..., C; bzw. aus den Ziigen C,’, C,’, ..., C,’, deren 
Klassenindizes i{,i3,...,%, bzw. #1’, ¢y,..., 4; sind, so bestehen die Glei- 
chungen 

=i tigt+... +8 und s” = 6)’ +6)'+...+87'. 
Der Zug CO, hat mit der Kurve (” 
ih it ig Oe te ah = ahe8” 
gemeinsame Tangenten. Die Kurve C” hat also mit der Kurve 0’ 


Mt Ff Aft of ‘ ff of a 7 
$ +t te-+...+8 te =8 -8 


gemeinsame Tangenten. Damit ist der Satz XI bewiesen. 


5. Die Anzahl der gemeinsamen Tangenten der irreduziblen Kurven, 
in welche eine reduzible Kurve vom Maximal-Klassenindex zerfallt. 


Zerfallt die Kurve C vom Maximal-Klassenindex C,, C,,...,C, und 
bedeuten n,n,,m,,...,”, bzw. p, P,,Pq,---, DP, die Klassen bzw. die 
Geschlechter der Kurven C, C,, C,,...,C,, 80 bestehen die Gleichungen 


n=n, +n +... +n, und p=p,+p,+...+p,—k+1. 

Die Kurven C, und C; bilden zusammen eine Kurve C, ; n,; = n, + ,-ter 
Klasse und vom Maximal-Klassenindex mit dem Geschlechte p,; = p,+ p;—1, 
also bestehen auch die Gleichungen 


= 








(m%aj—1)(ms—2) _ (m+ny— 1)(m+ 2y —2) 
2 * 2 


Prj —(p,+7;—1), 
tax (te—1)(m—2) _ (mj—1) (ny —2) 
_ a 2 = 2 


—Py 4; — Bj» y= t+t+4,;, 


wo t,;, t, bzw. ¢; die Anzahl der singuliren Tangenten der Kurve C,,;, C, bzw. 
C, bedeuten, ¢,; die Anzahl der gemeinsamen Tangenten der Kurven 
C, und C, ist 
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Aus den vorigen Gleichungen folgt die Gleichung 
t= by —t— t= m-n,. 
Es gilt also der folgende Satz: 


XII. Zerfallt die Kurve C n-ter Klasse vom Mazximal-Klassenindex 
in die irreduziblen Kurven O,, C,,...,C, von den Klassen n,, mq, ..-, 1, 
so hat die Kurve C, mit der Kurve C; n,-n,;, mit den ibrigen k —1 
Kurven C, (l=1, 2,...,k; lh) n,(n —n,) gemeinsame Tangenten. 

Durch einen ahnlichen Beweisgang, wie bei dem Beweise des Satzes XI, 
1aBt sich der folgende Satz ableiten: 


XIII. Bilden die Kurven C’ und CO” n’-ter bew. n”-ter Klasse vom 
Mazximal-Klassenindex eine Kurve C n’'+ n”-ter Klasse vom Mazimal- 
Klassenindexr, so haben die Kurven C’ und C” n’-n” gemeinsame 
Tangenten. 


6. Die Anzahl der gemeinsamen Tangenten einer reduziblen Kurve 
vom Maximal-Klassenindex. 


Fiir jede Kurve vom Maximal-Klassenindex gilt der Satz: 


XIV. Sind C, und C, zwei Ziige einer Kurve C vom Mazimal- 
Klassenindex und gehen m, und m, Tangenten aus einem Punkte des 
Gebietes G, das von den zwei Ziigen (und von der eventuellen einzigen 
Wendetangente des einen Zuges) begrenzt wiid, an den Zug C, bzw. C,, 
8o haben die Ziige C, und C, m,-m, gemeinsame Tangenten. 

Wenn man aus einem Punkte P des Gebietes G die konkaven bzw. 
die konvexen Seiten beider Ziige erreichen kann, so bilden die Ziige OC, 
und (©, eine irreduzible bzw. reduzible Kurve vom Maximal-Klassenindex. 
Fiir diese zwei Fille ist der Satz XIV mit den Satzen IX und XIII 
schon bewiesen. Es bleibt nur der Fall iibrig, wo man aus dem Punkte P 
die konkave Seite des einen und die konvexe des anderen Zuges er- 
reichen kann. 

Wenn man aus dem Punkte P die konvexe Seite des Zuges O, n,-ter 
Klasse und vom Klassenindex ¢, und die konkave Seite des Zuges C, 
n,-ter Klasse und vom Klassenindex ¢, erreichen kann, so kénnen n, bzw. 
n,—2=1%, Tangenten aus P an den Zug C, bzw. C, gezogen werden. 

Aus einem Punkte der Ebene kann man entweder die konkaven oder 
die konvexen Seiten der Elementarbégen einer Kurve C vom Maximal- 
Klassenindex erreichen, ohne sie zu iiberschreiten. Es mu also im Ge- 
biete G wenigstens einen Zug C, der Kurve C geben, von dem das Gebiet G 
in zwei Gebiete G, und G, so zerteilt wird, daB man aus einem Punkte 
des Gebietes G, bzw. G, die konvexen Seiten der Ziige C, und C, bzw. 
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die konkaven Seiten der Ziige C, und C, erreichen kann, ohne einen der 
Ziige C,, C, und C, iiberschreiten zu miissen. 

Ist n, bzw. ¢, die Klasse bzw. der Klassenindex der Kurve C,, so bilden 
die Ziige C, und C, eine irreduzible Kurve C,, n,, =, + 4, + 2 = 4, + n,-ter 
Klasse vom Maximal-Klassenindex. Die Kurve C,, und der Zug C, bilden 
eine reduzible Kurve , +-m,,-ter Klasse vom Maximal-Klassenindex. 

Die aus den Ziigen C,C,, C,C, baw. C,C,C, bestehenden Kurven 
sind vom Maximal-Klassenindex, weil die projektive Ebene von jeder dieser 
Kurven (und von der eventuellen einzigen Wendetangente) in Gebiete so 
zerteilt wird, daB man aus einem Punkte der Ebene entweder die kon- 
kaven oder die konvexen Seiten jeder der drei Kurven erreichen kann, 
ohne sie zu iiberschreiten. 

Bedeutet t,, 7%, bzw. t,, die Anzahl der gemeinsamen Tangenten des 
Zuges C, mit der Kurve C,, C, bzw. C,,, so bestehen die Gleichungen 
tog = 1, -Mpg = 1, (1,-+ M5), ty—=m,-m, und t,,— 1%, + t,. 

Aus diesen Gleichungen folgt die Gleichung t,=n,¢,. Damit ist der 
Satz XIV bewiesen. 

Aus einem Punkte des Gebietes G gehen ebenso viele Tangenten an 
den Zug C, bzw. C,, wie aus einem Punkte des Zuges C, an C, bzw. 
aus einem Punkte’von C, an C, gehen. Der Satz XIV lat sich also 
auf folgende Weise ausdriicken: 

XV. Sind OC, und C, Ziige einer Kurve vom Mazximal-Klassenindex 
und gehen m, Tangenten aus einem Punkte des Zuges C, an C, und m, 
Tangenten aus einem Punkte des Zuges C, an C,, 8o haben die Ziige 
C, und OC, m,-m, gemeinsame Tangenten. 

Aus den Satzen XIV und XV folgen die Sitze: 

XVI. Sind C, und C, zwei Ziige einer Kurve vom Mazxinal-Klassen- 
index, 8o haben sie entweder (n,— 2)(n,— 2), oder (n,—2)-n,, oder 
n, (NM, — 2), oder n,-n, gemeinsame Tangenten, wenn n, und n, die Klassen 
der Ziige C, und C, bedeuten. 

XVII. Ist die Anzahl der gemeinsamen Tangenten von zwei Ziigen 
einer Kurve C vom Mazximal-Klassenindex gréBer als das Produkt der 
Klassenindizes der Ziige, so ist die Kurve C reduzibel. 


7. Kurven vom Maximalindex. 


Hat eine Kurve I’ n-ter Ordnung vom Maximalindex d singulare 
Punkte (unter denen héchstens eine Spitze vorkommen kann), so kann 
man das Geschlecht der Kurve durch die- Gleichung 


p= S—*E-*) _ g 














Ziige von Kurven vom Maximal-Klassenindex. 187 


definieren. Die aus mehreren Ziigen bestehende Kurve I" zerfallt dann 


in die Kurven I, I,,..-, I, m,-, m,-,.-., m,-ter Ordnung, wenn 
n=n, +n, +...+n, 
ist und die Kurven I,,I,,..., I, zusammen jeden Zug der Kurve I" 


enthalten und zwar jeden Zug nur einmal. Wenn das Zerfallen der Kurve 

bei keinerlei Einteilung der Ziige eintritt, so ist die Kurve irreduzibel. 
Auf Grund der Siatze I—XVII kann man fiir die Kurven vom 

Maximalindex die folgenden wichtigeren Satze aussprechen: 


XVIII. Jede Kurve vom Mazximalindex und vom Geschlechte p be- 
steht aus p Ziigen vom Geschlechte 1 und aus einem oder keinem Zuge 
vom Geschlechte 0. 

XIX. Zerfallt eine Kurve vom Maximalindex und vom Geschlechte p 
in k trreduzible Kurven, so hat sie p+-k—1 Ziige vom Geschlechte 1 
und k oder k —1 Ziige vom Geschlechte 0. 

XX. Bilden die Kurven I’, und I, zusammen eine irreduzible Kurve 
vom Mazximalindex, so ist die Anzahl ihrer Schnittpunkte gleich dem 
Produkt threr Indizes. 


XXI. Bilden die Kurven I, n,-ter und I, n,-ter Ordnung vom 
Mazximalindex eine Kurve n,-+-n,-ter Ordnung vom Maximalindex, so 
haben sie n,-n, gemeinsame Punkte. 

XXII. Sind I, und I, zwei Ziige einer Kurve vom Maximalindex 
und wird der Zug I’, bew. I, von einer Tangente des anderen Zuges in 
m, bew. m, Punkten geschnitten, so haben die zwei Ziige m,m, gemein- 
same Punkte. 


(Eingegangen am 12. 4. 1927.) 








Zur Theorie der schlichten Abbildungen. 


Von 
G. Szegé in Kénigsberg. 


Die vorliegende Arbeit enthalt einige Bemerkungen iiber die Abschnitte 
von schlichten Potenzreihen. 


Wir betrachten im folgenden drei Unterklassen der im Einheitskreis 

|z| <1 regularen Funktionen 
f(z) =e, +e,2+e,2°+...+¢,2"+.... 

(8S): Das Bild des Kreises |z|<1 bei der Abbildung w = f(z) ist 
schlicht. 

(S,): Das Bild des Kreises |z| <1 bei der Abbildung w = f(z) ist 
schlicht und in bezug auf den Punkt w= c, sternférmig’). 

(E*): f(z) ist schlicht und beschrankt, und zwar | f (z)| < i fiir |z| <1. 


In Zusammenhang mit (S,) wird auch die folgende Unterklasse 
erwahnt: 


(K): Das Bild des Kreises |z|< 1 bei der Abbildung w = f(z) ist 
schlicht und konvex. 


In § 2 beweisen wir den folgenden Satz: 
I. Die Funktion 


f(z) =¢, +e,z+¢,24°+...+¢,2"+... 
sei reguldr und schlicht im Kreise \z|< 1. Dann sind sdmtliche Abschnitte 


Cy +¢,2+¢,27+...+¢,2” (s = 1, 2, 8,...) 
schlicht im Kreise |z|<}. 





*) Dies bedeutet, daB mit jedem Punkte w auch die geradlinige Verbindungs- 
strecke ¢,w zum Bildgebiet gehért. 
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Der Beweis dieses Satzes ist leicht fir n=—2 und n>5, jedoch 
nicht ganz einfach fir n= 3 und n= 4. Im letzteren Falle benutze ich 
eine Bemerkung von Herrn W. Rogosinski. Die Konstante } kann durch 
keine gréBere Zahl ersetzt werden, weil bei der Funktion 


Goat et 22*+ 828+... +e" +... 
der Abschnitt z +22? eine in z = — } verschwindende Ableitung besitzt. 
Der Beweis liefert zugleich, daB die fraglichen Abschnitte fiir n > 2 sogar 
in einem (nur von n abhangigen) Kreise |z| <r,, wo r, > } ist, schlicht 
bleiben. Die genaue Bestimmung des gréBten Kreises |z| <r, dieser Art 
diirfte nicht leicht sein. 

Die Fragestellung, welche durch den obigen Satz erledigt wird, 
erinnert an eine analoge Frage beziiglich der Klasse der beschriankten 
Funktionen, bzw. der Funktionen mit positivem Realteil, welche von den 
Herren W. Rogosinski und L. Fejér behandelt worden ist*). 

Die entsprechende Aufgabe bei der Klasse (S,) wird erledigt durch 
den in § 3 zu beweisenden Satz: 


II. Die Funktion 
f(z) =¢, +e,2+e,27+...+¢,2"4+... 
sei reguldr und schlicht im Kreise \z|< 1 und bilde denselben auf ein 
beziiglich w =c, sternformiges Gebiet ab. Dann sind sdmtliche Abschnitte 
Co +e,2+¢e,2°+...+6¢,2" (n = 1,2, 3,...) 
schlicht und ,,sternformig* beziiglich w= c, im Kreise |z| <}. 
Die Konstante } kann auch hier durch keine gréBere ersetzt werden. 


Der Beweis dieses Satzes ist leicht fiir n = 2 und n>4, dagegen etwas 
umstandlich fiir n = 3. 


Mit den Funktionen der Klasse (Z*) hat sich Herr L. Fejér beschaf- 
tigt. Er zeigte, daB die Abschnitte derselben der Ungleichung 
1 


lo tqeteett...tea"| 1+ = 17071... (\2| $1) 


geniigen*). Wir bezeichnen bei festem n mit o, die obere Grenze von 


|e, +¢,2+¢,27+...+¢,2"| 





*) Vgl. die Literatur stellung bei L. Fejér, a. a. O. *), FuBnote *) auf 
8. 185. 

5) L. Fejér, Ober die Koeffizientensumme einer beschriinkten und schlichten 
Potenzreihe, Acta Mathematica 49 (1926), S. 183—190. 
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fiir |z| <1 und fiir alle Funktionen von (£*); ferner sei o die obere 
Grenze von 0,, 6,,..., 6 Dann ist nach L. Fejér 


o, = 1,25 <0 <1,7071.... 


In § 4 zeigen wir, daB man die obere Schranke von o etwas herab- 
driicken kann. Es gilt 


III. 6<1,6160.... 
Weiter fiihrt in §5 eine nicht ganz leichte Rechnung auf 
IV. o,= 5 — 4/5 = 1.2282... 


Es ist bemerkenswert, daB o, < o, ausfillt. 
In § 2 wird zum Teil die K. Léwnersche Theorie der Schlitzabbil- 
dungen *) benutzt. 


$1. 
Hilfssitze. 


1. Hilfssatz I. Es set f(z) eine Funktion der Klasse (S). Dann 
gilt fiir \z,|< 1, |2,|< 1 die Ungleichung 





(1) | Ha) — FCs) | S 1 #2.) (1 — J, |*) | 1— 2,2, | 


1 —%s (|2,— | +|1—% 2 |)? 
Fiir den Spezialfall z, = 0 geht diese Ungleichung in 
(2) | ad £0) FCO)! 


* I= (+4 1)" 
iiber, was einen Teil des Verzerrungssatzes (in der scharfen Fassung) 
bildet. Auf diesen Spezialfall kann aber (1) durch eine Abbildung des 


Einheitskreises auf sich leicht zuriickgefiihrt werden). 





Wir setzen 

Z—Zs i i 4—% alts 

——-s 6". hae Oe 
Es sei ferner f(z) =g(w). Nach (2) gilt 

g (<) g 

»)—g (0) | }g’(0)| 
3 | (m= 9(0))  _i9'(O)T 
(3) w; |= Aas, os 


Nun ist g(w,)=/f(z,), g(0)= f(z.) und 
f’ (z) (1—z,z)° 


1—|z,|/* ° 


9’ (w) = f’ (2) = = 


*) K. Léwner, Untersuchungen iiber schlichte konforme Abbildungen des Ein- 
heitskreises I, Math. Annalen 89 (1923), S, 108—121. 
5) Den Hinweis auf diesen Kunstgriff verdanke ich Herrn K. Léwner. 
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folglich 


g’ (0) =f" (2) (1 — | 24|"), 
woraus die Behauptung folgt*). 
Weiter ist nach dem Verzerrungssatze 
, 1—|z,| , 
z,)| > ———,, 0)I, 
TAO) tere LO) 
so da8 wir aus (1) 


1’) f(%)—f() 


Z,— 2, 





>17'(0 0)| (elaly’ 1—2,2, 


T+ [Aa] / ( %—2z +|1—%2,|)* 
(l@,|<1, || <1) 


erhalten. Es ergibt sich schlieBlich fiir |z,|< +, |z,|<? 


1\* 1 

i-; l_- 

f (2) —f (4) | ~ 4 16 Haan 482 . 
(4) i >(: 4] 45) f (0) | = soe If (0)|- 


4 
2. Hilfssatz Il. Es se 








(z)=c,+ OM $4 + 7 ade 
f(z) =, +¢,2-+ ¢,2 ie lO | eee 


eine Funktion der Klasse (S) und c,=1. Dann ist fiir n> 2 


(5) |c,|<en, 

5’ —__, 
) len] <a 
erner 

(6) |e,| <8. 


Die Abschitzungen (5) und (5’) ((5) ist eine Folge von (5’)) stam- 
men von Herrn J. E. Littlewood’). Um (6) zu beweisen, verfahre ich in 





*) Wendet man auf g(w) anstatt (3) die in dem Verzerrungssatze enthaltene 
obere Abschitzung an, so ergibt sich das folgende Gegenstiick zu (1): Es sei f(z) eine 
Funktion der Klasse (S). Dann gilt fiir |z,|<1, |z,|<1 


z,)— E 1—Z,z 
1% ([41— %| —|1—-% |) 
Herr W. Rogosinski hat mich auf die folgenden Ungleichungen aufmerksam 
gemacht, die aus (1) und (1*) fiir z,=0, z,=2 folgen: 


1—|z| zf’ (2) el+lel 
1+|2| =| F(z)—F(0)| = 1—|2| © 
Durch die obere Abschitzung wird u. a. eine Fragestellung von Herrn J. E. Littlewood 
(a.a.O. ”), 8. 508, Theorem 26) beantwortet. 
”) J. E. Littlewood, On inequalities in the theory of functions, Proc. of the London 
Math. Soc. (2) 23 (1924), 8S. 481—519 (Theorem 20). 


(1*) 
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Anlehnung an eine briefliche Bemerkung von Herrn K. Grandjot folgen- 
dermaBen. Fiir die Funktion 


9(2)=(f(2-*) —@) P= z+ 44+ 44... 
besagt der ,,Flachensatz“*), daB 
[b,[°7+3)b,|7+5|5,|°7+...<1 
ist. Aus f(z) — c= (g(2-*)) folgt aber 
¢, = — 2b, + 66,6, + 3b; — 12070, + 5 By, 
so daB mit |b,| = B, 
|e, | S28, + 68,8, +385 + 12828, +58} 





gilt, wobei 
Bi + 383+ 5B, +78; <1. 
Nun ist 
6 Asp, <> (Br 4 ! 5B) S= (1— 7?) 
folglich 
21 
2B; + 6B,B Soe +28, — Fe. 
Die quadratische Funktion rechts erreicht fiir 8, = E ihr Maximum, so da8 
+E 45 —-68 M5 


Andererseits hat man 

3B; +12A28,+58:< 385+ 12(1—3£3)f, + 5(1 — 38;)° 
< 45 6} — 36 62 — 2763+-128,+5 

— 2763+ 128,+ 5, 


weil doch 45 B; — 36 p; = 45 £3 (6, —{)<0 fir 0<,,< is < * ist. 


Die quadratische Funktion auf der rechten Seite erreicht ~ 8, = . 
ihr Maximum, so da8 


(8) 362+ 12678,+5e'<-—t+2+45—% 
und also wegen (7) und (8) 


lA 


5 19 
lg|<zg+yz=8 
ist. 
*) Vgl. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Band II, S. 84—85. 
Leipzig: B. G. Teubner, 1927. 
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§ 2. 
Uber die Klasse (S). 
Wir diirfen annehmen, da8B c, = 1 ist. 
1, Wir beweisen den Satz I zunichst fiir n > 6, indem wir zeigen, da8 





(yak =f) | 5 aay 1 1, 
(9) ) >| Se -— (l2,1< Zs lal < qs m26) 
ist. 
Wegen der Ungleichungen (4) und (5) geniigt es 
(10) ; y< < iis 
v=nt+1 


nachzuweisen. Gilt diese Ungleichung fiir n=6, so gilt sie auch fir 
n>6. Nun ist 


(11) Svar aan M2) + 2mt 1) 2 (1-2) 422" 





(m=0,1,2,...), 





= (1—z)° 
so daB 
Sy 9? 1 Tn +" + 7g (2m+8)+5 _ 9n*+24n+ 20 
“ rw 1\3 27.41 
venti (1-3) 


ist. Wir haben also nur zu zeigen, daG 
61 432 
27-128 ° ~ 3125 
besteht. Dies ist aber richtig, weil 


61 64.8 432 
7-128 ° < 97-198 * =< 3125 


2. Fir n=5 versagt die vorige Methode. Sie fiihrt nimlich dann 
auf die Ungleichung 

. 365 482 
(12) 27-256 © < 3125” 








was wegen 
865 065-3,7 78 8 8 
27.256 ° > 97-956 ~~ 512 ~ 3072 > 3125 
falsch ist. 
Mit Riicksicht auf (5’) geniigt es aber anstatt (12) 
365 6° 66° 482 
27-056 © 4st ge55 < B95" 


Mathematische Annalen. 100. 18 
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oder 
(12’) e+ 9-1,2°< 


zu beweisen. Nun ist 


432.256 
~ $125 


J 27,2 


e+ 9+1,2° < + 10,8-1,44° < 12,2 + 0,1 + 10,8-2,1 


= 34,98 < 35 
und 
432-256 _ 480-255 86-51 86-50 


3125 - 8125 ~~ 125 - 125 + ix = 344406 = 35. 





3. Fiir n = 4 fiihrt die bisher befolgte Methode selbst im Besitze der 
(bis heute unbewiesenen) Ungleichungen 


(5”) lc,|<n (n = 4,5, 6,...) 


nicht zum Ziele. Diese liefern naimlich als obere Schranke fiir die rechte 
Seite von (9) 
9n* + 24n+ 20 65 4 432 
(Sr 1 *) = arte > > BIBS 
Ich benutze daher eine Verschirfung der vorigen Methode, auf welche 
ich von Herrn W. Rogosinski aufmerksam gemacht worden bin. Es wird 


dabei die Abschitzung (6) eine Rolle spielen. 
Es geniigt offenbar die Ungleichung (9) fiir z, = 4, 2, =< mit |x| —=1 
zu beweisen, was wegen (1’) eine Folge von 











1 
(=) a = 
1 1-2 \? 25 st... ee 
1 +— (lice 1 _... | sae —— ('— 3) | 
r +/1 =\) 1-7g\+gl1-#1+ | 
| 





1—2” 
” De | I-z 
ist. Wir unterscheiden zwei Fille: 
a) |1—2|>0,4. Man hat mit Riicksicht auf (6), (5) (vgl. (23)) 


x ao 
cy ey) | 1—2” | 8 , ¢, | 8 8 y 
> at| Toe | STi Aye <TR teas 
= 


' 








vw=5 r= 
Pe 8 19e 5 1 72+19e 
f1—-az]\4* " 9.45) Ji—z| 9-128" 
1 72 +19 (3—0,1 1 
< $e) 


Le a: <3] ji—z)|’ 
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so daB wir folgendes zu beweisen haben: 


























z 
9d te 
| 16| 1, 1|1-2|_ 81 
lime | tate] | <3 = 3:44 
~ 16 
Nun ist das erste Glied der linken Seite monoton abnehmend, wenn arcz 
von 0 bis x lauft; es ist ferner |1— % <1 fir |1—2!=0,4, |z|=—1. 
Man hat also 
tie] 
und 
1|1l—z 1 2 2 
i6|,_ 2 |Sie_ 1-17 <9? 
| ~T6 16 
Es ist aber 


2,5 + 0,5 + 0,2 = 3,2 < 3,24. 
b) |1—2|< 0,4. Man hat mit Riicksicht auf (5’) und (12) 











. |ey| | 1-2” 8-5 “> »? 5 365 865-2,72 
2 ar-1| l-a <qte a < 39 + 37-256 ° <gt+ 27-256 
86,5 76,5 16.8 
=a + met aon < oe + eo = 356 ~ 9,8, 


so daB die zu beweisende ee folgendermaBen lautet: 
| —z)* 























x 1 
— =|1—2/|+ | 
| +gl1—2 “* <Ha3 aa. 
16 
Nun ist 
|, #| _|15 , 1-2] _ 154 +... 
ferner }|1 — x| < 0,2 und 
1\( (1—2)* 0,16 _ %16 : 8 — 0,02, 
16) # 16(1-) 15 
tame 3 16 





womit die Behauptung fiir den Abschnitt n —4 gezeigt ist. 
4, Fiir n= 2 ist die Behauptung leicht zu beweisen. Es ist nimlich*) 
\e,| $2, so daB fiir c, +0, |z,| <3}, |z,|<} 
1+4(4+%)|>1—/g20 


gilt. 


%) Vgl. a. a. O. *), S. 85—86. 
13* 
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Wir betrachten endlich den Fall n= 3. Es geniigt, den Satz fiir die 
von Herrn K. Léwner a. a. 0.*) betrachteten Schlitzabbildungen zu be- 
weisen*®). Wir setzen dementsprechend 


(18) qa2fe(eerar, q—4(fr(sie-rae) —2fn%(eye-tar, 


wobei x(t) eine stetige Funktion von 1 mit |x(t)| = 1 bezeichnet**). 
Die Behauptung lautet dann 


1+6(2,+%)+e(28+2,%+23)+0  (|2,|<5,/41<3): 


Wir zeigen sogar, da® fiir |z,| = |z,| =} 
(14) 1+ R{c,(z, +2,) + c,(22? + 2,2, +22)} >0 
ist. 


Ersetzt man z, und z, durch ez, bzw. ez, und gleichzeitig x(t) durch 
éx(t), |e|=1, so bleibt die linke Seite von (14) unverandert. Da « 
stets so bestimmt werden kann, daB ¢z, und ez, konjugiert komplex sind, 
so geniigt es also (14) fiir den Fall zu beweisen, daf 


et? et? 


aie 4=-j ( reell) 
ist. Dann lautet die Behauptung: 





1+ cos p-R fx (r)e-'de 
0 


siemtetta lal fia(eyes ax) ~ fates ar} >0. 


0 
Setzt man 


2 oe 2 2 
fx(thetdr= a, +iy, a( fx(r)e-*dr) — JP edt =a, +i9y; 
cosp=4 (—1<5i<1), 


so erhalt die zu beweisende Ungleichung die folgende Form: 


2 
1+d2,4+ 44-12, >0. 
Die Ableitung des linksstehenden Ausdruckes nach / ist x, + A2,; sie 
hat fiir |z,|>|2,| konstantes Vorzeichen, wenn —1<1< 1, so daB in 
diesem Falle nur die Stellen 4 +1 gu priifen sind. Letzteres gilt iiber- 





#0) Vgl. die Bemerkung a. a. O. *), S. 106. : 
11) A.a. 0. *). Vgl. die Formeln (51) und (57). 
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haupt fiir z,< 0. Fiir |z,|< 2, hingegen muB allein die Stelle 4 = — z 
betrachtet werden. Wir haben folglich zu zeigen: 


a) 1—|a,|+¢a,>0, wenn |x,|>|x,| oder |x,|<|ay|, 2 <0 iat, 





b) 1> sh + 7) wenn |z,|<|2,|, 2, >0 ist. 


Die Ungleichung a) kann, wenn man x(t) = 2(r) + éy(r) setat, fol- 
gendermaBen geschrieben werden: 


| x, | +3 {2y? — 223+] x *(z)—y2(x))e-* de} < 1 
0 


Wegen |z,|<1 ist aber |x,|— 22? <}; es geniigt also 


© 2 © 
a( [ v(e)e-rar) +f — 2y?(t))e-**dr< Ba 
0 0 


nachzuweisen. Die linke Seite ist hier 
S2 fy (yee deg h sa [ler emydr¢ ta del, 
0 0 


Zum Beweise von b) ae es 


_ 5% 8 
+3 =, d. h. %<F 


zu zeigen. eae gilt mehr, naimlich 


: 3 8 
ltji\S|%+inlog<¢z 


Damit ist Satz I vollstaindig bewiesen. 


§ 2. 
Uber die Klasse (Sp). 
Wir diirfen annehmen, daB c, = 0, c, = 1 ist. 
1. Eine solche Funktion f(z) gehért bekanntlich dann und nur dann 
zur Klasse (S,), wenn 


(15) ge) >0 fiir |z|<1 





™) A. a. O. *), 8. 120—121. Die Ungleichung |x,+iy,|<} ist mit |[c,|<3 
gleichwertig. 
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gilt**). Man hat ferner 

















(16) a fe CO ag =1 (z=rete, 0<r<1), 
so daB s 
, = 

(17) nF @ > ot ({2| <1) 
ist*), 

AuBerdem gilt 

“@)| 1 8 
a Figs (sien 


Wir setzen nun fiir n > 2 
(18) z+ce,2°+...+¢,2°=—8,(z), f(z)=8,(z)+0,(z) 
und stellen uns die Aufgabe, fiir 0 < |z| <} 

















(19) 8, (z) +0 
— f’(z) 
On (2 = — 0, (z) 

f'(2)-e@) _ of’ (2) ee 
(20) ReE Re ey Rt Reh aw >? 
nachzuweisen. Es geniigt zu diesem Zwecke, — behaupte ich —, fiir |z| = } 
(21) \f(z)| > |e, (2)| 
- 1 f’(2)| 
(22) ae | Qn (2) | Frisy | + let (2)! 

iw. * | f(2)|—| en (2) | 
4 





48) Vgl. a. a. O. *), 8. 93. 
**) Dies folgt aus dem Harnackschen Lemma: Wenn u(r, ¢) eine fiir r < 1 regulire 
positive Potentialfunktion ist, fiir welche 


ya | eden 





gilt, dann hat man ise, e)< jt. 


5) Dies folgt aus dem Carathéodoryschen Lemma: Wenn u(r, ¢) eine fir r< 1 
regulire positive Potentialfunktion ist, fiir welche 


22 

1 

on fue. y)dg=1 
0 


gilt, wenn ferner w(z) die analytische Funktion bezeichnet, com Realteil u(r, y) ist, 
die sich ferner fiir z = 0 auf 1 redusiert, 0 hat man | 1w(2)| < te. — Nach FuB- 
note ®) gilt iibrigens (17’) fiir eine beliebige Funktion f(z) der Klasee (S) mit £0) =0. 
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zu zeigen. In der Tat ist Hig regular fiir |z|< i. Aus der Richtigkeit 
von (21) fiir |z| =} ergibt sich also dieselbe Ungleichung, also (19) fiir 


4 


0<|z|< 3. Folglich ist 2) regular fiir |z| << + und aus der Richtig- 
keit von (20) fiir |z| =} folgt dieselbe Ungleichung fiir |z}<}. Fiir 


4 
|z| = ist aber (20) eine Folge von (22), da doch (17) und (21) golten. 
Wir bemerken zunichst, daB die Koeffizientenabschitzung (5”) fiir die 
Klasse (S,) bekannt ist**). Zum Beweise von (22) benétigen wir auBer 


der Formel (11) noch die folgende 











(11’) Siar man MAas)t# (m= 0,1,2,...) 
v=m 
Es ist also, |z| =}, 
1 
5 (nt1) +4 
1 4 8n+4 
(23) |e, ( (z)|s a3 4nrl , 1\2 te: 9.4” 
(1-4) 
und nach der in § 1,1 durchgefiihrten Rechnung 
, _ 9n*+24n+ 20 
(28’) iis alee a 
Man hat ferner wegen (17’) fiir |z| =} 
wists 
f(z) yt hg 3° 
SchlieBlich ergibt sich aus (2), |z| =, 
1 
4 4 





Fiir n = 4 hat der Ausdruck rechts in (23) den Wert 7i;< #4, 80 
daB (21) fiir n>4 gilt. (22) ist nun eine Folge der Ungleichung 


20 Sn+4 , On? +24n+20 
3 9.4" 27.4"-1 12 
(24) 4 3n+4 s 5° 


25 9.4" 











6) R. Nevanlinna, Uber die konforme Abbildung von Sterngebieten, Oversikt av 
Finska Vetenskaps-Soo. Férh. 68 (A) (1920—21), Nr. 6. 
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deren Richtigkeit fiir n= 4 die fiir n>4 zur Folge hat. Fir n =4 ist 
sie aber richtig, weil doch 


56. 11 
108 * 432 18° 6 2-72 12 
a.) 1 es 


2° 144«C«2 
ist. 
Bemerkung. Fiir n=3 wird der Ausdruck rechts in (23) gleich 


on < = Die Ungleichung (24) ist dagegen in diesem Falle falsch; sie 


lautet namlich in diesem Falle 


65 + 173 
27-16 * 27. ee! 12 
4 18 5° 


25 576 
Die linke Seite ist aber gréBer als 


4 10 
+27 720_ 12 


5 


2. Fiir n = 2 ist die Behauptung leicht zu beweisen. Es handelt sich 
dann um die Ungleichung 








“HR? S 9 (\2|< 4) 
oder 


R(1 + 2e,z)(1+4,7)=—14+3Re,2+ 2\c,|*|2]" 
| \2 a 
=2|F+o2| —7;>0 (\z| <3). 


3 | 3 1 
Man hat aber lat+%2|>—g— G27: (cg +0), so dab 


R(1+ 2e,2) (1+ 4,2) >2-4—~=0 
ist. 
Wir kommen nun auf den etwas schwierigeren Fall n=3. Wir 
werden beweisen, daB fiir |z| <<} 
R 1+2¢,2+3¢2* 
1+¢,2+¢,2* 
gilt. Der Nenner wird hier nicht 0, weil |c,z-+-c,z*| © 2-3+3-3=H<1 
ist. Man kann also |z| =} annehmen. Es geniigt ferner ‘Gene Ungleichung 
fiir z=} zu beweisen. (Man betrachte ¢f(ez) mit passendem e, |¢| = 1.) 
Die Behauptung lautet also: 


>0 





1+9+3¢ 
(25) R >0. 


Cs o 
1+7+%5 
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Die Funktion 
"{ 1+2 8 s+... 
(26) GD a Ete ta 1 Ost eget +... 


hat fiir |z| < 1 positiven Realteil, so daB nach der Carathéodory-Toeplitzschen 
Theorie der Funktionen dieser Art*’) 


(27) iC,| 31, |O, — C;|<1-|¢,|’ 
gilt. (Umgekehrt gibt es zu vorgeschriebenen C,,0,, welche (27) er- 
fiillen, stets eine Funktion (26) mit positivem Realteil fiir |z|< 1, folg- 
lich eine auf die obige Weise normierte Funktion f(z) der Klasse (S,).) 
Nun ist 

¢=20, «&=0,+20C;. 
Man kann also (25) auch ier schreiben : 


1+Q+55 $C, +20?) 
G, = @ 


oder wenn man C, — C}=7(1—|C,|*) setzt, wobei |7|<1 ist, 





3 
1+, +75 (8C{ +n —|0,|") 
i} >0. 
1+ 3 +79 (8Cf+0d—|¢,|5) 





Wir fassen den letzten Bruch bei festem C, und C, als eine Funktion von 
n auf, Sie ist regular fiir |n| <1, weil (vgl. oben) 


C,| , 2)0,|*+1 

+ ig (SOF + nd —[0,|")| < Gl 4 OL eB cy 
ist. Man darf folglich |y|—1 annehmen. Wir haben also zu zeigen, daB 
(28’) {I+ O,+ yg OP + gent — 10,1} 

{14% A+ RO + at (1 —|0,|")}>0 
gilt. Wir setzen 
L+O,+50?=3w,, 149+ 50%—m 
Dann lautet (25’) 
8 * 1 

R {3w, + 5 7(1 —|0,|")} {w, + 7901 —[0,|")} > 0 

oder 


Bw, wy + S—VEIY” 5 ANGI ge, + wo) 9 > 0. 





17) Vgl. den Enzyklopidieartikel von L. Bieberbach, Neuere Untersuchungen iiber 
Funktionen von komplexen Variablen [ITC 4, 8. 379-532], 8. 501—504. 
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Diese Ungleichung ist nun gleichwertig mit 
_ , (—-iG)*%*_ 1-10, 
Rw, w, + $ ct > I | |w, + w,|, 

d. h. mit 

(ee —*=Jaly’ es |w, — w,|* 

2 16 ae 
oder wegen |w, +o, |=|§+§C,+50r|\2>5—F-—F=3 mit 
j 1— C. \* 
| wy + 0, | — |, — wy | > EL 


Setzt man OC, =, so lautet diese letzte Ungleichung 
(28) B+564+ 50% —l4te[>Fr—el*) (Ie <1). 
3. Wir schreiben 
C= —4+0, = —4+ ref; 
es ist geometrisch klar, daB 3<r< 5 ist, daB ferner bei jedem festen r 
(29) — V(t) SP S91) 


gilt, wobei g(r) aus der Gleichung | — 4+ re*?|=1 bestimmt werden 


kann, 0<(r)<. Der Punkt —4-+re‘v! liegt auf dem Kinheits- 
kreise. Man erhilt 


15+r? 
(30) 008 Yy(r) = —s*. 
Wegen 8+ 56+ 20° = 24 —13¢,+ 22? kann nun (28) folgender- 
maBen geschrieben werden: 
(28") 24 —182,+209|>$+Q, 


wobei Q =r — $|—4+ refe|* = —12+r(1+6cosp) —2r? ist. Mit 
Riicksicht auf (29) und (30) hat man 
(31) Q>—12 +445 (15 +r2)— Se2= —S4y, 

Wir schreiben nun (28’) in der Form 


ja— Bi, +703|>5+@ 
oder 


(82) [(a + y1*) 008.» — Br]? + (a —yr*)*(1 — cos*y) —($+Q) >0, 


wo iibergangsweise «—24, B=13, y=% gesetzt worden ist. Wir 
denken uns : 
Q+12—r+ ; r? 


6r 





cos @ = 
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gesetzt und betrachten die linke Seite f(r, Q) von (32) als Funktion von 
ry und Q. Hierbei durchlauft r das Intervall 3S r<5 und Q ein ge- 
wisses, von r abhangendes Intervall Q, (r)< Q <Q, (r). Esist Q,(r)=—+r. 
Wir zeigen, daB f(r, Q) bei festem r, 39 r< 5, als Funktion von Q 
fir Q > Q,(r) monoton wachst. 

Man hat 


216-0) — 9 $42" (a + yet) cong — Br] — 2°82" cong — 2 (3 + Q) 





4 3 
= tayr cosy — (a+r?) 5-29 


4 Q+12-r+ 39 





4 8 
=<tey : —F(atyrt)—F—29. 
Dieser Ausdruck ist positiv fir Q > Q,(r), wenn er fiir Q = Q,(r) positiv 
2 
ist, da ja TTe® 2. Sey — 2>0 ausfallt. Nun hat man aber 


aQ 9 


per te — F(a + yet) — 5 —2(—$ 44) 


— (*—26)7 5 « (15 y — 28) 8 
Se ee TT ae 





r?—2r+31>0. 


Diese Ungleichung ist nimlich fiir r= 5, folglich auch fiir 3 < r < 5 richtig. 

Damit ist gezeigt, daB f(r, Q) fir Q = Q,(r) Minimum wird. Dies 
heiBt cos =cosg,(r) oder |¢|=—1, ¢=e'v. Dann lautet aber die 
Behauptung 
(28”) Bev + 54+ 7e¥|>|4+et), 
d. h. 

41 ° 
(4 cosy +5) + (sin y) > 17 +8 008 y 

oder 


189 23\* 
72 cos*y + = cosy +8+ (7) >0. 


Die linke Seite wird fiir cos y = -i5 La Minimum, und zwar betragt dies 


- em t8+(2 t) > 0, 


., 189° _ (16-12)* 23\! 


Damit ist (28”), also der Satz II bewiesen. 


4. Bekanntlich ist das Bild des Kreises |z|<r bei der Abbildung 
w= f(z) dann und nur dann schlicht und konvex, wenn das Bild des- 
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selben Kreises bei der Abbildung w=z/f'(z) in bezug auf w= f(0) 
schlicht und sternfémnig ist**). Hieraus folgt der Satz 
Il’. Die Funktion 
f(z) =e, + ¢,2+¢,29+...+¢,2"+... 


sei reguldr und schlicht im Kreise \z|<1 und bilde denselben auf ein 
konvexes Gebiet ab. Dann sind sdmtliche Abschnitte 


Co +e,2+¢,27+...+¢,2" (n=1,2,38,...) 
schlicht und ,,konvex“ im Kreise \z| < }. 
Die Konstante } kann auch hier durch keine gréBere ersetzt werden. 


§ 3. 
Uber die Klasse (E*): Die obere Abschitzung von o. 


In einer gemeinsamen Arbeit von W. Rogosinski und G. Szegé**) ist 
der folgende Satz bewiesen worden: 


Es sei 0<0<=. Wenn die Potenzreihe 
f(z) =e, +¢e,2+¢,27+...+¢,2"+... 
fiir \z| <1 konvergiert und |f(z)| <1 ist, dann gilt fiir n=0,1,2,... 
| ® sin a(1 1-—*—) 4 


+ i) 
(33) > ro —e,)< sty f Jo(z) 


i 0 





wo J,(x) die Besselsche Funktion 0-ter Ordnung bedeutet. 
Fiir #—- 0 geht diese Ungleichung in die folgende iiber: 


|S (\- a) 4|s1. 


welche besagt, daG die arithmetischen Mitte] erster Ordnung der Abschnitte 
von f(z) dem Betrage nach unterhalb der Schranke 1 bleiben. 

Herr Fejér hat a.a. 0. *), 8. 187—188, die letzte Ungleichung benutzt, 
um s,=¢,+¢,+¢,+...+¢, bei einer Funktion der Klasse (Z*) ab- 
zuschatzen. Benutzt man auf ahnliche Weise die Ungleichung (33), so 


ergibt sich ( fir # = >) ein etwas scharferes Resultat. 





*) Vgl. etwa G. Péiya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis 1 
(Berlin: Julius Springer 1925), S. 105, Aufgabe 110. 

%) W. Rogosinski und G. Szegi, Uber die Abschnitte von Potenzreihen, die in 
einem Kreise beschrankt bleiben, Math. Zeitschrift 28 (1928), 8. 73-94. Vgl. insbeson- 
dere § 3. 
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In der Tat gilt 








n ater 0 ® sind —sin(1—-—"—) 8 
sin =) . sin * <i) 7" 
v=1 
folglich 
: ® sin d—sin(1—-—_) 6 
ats f 4 Bie\de+ So ep ha, 


0 


Wegen dri? <1 (vgl. a.a.0.*), 8. 188) erhalten wir hieraus 
v=1 


ind —sin(1—-—”) 0] t 
l<ata { He )de+— Loe (1-55) ¢] 


v 





vy=1 
Mit der Bezeichnung 
[sin # — sin (9 — x)}* 


zx 





=h(z) (0<2#<8; h(0)=0) 
kann der Ausdruck in der Klammer { } folgendermaBen geschrieben werden: 


ay Sa(shr ). 


Man hat aber fir 0<2<# 


a*h'(x) = (sin # — sin(d—x)] (22 cos(# — x) — sind +sin(6—z2z)]>0, 
weil doch 
sin # — sin(? — z) < x cos(d — x) 


ist. Folglich ist h(x) monoton wachsend und es gilt 
n eo 
0 7 y 
wet & * (577°) = J a(zaz, 
= i) 
d. h. 


(34) lal<ats | Bledet aby 5 {fies n(er el as 


x 





a 


Fiir d=5 ist das erste Glied 


Jo (x) da =1,0777 ..., %) 


Ohms 0 | 8 


*) Aa. 0. %), 8. 77. 
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wahrend das zweite 


-{jooperal 


vee] a 








ae a. : 
f = *az} <2 { f sints2+* aa , 


0 0 0 
Man hat 
: 2 
P 2+cosz 1 1 1 1 4 
5. * — poe - a ae 5 : 
f sint 3 dx = ( 5 008 x gg 08 22 + 7g008 82 + 95 cos dz) 
0 
_ 67-4092 
. 144 
und 


s-er —= 0,5382..., 
so daB tatsachlich 


|8,,| << 1,0777 ... + 0,5382... = 1,6160... 
gilt. 
§ 4. 
Uber die Klasse (E*): Die Berechnung von 6;. 


Es sei 
f(z) = eg +e,z2+¢,27+...+¢,2"+... 
eine Funktion der Klasse (Z*), d.h. regular und schlicht fiir |z|<1, 
ferner sei daselbst |f(z)| <1. Nach der in der Einleitung gegebenen Defi- 
nition ist o, die obere Grenze von 


leg +e, +e, +... +6, | 
fiir alle Funktionen der Klasse (Z*). Es ist o,=%—=1,25. Wir stellen 
uns die Aufgabe, o, zu berechnen. 
Es sei 


(35) y(z)=y, 2+ yg2*+... +72" +... 
eine beliebige Funktion der Klasse (Z*), fiir die auBerdem y(0)=0 gilt. 
Es sei ferner |«|<1. Dann ist 
(36) f(2)= 25 (\@| <1) 
stets eine Funktion der Klasse (Z"). Umgekehrt kann eine beliebige 
Funktion f(z) der Klasse (Z*) immer in dieser Form dargestellt werden, 
indem man «¢ = — f(0) setzt. 

Wir erhalten durch Koeffizientenvergleichung 


(37) ¢=—a, =y,(1—le*), cg=(r+%7f)(1—|e|"), -.-s 
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so daB 
Cote +e= —@+(% +7, +%7})(1—|@]*). 
Es handelt sich um das Maximum des absoluten Betrages dieses Aus- 
druckes, wihrend « alle Zahlen mit |«|< 1 durchlauft und y,, 7, die An- 
fangskoeffizienten einer beliebigen Funktion y(z) der Klasse (Z*) sind. 
Man kann hierbei y, = y ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als ree!l 
und positiv annehmen. 
Es ist offenbar 


(38) 0<y<Sl. 
Man hat ferner nach einem Satze von G. Pick**) 
(39) lve] S27(1—7). 


Umgekehrt, wenn zwei Zahlen y, = y, y, diesen beiden Ungleichungen ge- 
niigen, so existiert stets eine Funktion y(z) der Klasse (Z*) mit diesen 
Anfangskoeffizienten. 

Es ist also 


(40) leg te, t+e,| <|—a+(y+ay*) (1—|a|*)| +27(1—7) (1—|a|*), 
wo man bei passender Wahl von f(z) das Gleichheitszeichen realisieren 
kann. Wir wollen das Maximum der rechten Seite von (40) berechnen, 
wenn « alle Zahlen mit | «|< 1 und y alle Zahlen mit 0 < y < 1 durchlauft. 


Wir setzen a=re'? (0<r<1) und betrachten bei festem r den 
Ausdruck 





Hierbei haben A, B,C die folgende Bedeutung: 

A=1—y*%(1—r?), C=1+y7*(i-—r*), B=—y(l—r’). 
Wir bemerken, daB 

A’— C* =4yB<0 
ist. Es handelt sich, wenn man zur Abkiirzung cosp =4 (—1<4<1) 
setzt, um die Funktion 
u(A) = (A® — O*) 24° + 2ABri+ B*4+ Cr’, 
deren Ableitung nach 4 
u’ (4) = 2(A* — O*)r2944+2ABr=2Br(4yri+A) 

ist. Wir unterscheiden zwei Fille: 

1) G. Pick, Uber die konforme Abbildung eines Kreises auf ein schlichtes und 


zugleich beschrinktes Gebiet, Sitzungsberichte d. math.-naturwiss. Klasse d. Akademie 
d. Wiss. zu Wien, Zweite Abteilung, 126 (1917), 8S. 247—263. 
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1. AS4yr. 
Dann ist u’(4)< 0 fir —1<4<1, so dab 
Max u(4)=u(—1) 
-1S481 
wird. 
2. A<A4yr. 
In diesem Falle ist u’(4) = 0 fiir 4 = — 


— und zwar besitzt hier (A) 
ein Maximum, d. h. 


4yr 


Max u(4)=u(— <.). 


~1s5181 4vr 
Die Bedingung 1 besagt, da8 
(41) y*(l—r*)+4yr<1 


ist. Bei festem r, 0<r<1, ist die linke Seite dieser Ungleichung 
monoton wachsend mit y, und da 1—r*+4r>1 ist, so gibt es einen 
Wert g(r), 0<g,(r) <1, derart, daB fiir 0 << y <g,(r) die Bedingung 1, 
fiir g,(r)< y<1 dagegen 2 erfiillt ist. Es ist iibrigens 


—2r+)3rt+1 
(7) = reperit 


In dem Falle 1 erhalten wir bei festem r und y als das Maximum 
der rechten Seite von (40) 


(42) r+(y—ry*)(1—r*)+2y(1 —7y)(1 — 1°) 
=r+38y(1—1*)—(2+1r)(1—1r*)y* = P(r, 7). 


In dem Falle 2 setzen wir 4 = os — — 4 und erhalten fiir das- 
selbe Maximum 4 








V (e- 2) +0 ("—4) +270-na-) =e.) 
Nun ist 
a“. 9 —-7t2 © 








4y 4y ~ 4y 
und 
A’ C*  8rt41 
"-gs~ ~-geat-T 
so daB 
(43) Q(r. 7) = Y8r* +1 + 27(1 —7)(1 —F*) 


= 5 V8 +1 +27(1 —r*) +721 —2*)(5 (Br? + 1-2). 


Es ist natiirlich P(r, g,(r)) = Q(r, g,(rJ). Wirhaben zunachst bei festem r, 
0<r<1, das Maximum M(r) der stetigen Funktion von y zu be- 
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stimmen, welche fir 0<y<g,(r) mit P(r,y) und fiir g,(r)<y<1 
mit Q(r,y7) tibereinstimmt. Es wird dann 
(44) o, = Max M(r). **) 


. 0<r<1 
Nun verschwindet 


22s) — (1 —r*)[3—2(2+1)7] 


fiir den einzigen Wert y = g, (r) = Neat Wir wollen die Bedingung 
in r dafiir ermitteln, daB g,(r)<g,(r) ist. Dies heiBt nach (41) 
3 ° 38 
oder 
(45) llr? + 32r<7. 


Anderseits verschwindet 


209) =(1—r*)[2—(4—73r?+1)7] 
2 
4—/3rt+1 
welche g,(r)<g,(r) gilt. Diese Ungleichung besagt 


nur fiir y=g,(r)= 








Berechnen wir die Werte von r, fiir 





4—J3r*+1 2(2+r) 
7 = 3 
oder 


was, wie man leicht nachrechnet, mit (45) identisch ist. 
Es sei also r’ die positive Wurzel von 11r*+32r=7. Man hat 
iibrigens 


(46) fot, Pid & F 
Dann gilt 

(47°) I(r) =9,(r)=gG,(r) fir O<rsr’ 
und 

(47") Q(t) Sox(r)Soa(r) fie Sr <1. 


Das Gleichheitszeichen tritt nur fiir r =r’ ein. 

Es sei nun zunichst 0<r<r’. Dann erreicht P(r, y) im Intervall 
0<y<g,(r) fiir y=g,(r) sein Maximum. Dagegen wird Q(r, 7) im 
Intervall g,(r)<y <1 abnehmen und erreicht fiir y= g,(r) sein Maxi- 
mum. Es ist aber Q(r,g,(r))= P(r, g9(r)) < P(r,g,(r)), folglich ist 








*®) Wir werden gleich sehen, da8 M(r) bis zu einem inneren Punkte des Inter- 
valls 0, 1 monoton zunimmt und von da ab monoton abnimmt. 
Mathematische Annalen. 100. 14 
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das gesuchte Maximum 


91—r? 91-9 
(48) M(r) = P(r, 9,(r)) =" +5 32> — 7 gee 

9+8r—5r* . 

= aa) (0<r<r’). 


Es sei anderseits r’<r<i1. Dann ist P(r,y) fir 0<y<g,(r) 
wachsend, erreicht also fiir y= g,(r) sein Maximum. Ferner wird Q(r, y) 
im Intervall g,(r)< y<1 an der Stelle y—g,(r) Maximum. Durch 
Beachtung von P(r, go(r)) = Q(r, go(r)) < Q(r, gq(r)) ersieht man also, daB 

— 1+ ygetay 4 2) ’ 
(49) M(r)=Q(r,9,(r)) = 5 V3r?7 +14 er os (r’<r<1) 
ist. 

Die beiden Ausdriicke (48) und (49) stimmen fiir r—r’ wegen 
9o(r’) = 9, (r’) =9_(r’) tiberein, so daB M(r) fiir r—r’ stetig ist. 

Es sei 0< <r’. Man hat 

4(2+1)* M’(r) =(8 — 10r)(2+1r)—9— 8r+ 5r? 
=7 — 20r—5r*>0, 
weil 
5’? + 2097’ < 11r’*+ 327’ =7 
ist. Folglich hat man 
(50) Max M(r)= M(r’). 


O0<rsr' 


Es sei anderseits r’< r<1. Wir setzen 


4—y3r?+1=0, rn ete: 
so dab 
sie ae Bot) ee eee bt oe Ra 


Man hat also 
wi=(S-DE. 
Wenn r wichst, so nimmt g ab und es gilt 
2<o0<4-— ysr?+1. 
M'(r) verschwindet fiir 9 = 47% und wir behaupten, daB 
4) + <4—8r?+1 


gilt. Diese Behauptung kann entweder durch direkte Rechnung oder ein- 
facher folgendermaBen bewiesen werden. Im gegenteiligen Falle miiBte 
M(r) im ganzen Intervalle 0 <<r<1 monoton wachsen. Dies ist aber 
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unmdglich, weil doch 
lim M(r) =, lim M(r)=1 
r>+0 r>i-0 
gilt. 
Hiermit wird M(r) fir @ = 4)% Maximum und zugleich sieht man, 
da8 dieser Maximalwert gréBer als M(r’) ausfallt. Wir haben also 


7 22 7 22 7 
0, — Max M(r) = — 2/5 + 5-2/5 =F —4/§ = 1.2082... 


Bekanntlich wird o, nur bei den Funktionen 


+e 
2 

Zz 
l+Z 


f(z)=« 





(je| =1) 


erreicht. Sie bilden den Einheitskreis |z| <1 auf sich selbst ab. 

Fiir welche Funktionen der Klasse (Z*) wird nun o, erreicht, d. h. 
bei welcher Funktion wird der zweite Avschnitt (bei pessendem z, |z| = 1) 
gleich o,? 

Soll o, erreicht werden, so mu8 zuniachst in der Ungleichung (39) 
das Gleichheitszeichen gelten, d. h. die Funktion y(z) mu8 den Einheits- 
kreis |z| <1 auf den langs eines geradlinigen, von einem Peripheriepunkt 
senkrecht nach innen gerichteten Schlitzes aufgeschnittenen Einheitskreis 
abbilden**). Nach der Abbildung (36) erhalten wir wiederum den auf- 
geschnittenen Einheitskreis, wobei der Schlitz ein von einem Peripherie- 
punkt ausgehender, nach innen gerichteter passender Orthogonalbogen ist. 
Dies ist das Bildgebiet bei der fraglichen Abbildung w = f(z). Man erhalt 
simtliche Abbildungen dieser Art aus einer einzigen, wenn man das eben 
erwahnte Bildgebiet einer beliebigen Drehung um den Nullpunkt und einer 
Spiegelung an der reellen Achse unterwirft. 


Kénigsberg, November 1927. 


%3) Vgl. a. a. O. *). 


(Eingegangen am 10. 11. 1927.) 
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Ober Folgen analytischer Funktionen. 
Von 


F. Hartogs in Miinchen und A. Rosenthal in Heidelberg. 


Herr W. F. Osgood hat im Jahre 1901 den fiir Folgen von regularen 
analytischen Funktionen grundlegenden Satz bewiesen, daB, wenn eine 
solche in einem Gebiet G der z-Ebene durchweg konvergiert, stets ein 
Teilgebiet von @ existieren muB, in welchem die Folge gleichmafig kon- 
vergiert'). Die Teilgebiete @, gleichmaBiger Konvergenz miissen daher 
in @ iiberall dicht liegen und ferner infolge eines bekannten Rungeschen 
Satzes*) einfach zusammenhiangend sein. Es liegt nun nahe, sich die Frage 
vorzulegen, ob die Gebiete G, auBer diesen noch anderen Bedingungen 
unterworfen sind und welches dann der genaue Umfang dieser letzteren 
ist. Diese Frage wird im ersten Teil der vorliegenden Arbeit behandelt; 
es zeigt sich, daB in der Tat noch weitere Einschrankungen weniger ein- 
facher Natur hinzutreten, und zwar kénnen die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen, denen die Stellen gleichmaBiger und ungleich- 
maBiger Konvergenz geniigen, vollstindig angegeben werden (Kap. I). 

Eine weitere, hiermit zusammenhangende Frage ist die, ob bei einer 
derartigen Folge die Grenzfunktion, die in jedem @, natiirlich regular ist, 
fiir jedes dieser Gebiete (und dariiber hinaus auch fiir die Stellen ungleich- 
maBiger Konvergenz) willkiirlich vorgeschrieben werden kann*). Auch die 
Beantwortung dieser Frage ist von den Verfassern zu einem gewissen Ab- 
schlu8 gebracht worden, wobei sich gezeigt hat, da8 hier beziiglich der 





1) W. F. Osgood, Note on the functions defined by infinite series whose terms 
are analytic functions, Ann. of Math. (2) 3 (1901), p..25—34. 

*) C. Runge, Acta Math. 6 (1885), p. 247. 

%) Einige diesbeziigliche Angaben, welche die einfachsten Fille betreffen, sowie 
zugehérige Beispiele (insbesondere von Funktionenfolgen, die in unendlich vielen Ge- 
bieten verschiedene analytische Funktionen darstellen) finden sich bereits in der 
zitierten Osgoodschen Arbeit (§ 2), ferner bei P. Montel, Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907), 
p. 318—320, Bull. se. math. (2) 30 (1906), p. 189—192, sowie Lecons sur les séries 
de polynomes (Paris 1910), p. 110—111, 116—119. 


F. Hartogs und A. Rosenthal. Folgen analytischer Funktionen. 213 


Gebiete G, im allgemeinen scharfere Einschrinkungen in Kraft treten als 
bei der obigen ersten Frage. Die hiermit unmittelbar verkniipfte Frage 
nach der Natur der Grenzfunktion einer beliebigen konvergenten Folge von 
regularen analytischen Funktionen‘) findet durch diese Untersuchungen 
ebenfalls ihre, wenn auch nicht nach allen Richtungen hin véllig ab- 
schlieBende Erledigung (Kap. II). 

Der 3. Teil der Arbeit (Kap. III) ist einer genaueren geometrisch- 
mengentheoretischen Untersuchung der fiir die Gebiete @, gefundenen Be- 
dingungen gewidmet. Mit Hilfe gewisser neuer, auf Punktmengen beziig- 
licher Begrifisbildungen, die zu einem Analogon der Cantorschen Theorie 
filhren, gelingt es dabei, fiir jede der beiden Hauptbedingungen durch- 
sichtigere Formulierungen zu finden, in denen nur die mengentheoretischen 
Eigenschaften der aus den Gebieten G, bestehenden Gesamtheit (bzw. ihrer 
Komplementarmenge) eine Rolle spielen. Die einfachsten Bedingungsformen 
sind die in § 10 aufgestellten; doch diirften sich fiir die wirklichen An- 
wendungen die in §§ 8—9 gegebenen wohl als brauchbarer erweisen. 

Eine leichte Verallgemeinerung der in diesen letzteren Untersuchungen 
enthaltenen Gedankengange fiihrt (§ 11) noch zur Beantwortung einer all- 
gemeinen topologischen Frage, namlich unter welchen Bedingungen eine 
ebene Punktmenge sich aus abzahlbar vielen, die Ebene nicht zerlegenden, 
abgeschlossenen Mengen zusammensetzen la8t (und entsprechend fiir den 
n-dimensionalen Raum )°). 


Kapitel I. 


Verteilung der Stellen gleichmaéBiger und ungleichmaBiger 
Konvergenz. 


§ 1. 
Einfachste notwendige Bedingungen. Hilfssitze. 


Ein beliebiges, in der Ebene der komplexen Veranderlichen z gelegenes, 


*) Auf diese (die vorher erwihnten mit umfassende) Frage hat als noch un- 
beantwortet insbesondere auch P. Montel mehrfach hingewiesen; s. Ann. Ec. Norm. 
(3), 24 (1907), p. 882—884; Lecons sur les séries de polynomes (Paris 1910), p. 122. 

5) Unmittelbar vor Abschlu8 der vorliegenden Arbeit wurde den Verfassern eine 
in den Par. C. R. 184 (1927), 8. 1684/5 erschienene Note des Herrn M. Lavrentieff 
bekannt, in der im wesentlichen dieselben Probleme behandelt werden. Die Frage, 
ob die dort in aller Kiirze angegebenen Resultate, die jedenfalls in einer villig 
anderen Form erscheinen, zu denen unserer Arbeit in irgendeiner engeren Beziehung 
stehen, wiirde einer besonderen Untersuchung bediirfen. Die Frage nach den Eigen- 
schaften der Grenzfunktion wird dort iibrigens nur fiir Folgen harmonischer Funktionen 
behandelt, wahrend die entsprechende Frage fiir Folgen analytischer Funktionen aus- 
driicklich als eine offenbleibende bezeichnet wird. 
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beschrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet*) werde mit @, seine 
Begrenzung mit C bezeichnet. Ist nun eine unendliche Folge von analy- 
tischen Funktionen f,(z) (n=1,2,...) gegeben, welche in @ siamtlich 
eindeutig definiert und regular sind, und ist die Folge im ganzen Gebiet G 
konvergent, so kann man beziiglich jedes einzelnen Punktes von © zwei 
Fille unterscheiden, je nachdem die Folge in einer gewissen (wenn auch 
noch so kleinen) Umgebung des betrachteten Punktes gleichmdfig kon- 
vergiert (,,Stelle gleichmaBiger Konvergenz“) oder nicht (,,Stelle ungleich- 
maBiger Konvergenz“)*). @ ist hiernach im allgemeinen in zwei Punkt- 
mengen zerspalten und es ist nun die Aufgabe, die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen aufzustellen, denen die Menge der Stellen 
gleichmaBiger (bzw. der Stellen ungleichmaBiger) Konvergenz geniigen muB. 
Die aus den Stellen ungleichmaBiger Konvergenz bestehende Punktmenge 
soll im folgenden stets mit I, die aus [und C zusammengesetzte Punkt- 
menge mit € bezeichnet werden. 


Eine erste notwendige Bedingung besteht darin, da8 € stets ein Kon- 
tinuum (d. h. abgeschlossen und zusammenhangend) sein muB, oder, was 
hiermit gleichbedeutend, daB die Stellen gleichmaBiger Konvergenz sich 
zu endlich oder unendlich vielen einfach zusammenhangenden Gebieten 
G,, G,, ... zusammensetzen miissen. Denn C ist stets abgeschlossen und 
ein Haufungspunkt von I’ mu8, sofern er nicht auf C liegt, offenbar 
wiederum zu I" gehéren. Ware ferner © nicht zusammenhingend, sondern 
in zwei abgeschlossene Punktmengen ohne gemeinsamen Punkt zerlegbar, 
so miiBte die eine derselben C enthalten, die andere I, also in © liegen. 
Ist dann d der Abstand der beiden Punktmengen und schlieSt man I, in 
einen oder mehrere einfach geschlossene Streckenziige S ein, deren jeder 
Punkt von I, héchstens den Abstand 3d besitzt, so liegt auch jedes S 
noch in @, und da die Folge der f,(z) in der Umgebung jedes Punktes 
von § gleichmaBig konvergiert, so miiBte sie nach dem erwahnten Rungeschen 
Satze weil auch im ganzen Innern von S§ gleichmaBig konvergieren. 


9 Unter einem ,,Gebiet* @ wird im folgenden stets eine ha d 
offene Punktmenge der Ebene verstanden, d. h. eine Punktmenge, deren jeder Punkt 
ein innerer Punkt ist und bei der je zwei Punkte derselben durch einen ihr angehérigen 
endlichen Streckenzug verbunden werden kénnen. Unter einem ,,Bereich“ ist die aus 
einem Gebiet @ durch Hinzufiigung der Randpunkte entstehende Menge @ zu verstehen. 

") Bei Verwendung des Begriffs der ,punktweise gleichmaBigen Konvergenz“ 
(s. insbes. Pringsheim, Miinch. Ber. 1919, S. 419) an Stelle des im Text benutzten 
wiirde sich an der Gesamtheit der bezeichneten Stellen nichts andern (s. Pringsheim, 
a. a. 0. S. 428—429). Wie ferner aus dem Vitalischen Satze (vgl. ®)) hervorgeht, sind 
die Stellen gleichmaBiger Konvergenz identisch* mit denjenigen, in deren Umgebung 
die /,(z) gemeinsam beschrinkt sind. 

*) C. Runge, Acta Math. 6 (1885), S. 247. 
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Eine zweite notwendige Bedingung ergibt sich aus dem bereits in 
der Einleitung erwihnten, von Herrn Osgood herriihrenden Satze, wonach 
es in % (und somit auch in jedem Teilgebiet von G) stets Bereiche geben 
muB, in denen die gegebene Folge gleichmafig konvergiert. 


Die beiden genannten Bedingungen zusammen besagen also, daB die 
Gebiete gleichmaBiger Konvergenz ©, (vy =1, 2,3, ...) einfach zusammen- 
hangend und in & iiberall dicht sein miissen, oder, was damit gleich- 
bedeutend ist, daB © stets ein lintenhaftes (d.h. keine Kreisfliche ent- 
haltendes, also nirgends dichtes) Kontinuum sein muf*). 


In dem speziellen Fall, daB die Gebiete G, nur in endlicher Zahl 
vorhanden sind, erweisen sich, wie sich in § 2 ergeben wird, die bisher 
aufgestellten notwendigen Bedingungen zugleich als hinreichend; d. h. zer- 
fallt das Gebiet G nach Wegnahme einer nirgends dichten Teilmenge I” 
in eine endliche Anzahl von einfach zusammenhangenden Gebieten ©,, so 
gibt es stets eine Folge von analytischen, in @ reguléren Funktionen, 
welche in jedem der Gebiete G, gleichmaBig*), hingegen in der Umgebung 
jedes Punktes von I” ungleichmaBig konvergiert. 


Sind hingegen die Gebiete G, in wnendlicher Menge vorhanden, so 
sind die Bedingungen im allgemeinen nicht mehr hinreichend, wie zunachst 
an dem folgenden Beispiel gezeigt werden soll. 


@ sei ein Quadrat und werde in 9 kongruente Teilquadrate zerlegt. 
Das mittlere derselben (exkl. Rand) sei G,. Jedes der iibrigen 8 Teil- 
quadrate werde wieder in je 9 kleinere Quadrate zerlegt, jeweils das mittlere 
derselben (exkl. Rand) mit G, (vy = 2,3,...,9) bezeichnet und dies Ver- 
fahren ohne Ende fortgesetzt. Die so bestimmten Gebiete G, erfiillen 
alsdann die obigen Bedingungen und © besteht daher aus den Randern 
der &, und deren Haufungsstellen. 


Dasjenige zu @, (y = 1,2,...) konzentrische Quadrat, dessen Seiten 
dreimal so groB sind, werde (einschl. Rand) mit 9, bezeichnet. Unter 
diesen Quadraten 9, werde irgend eines, etwa $,, ausgewahlt, welches 
(nebst Rand) ganz im Innern von © liegt, und die Flache des dem zu- 
gehérigen Quadrat @, umbeschriebenen Kreises mit f bezeichnet. 


Wiirde nun eine Folge f,(z) der verlangten Art existieren, so kénnten 
die Funktionen f(z) in f nicht gleichmaBig beschrinkt sein, da sonst nach 


®) Vgl. auch P. Montel, Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907), 8. 320—323; Legons*), 
8. 118—119. 

*) Eine Folge ,konvergiert in einem Gebiet @ gleichm&Big* soll stets bedeuten, 
ds8 jeder Punkt von @ fiir die Folge eine ,,Stelle gleichmaBiger Konvergenz*“ sei (oder, 
was damit gleichbedeutend, daB die Folge in jedem zu @ gehdrigen ,,Bereich* gleich- 
maBig konvergiere). 
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dem Vitalischen Satz*®) die Folge im Innern von f gleichmaBig konver- 
gieren wiirde. Es miiBte also fiir eine gewisse Zahl n=—n, und einen 
gewissen Punkt z= z, der Kreisfliche f |/f,,(z,)| > 1 gelten und somit 
(auf Grund des nachfolgenden Hilfssatzes I) einen in 9, gelegenen Strei- 
fen**) S, geben, welcher z, mit dem Rand R von 9, verbindet und in 
welchem durchweg |/,,(z)|>1 ist. Da nun kein Gebiet G, existiert, 
welches f mit R verbindet, so miissen innerhalb ©, notwendig Punkte 
von I liegen, und da jede (beliebig kleine) Umgebung eines Punktes von 
I’ stets Gebiete 9, enthalt, so mu8 es auch (unendlich viele) Gebiete 9, 
geben, welche in ©, liegen. Wird eines derselben mit , bezeichnet, so 
fiihrt die Wiederholung der obigen SchluBweise zu einer Beziehung 
|fng(2)| > 2 (nm, >m,), welche fiir alle z eines gewissen in 9, gelegenen 
Streifens ©, gilt. Man gelangt, indem man dies Verfahren ohne Ende 
fortsetzt, zu einer unendlichen Folge von Streifen ©,,©,,..., so zwar, 
da8 fiir alle z des k-ten Streifens die Ungleichung | f,,(z)| > & (n, > ,_,) 
gilt. Da nun jedes der Quadrate ,, ,,... in dem vorhergehenden ent- 
halten ist, so existiert ein Punkt z=z, von @, welcher jedem dieser 
Quadrate und daher auch jedem der Streifen ©,, S,, ... angehért; in diesem 
Punkt kénnte aber wegen |f,,(2)|>k (k=1,2,...) unméglich Kon- 
vergenz stattfinden. 

Der hierbei benutzte Hilfssatz, welcher auch bei den nachfolgenden 
Betrachtungen eine wichtige Rolle spielt, lautet: 

Hilfssatz I. Ist die analytische Funktion f(z) im Gebiet © ein- 
deutig definiert und regular und ist fiir einen gewissen Punkt z = z, von & 
| f(2)| >, so gibt es ein Teilgebiet g von G, welches z, enthilt, sich 
bis an den Rand von & erstreckt (so daB @ und g mindestens einen ge- 
meinsamen Randpunkt besitzen) und in dem durchweg | f(z)| > gilt. 

Beweis. Diejenigen Punkte von &, fiir welche | f(z)| > ist, bilden 
eine offene Menge. Von den Gebieten, aus denen diese letztere besteht, 
enthalt eines, g, den Punkt z,. Wiirde nun g sich nicht bis an den Rand 
von @ erstrecken, sondern der Rand ¢ von g ganz im Innern von & 
liegen, so miiBte lings c und daher nach einem bekannten Satze auch im 
Innern von c durchweg die Ungleichung | f(z)|<o bestehen. 

Angefiigt sei noch der folgende 

Hilfssatz Il. Ist f(z) (n= 1,2,...) eine Folge von analytischen, 
in @ regularen Funktionen, welche in © durchweg konvergiert, so exi- 
stiert eine Folge von ganzen raticnalen Funktionen g,(z), welche in 
@ gegen dieselbe Grenzfunktion konvergiert, und zwar an genau den- 





1°) Naheres sowie Literatur sieche Encykl. d. math. Wiss. II C 4 (Bieberbach), Nr. 58. 
“) Vgl. FuBnote **), 
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selben Stellen von © gleichmaBig bzw. ungleichmaéBig konvergiert wie 
die Folge der f, (z). 

Beweis. Es seien g,,Q.,.-- Polygonflichen, welche simtlich zu G 
gehéren, von denen jede im Innern der folgenden liegt und welche so be- 
schafien sind, daB jeder Punkt von © einer dieser Polygonflichen (und 
somit auch allen folgenden) angehért. Nach dem Rungeschen Approxi- 
mationssatz **) kann man die ganze rationale Funktion g,(z) so bestimmen, 


da8 in g, |f,(z)—g,(z)|< 2 gilt. Die Folge der g,(z) besitzt dann die 


behaupteten Eigenschaften; denn beide Folgen haben in & dieselbe Grenz- 
funktion und in jedem zu & gehérigen Bereich, in welchem die eine Folge 
gleichmaBig konvergiert, tut es auch die andere. 


§ 2. 
Notwendige und hinreichende Bedingung. 


Es bedeute wieder © ein in der z-Ebene gelegenes, beschranktes, 
einfach zusammenhingendes Gebiet, &,, ,, ... einfach zusammenhingende 
Teilgebiete von &, welche in @ iiberali dicht liegen; die Gesamtheit der 
keinem @, angehdrenden Punkte von & heiBe I’. Irgendein Kreis, der 
® (einschlieBlich Rand) in seinem Innern enthalt, werde mit K, irgendeine 
Folge von Punkten, welche auf I" iiberall dicht liegen, mit ¢,,¢,,... 
bezeichnet. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Folge 
von analytischen, in @ reguliren Funktionen f(z) existiert, welche in 
jedem der Gebiete ©, gleichmaBig*), hingegen in der Umgebung jedes 
Punktes von I" ungleichmaBig konvergiert, kann alsdann in der folgenden 
Weise ausgesprochen werden: 

Es mu ein System von Streifen ©,,S,,... existieren, welche aus 
dem Gebiet G herausfiihren*) und ferner so beschaffen sind, dap jede 
beliebig kleine Umgebung eines Punktes von I stets von unendlich vielen 
dieser Streifen getroffen, daB hingegen jeder einzelne Punkt von I' selbst 
héchstens von einer endlichen Anzahl derselben iiberdeckt wird. (,,Be- 
dingung A*“.) 

Hierbei kann die geforderte Eigenschaft des Streifensystems, daB 


#2) C. Runge, Acta Math. 6 (1885), S. 229. — S. a. Encykl. d. math. Wiss. IT B 1 
(Osgood), 8. 89. 

13) Streifen“ soll steta ein von einem einfachen Polygon begrenztes Gebiet be- 
zeichnen. Ein Streifen © ,fihrt aus @ heraus“ soll bedeuten, daB © sowohl mit & 
als auch mit der Kreislinie K Punkte gemein hat (und zwar, wie der Einfachheit halber 
stets angenommen werden kann, mit K einen einzigen Bogen). 
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»jede beliebig kleine Umgebung eines Punktes von I" stets von unendlich 
vielen der Streifen getroffen werde“, auch durch die ersetzt werden, da8 


»der Abstand d,**) des Streifens S, vom Punktel, mit wachsen- 
dem n gegen null konvergiere“. 


Denn in einem Streifensystem, welches der ersten Formulierung ent- 
spricht, gibt es sicher ein Teilsystem, das der letzteren entspricht; um- 
gekehrt ist klar, da8 jedes der zweiten Formulierung entsprechende Streifen- 
system stets auch der ersten entspricht. 


Zusatz. Der Ausspruch behalt (wie weiter unten nachgewiesen wird ) 
seine Giiltigkeit unverindert bei, wenn gefordert wird, daB jeder Punkt 
von & (statt von I”) héchstens von einer endlichen Anzahl jener Streifen 
iiberdeckt werde. 


Sind die Gebiete @, nur in endlicher Anzahl vorhanden, so ist die 
Bedingung A immer erfiillt**). Bei dem in § 1 behandelten Beispiel hin- 
gegen ist sie nicht erfiillt, wovon man sich auch auf direktem Wege mit 
Hilfe von Betrachtungen, die mit den in § 1 an dieses Beispiel gekniipften 
nahezu iibereinstimmen, leicht iiberzeugen kann. 

Um zuniichst die Notwendigkeit der Bedingung A nachzuweisen, 
nehmen wir an, es existiere eine Funktionenfolge f,(z), welche die ver- 
langten Konvergenzeigenschaften besitzt, wobei wegen des Hilfssatzes II 
die f,(z) als ganze rationale Funktionen angenommen werden kénnen. 
Um jeden der Punkte ¢, werde ein Kreis f, beschrieben, der noch in & 
liegt, und zwar so, daB die Radien r, dieser Kreise mit wachsendem n 
gegen 0 konvergieren. 

Da die Folge der f,‘z) in der Kreisflache f, nicht gleichmaBig kon- 
vergiert, so kénnen nach dem Vitalischen Satz die f,(z) in f, nicht 
gemeinsam beschrankt sein. Es muB also fiir eine gewisse Zahl y=», 
und einen gewissen Punkt z—z, von f, |f,,(z,)| > m gelten, wobei noch 
¥, >¥,_, angenommen werden kann. Nach dem Hilfssatz I gilt dann die 
Beziehung |f,,(z)| > auch fiir alle Punkte eines gewissen Streifens ©, , 
welcher sowohl z, als auch einen Bogen**) der Kreislinie K enthilt. Der 
Abstand d, des Punktes ¢, vom Streifen ©, ist dann kleiner als r, und 


4) Liegt ¢, im Innern oder auf dem Rande von 6,, so ist d,=0 zu setzen. 

15) Dies folgt am einfachsten aus dem Umstand, daB die ,Bedingung B“” (siehe 
8. 221-222) in diesem Falle selbstverstandlich erfiillt ist (da die Anzahl der Streifen 
eine endliche ist) und daB (siehe S. 223) das Erfiilltsein der Bedingung B das der Be- 
dingung A nach sich zieht. (Um sich direkt von der Richtigkeit zu iiberzeugen, kann 
man ahnlich wie in FuBnote **) verfahren. ) 

*) Da es ja freisteht, bei der Benutzung des Hilfssatzes I statt K einen K ein- 
schlieBenden Kreis K’ zugrunde zu legen. 
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somit limd,—0. Andererseits kann jeder Punkt von @ nur einer end- 
lichen Anzahl von Streifen ©, angehéren, da ja andernfalls die Folge der 
f,(z) fiir diesen Punkt divergieren wiirde. 

Bei dem nunmehr zu fiihrenden Nachweise, daB die Bedingung A 
auch hinreichend ist, werde von einem Streifensystem ©,,©6,,... aus- 
gegangen, welches die in der Bedingung A (zweite Formulierung) aus- 
gesprochenen Ejigenschaften besitzt. Der Abstand des Punktes ¢, vom 
Streifen ©, werde wie bisher mit d, bezeichnet. 

Das Streifensystem ©,,©,,... soll nun zunachst (vgl. obigen ,,Zu- 
satz“) durch ein anderes, T,, T,,... der gleichen Art ersetzt werden, 
welches jedoch die weitergehende Eigenschaft besitzt, daB (nicht nur jeder 
Punkt von I’, sondern) jeder Punkt von © und iiberdies jeder Teilbereich 
irgendeines &, héchstens von einer endlichen Anzahl der Streifen getroffen 
wird. Zu diesem Zwecke mégen zunichst die Gebiete G, von innen durch 
Polygonflachen g,,,9,,,--- approximiert werden (wie beim Beweis des 
Hilfssatzes II). Falls nun ©, keines der Gebiete g,,,, Ga,>---> Ga» ttifit, 
mége T, mit ©, identisch sein. Trifft hingegen ©, eines oder mehrere 
dieser Gebiete, etwa g,,,,9,,,---» 80 mége T, aus ©, dadurch entstehen, 
da8 man von dem durch Vereinigung von ©, mit g, ..15Qgn+1°-+- ent 
stehenden Gebiet die Flachen g.,,, Qynr ses wieder fortnimmt (wodurch 
der Zusammenhang dieses Gebietes keinesfalls unterbrochen wird) und 
sodann von dem so entstandenen mehrfach zusammenhangenden Gebiet 
eine einfach zusammenhangende Polygonflache T, beibehalt, deren Abstand 
von ¢, wieder héchstens gleich d, ist und die mit der Kreislinie K einen 
einzigen Bogen gemein hat. Das so entstehende neue Streifensystem Tf, 
besitzt dann offenbar alle behaupteten Eigenschaften. 

Wird nun dasjenige Flachenstiick, welches die Kreisflaiche K mit Tf, 
gemein hat, aus K herausgenommen, so bleibt ein einfach zusammen- 
hangender Bereich fi, iibrig. Irgendein innerer Punkt von T,, dessen 
Abstand von ¢, kleiner als 2d, ist, sei ¢{. Man kann alsdann nach dem 
Rungeschen Satz iiber die gleichzeitige Approximation zweier (oder 
mehrerer) zu getrennten einfach zusammenhangenden Bereichen gehériger 
analytischer Funktionen durch Polynome*’) ein Polynom f(z) derart 
bestimmen, daB 

1 


1. If, (z)|<— in R,,» 


2. \f(2)-1|<> fir 2=%. 


17) C. Runge, Acta Math. 6 (1885), S. 229-244. S. a. Encykl. d. math. Wiss. II C4 
(Bieberbach), 8. 491. 
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Die Folge der so bestimmten Funktionen f,(z) besitzt dann die samt- 
lichen verlangten Eigenschaften (und zwar konvergiert sie in © durchweg 
gegen 0). 

Ist namlich z =z, irgendein Punkt von G,, und daher auch von g, , 
etwa fiir n=>~p (wobei die ganze Zahl p iiberdies gréBer als » an- 
genommen werden mége) und beschreibt man um z, einen noch in g,, 
gelegenen Kreis f, so wird f von keinem der Streifen T,,Z,,,,... ge- 
troffen; die Beziehung |f,(z)| < = gilt daher in f fiir alle n> und 
die Folge konvergiert somit in der Umgebung von z=z, gleichmaBig 
gegen null. 

Ist andererseits z =z, irgendein Punkt von I’, so gibt es héchstens 
eine endliche Anzahl von Streifen T,, welche z, iiberdecken, und man hat 
somit wiederum limf,(z,)—0. Die Konvergenz ist jedoch in der Um- 
gebung der Stelle z, keine gleichmaBige; denn beschreibt man um z, einen 
Kreis mit beliebig kleinem Radius, so liegen in diesem Kreis unendlich 
viele Punkte ¢, sowie auch unendlich viele Punkte ¢/. Da nun fiir alle n 
| fn(Cn)| >} ist, so kann die Konvergenz in diesem Kreise keine gleich- 
maBige sein. 


Kapitel II. 
Grenzfunktion vorgeschrieben. 


§ 3. 
Aufstellung einer hinreichenden Bedingung. 


Es bedeute wieder & ein beschranktes, einfach zusammenhangendes 
Gebiet der z-Ebene, K einen dasselbe umschlieBenden Kreis und &,, &,,... 
endlich oder unendlich viele Teilgebiete von @, welche die saimtlichen in 
§§ 1 und 2 aufgestellten Bedingungen erfiillen. Es existiert dann eine Folge 
von analytischen, in & reguléren Funktionen, welche in jedem der Gebiete G, 
gleichmaBig, in der Umgebung jedes anderen Punktes von & ungleichmaBig 
konvergiert. Wird nun die Grenzfunktion dieser Folge mit y(z) bezeichnet, 
so entsteht die Frage, in welchem Umfange und unter welchen Bedingungen 
(neben der gleichmaBigen und ungleichmaBigen Konvergenz der Folge) 
auch noch diese Grenzfunktion ¢ (z) willkiirlich vorgeschrieben werden kann. 

Wird der Bequemlichkeit halber die Grenzfunktion der Folge im 
Gebiet G, auch mit y,(z) (n=1,2,...), andererseits fiir die Punkte 
von I (d. h. fiir alle iibrigen Punkte von G) mit g,(z) bezeichnet, 
so ist klar, daB fiir jeden Wert von n g,(z) eine in @, regu- 
lare analytische Funktion sein muB. Aber auch g,(z) kann nicht eine 
Funktion ganz willkiirlicher Art sein, sondern mu8 jedenfalls als Grenz- 
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funktion einer Folge von Polynomen darstellbar sein. Wenn daher bei den 
folgenden Betrachtungen von der ,,vorgeschriebenen Grenzfunktion o(z)“ 
die Rede ist, so soll dies immer so zu verstehen sein, da fiir jedes der 
Gebiete G, eine daselbst regulire Funktion y,(z) vorgeschrieben und 
ferner eine Funktion y,(z) als Grenzfunktion einer (mindestens) fiir alle 
Punkte von I” konvergenten Folge von Polynomen P,(z) gegeben sei. 

Es wird sich im folgenden zeigen, daB, auch wenn alle Bedingungen 
des vorigen Kapitels erfiillt sind, die Grenzfunktion g(z) doch nicht (in 
dem eben angegebenen Sinne) beliebig vorgeschrieben werden kann. 

Zunachst seien zwei spezielle Falle ins Auge gefaBt. 

Wenn erstens y,(z)=0, y,(z)=0 (n=1,2,...) vorgeschrieben 
wird, so geht aus §2 hervor, daB (wenn die bisherigen Bedingungen er- 
fiillt sind) stets eine Funktionenfolge der verlangten Art existiert. Bei 
dieser speziellen Wahl der vorgeschriebenen Grenzfunktion erweisen sich 
also die bisherigen Bedingungen zugleich als hinreichend. 

Zweitens sei g,(z)=0, ,(z)=1 (n=1,2,...) vorgeschrieben. 
Dann ergibt sich durch folgende Uberlegung, daB zu den bisherigen Be- 
dingungen noch eine weitere hinzukommt. 

Sei f,(z) (w=1,2,...) eine Funktionenfolge der verlangten Art, 
wobei nach dem Hilfssatz II die f(z) als Polynome angenommen werden 
kénnen. Ist z, ein beliebig gewahlter Punkt von &,, so muB es eine 
Zahl », (>~»,_,) geben, so daB. |f,,(z)| >} ist und infolgedessen nach 
Hilfssatz I einen Streifen ©, welcher das Innere von &, mit dem AuBen- 
kreis K verbindet und in welchem durchweg |f,,(z)| >} gilt. Es kann 
dann aber keinen Punkt von I” geben, der von unendlich vielen dieser 
Streifen iiberdeckt wird, da ja andernfalls die Funktionenfolge in diesem 
Punkt nicht gegen 0 konvergieren kénnte. 

Als neue**) Bedingung hat sich demnach ergeben, daB hier ein System 
von Streifen ©,, ©,,... existieren muB, so beschaffen, daB ©, das Innere 
von &, mit der Kreislinie K verbindet, daB aber jeder einzelne Punkt von 
I’ héchstens von einer endlichen Anzahl der Streifen iiberdeckt wird. 

Diese Bedingung ist aber, wie nunmehr gezeigt werden soll, zugleich 
eine hinreichende, und zwar gilt letzteres nicht nur bei der soeben be- 
sprochenen speziellen, sondern auch bei jeder beliebigen Wahl der vor- 
geschriebenen Grenzfunktion g(z); m. a. W. es gilt der folgende Satz: 

Liegen die einfach zusammenhdngenden Teilgebiete G, im Gebiet & 
tiberall dicht und gibt es ein System von Streifen ©,,S,,..., 80 be- 
schaffen, dap S, das Innere von &, mit dem Aufenkreis K verbindet, 


**) DaB diese Bedingung nicht etwa schon in der Bedingung A des § 2 enthalten 
ist, wohl aber umgekehrt diese umfaBt, ergibt sich aus den weiteren Betrachtungen. 
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daB aber jeder Punkt von I" héchstens von einer endlichen Anzahl dieser 
Streijen tiberdeckt wird (,Bedingung B*), so existiert stets eine Folge 
von Polynomen, welche in & gegen eine (im angegebenen Sinne) will- 
kiirlich vorgeschriebene Grenzfunktion p(z) konvergiert, und zwar in jedem 
der Gebiete &, gleichmafig, in der Umgebung jedes Punktes von I un- 
gleichma fig. 

Bemerkung. In ganz dhnlicher Weise wie bei der Bedingung A 
kénnen auch bei der Bedingung B, ohne deren Tragweite abzuindern, die 
Worte ,jeder Punkt von IT héchstens ...“ ersetzt werden durch _,,jeder 
Punkt von © héchstens .. .“ 

Ist die Anzahl der Gebiete G, endlich, so ist die Bedingung B selbst- 
verstandlich stets erfiillt. 


Beweis. Auch hier kann wieder angenommen werden, daf jeder 
Streifen ©, mit K einen einzigen Bogen gemein hat. Wie auf 8. 219 mégen 
nun zunachst die Gebiete G, von innen durch Polygonflaichen g,,, g,., --- 
approximiert werden. Dabei kann angenommen werden, daB g,, (und 
daher auch g,,,...) Punkte mit ©, gemein habe; denn sollte dies nicht 
von vornherein der Fall sein, so kann es durch Fortlassung einer endlichen 
Anzahl von Polygonflichen (oder auch durch Fortsetzung des Streifens ©, 
nach innen) erreicht werden. 

Der Streifen ©, werde durch einen Langsschnitt in zwei Streifen {,, 
und G) zerlegt (welche ebenfalls das Innere von g,, mit K verbinden), 
hierauf SG in zwei Streifen j,, und G;’ von der namlichen Art usf., so daB 
©, schlieBlich in unendlich viele Streifen {,,, {,,,... derselben Art zerlegt 
erscheint. 

Nimmt man von der Kreisflache K die n Polygonflachen g, ,, 9.,.5---> Gan 
nebst den ihnen anhangenden Streifen j,,,, j,,,--->{,,, fort, so ist**) die 
iibrigbleibende Flache Rt, entweder selbst ein einfach zusammenhangender 
Bereich oder besteht aus einer endlichen Anzahl von solchen, die im all- 
gemeinen voneinander getrennt liegen*®). Wiederum getrennt von i, und 
voneinander liegen die Polygonflichen g, ,,, Gen—1>-+-> Guna: Auf 
Grund des obigen Rungeschen Satzes (S. 219) kann man daher ein Poly- 
nom f,(z) bilden, das sich in jedem der Bereiche g, ,_, (vy =1, 2,...,”) 


von y,(z) und iiberdies in Rt, von P,(z) um weniger als 2 unterscheidet 


(wobei ~,(z) und P, (z) die auf S. 220—221 angegebene Bedeutung haben). 


1) Die fortgenommenen Flaichenstiicke einschlieBlich ihrer Rander bilden zu- 
sammen mit der Kreislinie K ein Kontinuum. Ein solches bestimmt aber stets lauter 
einfach zusammenhangende Komplementargebiete. 

%) Sollte letzteres nicht der Fall sein, so laBt es sich durch geeignete Ein- 
schniirung eines oder mehrerer der Streifen {,,, ..., fn, leicht erreichen. 


Folgen analytischer Funktionen. 223 


Die Folge der f(z) (n= 2,3,...) besitzt alsdann (abgesehen von 
einer noch zu erérternden Einschrankung) die behaupteten Eigenschaften. 
Denn zunachst hat man in einem beliebigen Gebiet g, |: 
> @ 


In(2)— (2) <z fir n{>% 


und daher konvergiert die Folge in g,, und somit schlieBlich auch in G, 
gleichmaBig gegen ¢,(z). 

Ist andererseits z, ein beliebiger Punkt von I’, so gibt es nur eine 
endliche Anzahl von Streifen ©, und daher auch von Streifenj, , (v,@=1,2,...), 
welche z, iiberdecken; infolgedessen gehért z, jeder der Flichen Rt, an, 
wenn nur » hinreichend groB, etwa n > n, gewahlt wird. Es ist somit 


\fa(%) — Pa(%)|<—+ fiir n>, 


und daher lim f,(z)) = lim P, (z.)= (2), wie es verlangt war. 

Hingegen besteht zunachst noch keinerlei Sicherheit dariiber, ob die 
Konvergenz fiir die Umgebung jedes Punktes von I eine ungleichmaBige 
ist (was jedoch fiir einen Punkt von I’ selbstverstandlich nur dann zweifel- 
haft sein kann, wenn die vorgeschriebene Grenzfunktion g(z) in der ganzen 
Umgebung dieses Punktes regular sein sollte). Sollte dies noch nicht 
(oder nicht durchweg) der Fall sein, so kann es stets durch eine nach- 
trigliche Abanderung der Funktionenfolge f(z) in folgender Weise er- 
reicht werden. 

Nimmt man zunichst fiir einen Augenblick an, daB die Vorschrift 
Po (z)= 0, p,(z)=1 (n=1, 2,...) laute, so ist das Gewiinschte sicher 
schon erreicht. Daraus geht aber gem&B § 2 hervor, daB die Gebiete G, 
auch der Bedingung A geniigen, m.a. W. dab die Bedingung A in der 
Bedingung B enthalten ist**). 

Nachdem dies festgestellt ist, kénnen wir gemaB § 2 eine Folge von 
Polynomen g,(z) konstruieren, welche in G durchweg gegen 0 konvergiert 
und zwar in jedem der Gebiete , gleichmadig, fiir die Umgebung jedes 
Punktes von I" ungleichmaBig. 


*1) Hiervon kann man sich auch auf rein geometrischem Wege iiberzeugen. Seien 
namlich ¢,, ¢,,... Punkte, welche auf den Randern der simtlichen Gebiete G, (und 
daher auch auf I’) iiberall dicht liegen. Diejenigen Punkte ¢,, welche dem Rande 
von &, angehéren, seien mit ¢,,, ¢,,,... bezeichnet (wobei jedoch Punkte ¢,, welche 
den Rindern mehrerer @, angehéren, nur bei einem [etwa dem ersten] dieser Gebiete 
aufgezihlt werden mégen). Erfillt nun das Streifensystem ©, die Bedingung B, so 
werde wie im Text jeder der Streifen ©, in unendlich viele Teilstreifen {,,, fo, ... 
zerlegt und sodann jeder der Streifen {,,, im Innern von ©, auf beliebigem Wege bis 
in die vorgeschriebene Nahe des Punktes ¢,, fortgesetzt. Das so entstehende Streifen- 
system {{,*,} erfiillt dann die Bedingung A (im Sinne der zweiten Formulierung). 
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Die Funktionenfolge f,(z)+-yg,(z) konvergiert dann, gleichgiiltig 
wie die Konstante y gewahlt wird, ebenfalls gegen die urspriinglich vor- 
geschriebene Grenzfunktion g(z), und zwar gleichmaBig in jedem G,. Die 
Konstante y la8t sich aber stets so wahlen, daB die Konvergenz fiir die 
Umgebung jedes Punktes von I eine ungleichmaBige wird. 

Sind namlich ¢, (¢ = 1, 2, ...) Punkte, die auf I" iiberall dicht liegen, so 
gibt es offenbar héchstens eine Zahl y,; derart, daB die Folge f,(z)-+- 7,9, (z) 
(n =1,2,...) in der Umgebung des Punktes ¢; gleichmaBig konvergiert. 
Wahit man also y = y, so, da es von jeder derartigen Zahl y, verschieden 
ist, so ist die Konvergenz der Folge /,(z)+y,g,(z) in der Umgebung 
jeder Stelle ¢; und daher auch jedes beliebigen Punktes von I" eine un- 
gleichmaBige. 


Zum Nachweise dafiir, daB die Bedingungen A und B nicht etwa 
aquivalent sind, mége noch ein Beispiel angefiigt werden, bei welchem 
die Bedingung A erfiilli, die Bedingung B hingegen nicht erfiillt ist. 

Unser Gebiet @ sei von einem Kreis C begrenzt. Ins Innere von & 
legen wir einen (konzentrischen) Kreis K, [ ,,Zentral-Kreis“] und, um ihn 
herum, eine unendliche Folge von immer kleiner werdenden Kreisen k;” 
(»y =1,2,3,...) [,,Planeten-Kreise“], 
die sich gegen simtliche Punkte von 
K, haufen**) [vgl. Figur]. K, sei 
mit C und ferner jeder Kreis k;” 
(»=1,2,3,...) mit K, durch je 
eine (die iibrigen Teile der Figur 
nicht treffende) Strecke sj)’ bzw. s,” 
(y=1,2,3,...) [,,Stiel*] verbunden. 
Die so entstandene, innerhalb & ge- 
legene Figur sei mit 9%, bezeichnet. 
Das von K, umschlossene Gebiet 
soll nun selbst schon eines der Ge- 
biete G, darstellen und bleibt dem- 
entsprechend von der folgenden Kon- 
st-uktion unberiihrt; dagegen werden 
die ,,Planeten-Kreise“ noch weiter behandelt: Es werde namlich jeder 
Planeten-Kreis durch eine zu %, ahnliche Figur ersetzt. (D.h. mit jedem 
ks werde so verfahren wie vorhin mit @ und zwar soll dabei der k{” 
und s,’ gemeinsame Punkt P{” dem zu C und sj” gehérenden Punkt P, 





Figur §,. 


**) Z.B. denke man K, mit einer unendlichen Foige von konzentrischen, gegen K, 
konvergierenden Ringen umgeben und setze in den n-ten dieser Ringe — gleichmaBig 
verteilt — uw, ,,Planeten-Kreise“, so daB u, gleichzeitig mit n ins Unendliche wachst. 
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entsprechen; nach Herstellung der zu %, ahnlichen Figur werde schlieBlich 
die Kreislinie k!” [abgesehen vom Punkt P;"] weggelassen. Die so durch 
das Ersetzen aller Planeten-Kreise aus %, entstandene Figur sei mit %, 
bezeichnet. Wieder beranden die neu entstandenen Zentral-Kreise bereits 
endgiiltige Gebiete @,, wihrend wieder die neu entstandenen Planeten- 
Kreise von %, durch zu %, ahnliche Figuren ersetzt werden: Figur %,. 
Dieses Verfahren wird unendlich oft iteriert. Die dabei jeweils entstehenden 
Zentral-Kreis-Flachen stellen insgesamt die Gebiete @,, &,,..,G,.... 
dar; die Zentral-Kreis-Linien, die ,Stiele« s{ und die Haufungspunkte 
von beiden sollen I bilden. Dazu kommt dann noch das von I und C 
begrenzte (einfach zusammenhiangende) Restgebiet von , welches mit G, 
bezeichnet werde**). 

Da8S die so entstandene Figur %, der Bedingung A geniigt, ist klar; 
denn man kann an I’ von auBen her ein die Bedingung A befriedigendes, 
ausschlieBlich in @, verlaufendes Streifensystem legen, ohne daB iiber- 
haupt ein Punkt von I iiberdeckt, geschweige denn unendlich oft iiber- 
deckt wird. — Andererseits kann die Bedingung B nicht erfiillt sein. 
Denn ware sie befriedigt, so miiBte ins Innere von G, ein Streifen ©, 
eindringen. Da aber gegen jeden Randpunkt von @, unendlich viele, be- 
liebig kleine Gebiete G, sich haufen, so miiBte S, ein Gebiet G,, ganz 
enthalten. Ins Innere von ©,, miiBte dann ein Streifen ©,, eindringen 
und aus gleichem Grunde innerhalb des Durchschnitts von (©,, S,,) ein 
Gebiet &,, enthalten sein; in dessen Inneres miiBte wieder ein Streifen G,, 
eindringen, usw. Auf diese Weise kimen wir zu einem Punkt von I, der 
von unendlich vielen Streifen S,, S,,,G,, ..- tiberdeckt wiirde. 

Wir bemerken noch: Bei diesem Beispiel hért offenbar auch die Be- 
dingung A auf, erfiillt zu sein, wenn man in jedes G, (vy > 2) einen (vom 
Rande nach innen gehenden) Stachel — z. B. einen Radius — hineinsetzt; 
oder auch, wenn man jedes &, (vy > 2) durch zwei (mittels eines Durchmessers 
getrennte) halbkreisférmige Teilgebiete ersetzt. 


§ 4. 
Notwendige und hinreichende Bedingung. 


Ist (neben der gleichmaBigen und ungleichmaBigen Konvergenz) die 
Grenzfunktion y(z) der Funktionenfolge vorgeschrieben, so ist, wie aus den 
bisherigen Untersuchungen hervorgeht, fiir die Existenz einer Funktionenfolge 


*3) Bezeichnet man also in der Figur %, das durch Fortnahme des Kreisbereichs K, 
und der Kreisgebiete &'") sowie der zugehérigen ,Stiele“ aus @ entstehende Flichen- 
stiick mit g,, so entsteht G, durch Vereinigung von g, mit den simtlichen zu g, ahn- 
lichen Flachenstiicken der Figuren %,, $3, -- - 
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der verlangten Art die Bedingung A unter allen Umstanden eine notwen- 
dige und die Bedingung B unter allen Umstanden eine hinreichende. 
Es gibt ferner, wie festgestellt wurde, spezielle Fille (z.B. m(z)=0), in 
denen die Bedingung A nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend 
und daher B nicht notwendig ist; andrerseits solche (z. B. y,(z)=0, 
9, (z) = y,(z) =... =1), im denen die Bedingung B nicht nur hin- 
reichend, sondern auch notwendig und daher A nicht hinreichend ist. Die 
Aufgabe ist hiernach, auch fiir den allgemeinsten Fall eine Bedingung auf- 
zustellen, welche sowohl notwendig als auch hinreichend ist. 


Um diese Bedingung in méglichst einfacher Form auszusprechen, sei 
noch folgende Ausdrucksweise eingefiihrt. Existiert eine Folge von Poly- 
nomen, welche in G, (d. h. G, nebst Rand) gemeinsam beschrankt sind 
und daselbst gegen (z) konvergieren, so soll dafiir kurz gesagt werden, 
in @, finde ,,Vitalischer AnschluB“ (namlich der Funktionswerte ¢, (z) 
an die Randwerte y,(z)) statt. Ist die Grenzfunktion y(z) vorgeschrieben, 
so steht damit fiir jedes Gebiet G, fest, ob dort Vitalischer Anschlub 
stattfindet oder nicht. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung lautet alsdann folgender- 
maBen : 


I. Die Bedingung A muf erfiillt sein. 


IL. Diejenigen Gebiete G,, bei denen kein Vitalischer Anschluf statt- 

findet, miissen der Bedingung B geniigen**). 

Zusatz. Wird die Forderung, da8 in der Umgebung jedes Punktes 
von I” ungleichmaBige Konvergenz stattfinden solle, beiseite gelassen**), 
so fallt die Bedingung I fort. Wird hingegen die Forderung beziiglich der 
gleichmaBigen Konvergenz fortgelassen, so hat dies auf die genannten 
Bedingungen keinen EinfluB. 


Beweis. «) Die genannten Bedingungen sind notwendig. Ist nim- 
lich f,(z) (n =1,2,...) eine Folge von Polynomen, welche in & gegen 
gy (z) konvergiert (wobei zunachst iiber gleichmaBige oder ungleichmaBige 


*) D. h. es muB diejenige Bedingung erfiillt sein, die sich aus der Bedingung B 
ergibt, indem man darin die G, durch die Gesamtheit der Gebiete ohne Vitalischen 
AnschluB ersetzt (I jedoch ungeandert l4B8t). — Sind die Gebiete, in denen kein 
Vitalischer Anschlu8 stattfindet, nur in endlicher Anzahl vorhanden, so ist die Re- 
dingung IZ stets erfillt. Beispiel: Wird fiir die auf S. 224-225 konstruierte Gebiets- 
einteilung py (z)=1, 9, (z)=0, 9, (z) = py (z) = ... =1 vorgeschrieben, so sind die Be- 
dingungen erfiillt und es existiert daher eine Folge von Polynomen der verlangten Art. 

%) Diese Forderung ist jedoch, falls die y,(z) lauter verschiedene analytische 
Funktionen sind und in der Umgebung jedes“Punktes von I’ Punkte mindestens zweier 
Gebiete G, liegen, offenbar implizite in den iibrigen enthalten; daraus folgt dann, daB 
in diesem Falle die Bedingung I -n der Bedingung II enthalten ist. 
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Konvergenz nichts angenommen werde**)), so sei unterschieden zwischen 
solchen Gebieten @,, in denen die f(z) gemeinsam beschrankt sind, und 
solchen, bei denen dies nicht der Fall ist. Bei den Gebieten ©, der 
ersteren Art findet Vitalischer Anschlu8 statt. Die Gebiete G, der zweiten 
Art (unter denen sich ebenfalls noch solche mit Vitalischem Anschlu8 be- 
finden kénnen) miissen aber der Bedingung B geniigen, da sich (ahnlich 
wie auf S. 221) Streifen ©, konstruieren lassen, welche das Innere je 
eines solchen Gebiets mit dem AuBenkreis K verbinden und in welchen 
durchweg |f,,(z)| > gilt. Hieraus folgt aber, daB die Bedingung II er- 
fiillt sein muB. 

Wird nun weiter angenommen, da8 fiir die Folge der f, (z) (mindestens ) 
jeder Punkt von I eine Stelle ungleichmaBiger Konvergenz sei, so folgt 
aus § 2, daB auch die Bedingung A zunachst fiir die Gesamtheit der 
Stellen ungleichmaBiger Konvergenz und somit auch fiir die Teilgesamtheit 
erfiillt sein mu8. 


8) Die genannten Bedingungen sind hinreichend. 

Zunachst werde nur von der Bedingung II vorausgesetzt, daB sie er- 
fiillt sei. Ist dann y,(z) = lim P, (z) die fiir  vorgeschriebene Grenzfunk- 
tion, so werde unterschieden zwischen solchen Gebieten G, , in denen die P, (z) 
gemeinsam beschrinkt sind, und solchen, bei denen dies nicht der Fall ist. 


In denjenigen Gebieten @, der ersteren Art, bei denen iiberdies 
Vitalischer Anschlu8 stattzufinden hat, konvergiert die Folge der P, (z) 
selbst schon gegen die vorgeschriebene Grenzfunktion y,(z), und zwar 
gleichmaBig*’). Denn ist etwa ©, ein Gebiet dieser Art, so ist g(z) 
in &, (d.h. G, mit Rand) durch eine beschrinkte Folge von Polynomen Q, (z) 
darstellbar. Es stellt also P,(z)—@Q,(z) (n=1,2,...) eine in G, be- 
schrinkte Folge von Polynomen dar, welche lings des Randes von @, 
gegen 0 konvergiert. Dann mu8 sie aber auch im ganzen Innern gegen 0 
konvergieren**). 


Was zweitens diejenigen Gebiete &, betrifft, fiir welche die P, (z) 
gemeinsam beschrankt sind, jedoch Vitalischer Anschlu8 nicht stattfindet, 
so geniigen diese nach Voraussetzung der Bedingung B. 


%) Doch sollen die Teilgebiete G, nach wie vor als gegeben gelten, und zwar 
(wie immer) einfach haingend, in @ iiberall dicht und so, daB » (z) mindestens 
fiir alle z jedes G, regular. 

**) Letzteres nach dem Vitalischen Satze. 

*8) Naheres hieriiber siehe F. Hartogs, Uber die Grenzfunktionen beschrinkter 
Folgen von analytischen Funktionen, Math. Annalen 98 (1927), S. 168. Hiernach ist 
die SchluBweise des Textes nur dann sichergestellt, wenn der Rand von @, einen 
Jordanschen Bogen / als Bestandteil enthalt und mindestens zwei Punkte von / (als 
Randpunkte von @,) von innen erreichbar sind. 
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Es bleiben noch drittens diejenigen Gebiete G, zu betrachten, in denen 
die P,(z) nicht gemeinsam beschrankt sind. Auch diese geniigen der Be- 
dingung B, wie sich folgendermaBen ergibt. Fiir jedes einzelne (z. B. das n-te) 
dieser Gebiete kann man (nach Hilfssatz I) einen Streifen konstruieren, der 
das Innere dieses Gebietes mit dem AuBenkreis K verbindet und in welchem 
durchweg | P,,(z)| > ist (vy, >», _,); jeder Punkt von I kann aber dann 
offenbar héchstens von einer endlichen Anzahl dieser Streifen iiberdeckt werden. 

Damit ist zunichst festgestellt, daB die Gesamtheit derjenigen Ge- 
biete G,, in denen die Folge der P,(z) nicht selbst schon gegen die vor- 
geschriebene Grenzfunktion konvergiert (und zwar gleichmaBig), der Be- 
dingung B geniigt. Diese Gebiete mégen nunmehr mit 9,,9,,... be- 
zeichnet werden, die ihnen (im Sinne der Bedingung B) zugeordneten 
Streifen mit ©,,G,,.... 

Die Konstruktion einer Folge von Polynomen /,(z), welche gegen 
die vorgeschriebene Grenzfunktion g(z) konvergieren, geschieht nunmehr 
ganz ahnlich wie beim Beweise in § 3. Die in derselben Weise wie dort 
durch Unterteilung (Zerfaserung) der Streifen ©,, ©,,... sich ergebenden 
Streifen j,, (v,@=1,2,...) mdgen jedoch zuniachst (ohne ihre bisherigen 
Eigenschaften einzubiiBen) so abgeindert werden, daB jeder Teilbereich 
eines Gebietes %, héchstens von einer endlichen Anzahl derselben getroffen 
wird; dies kann leicht dadurch geschehen, da8 man die Streifen j,, zuerst 
in eine einfach unendliche Folge 3,,%,,... umordnet und mit diesen 
letzteren ebenso verfahrt wie auf S. 219 mit den Streifen ©,, ©,, ...**). 
Konstruiert man dann eine Funktionenfolge f(z) auf dieselbe Weise wie 
beim Beweise in § 3, nur mit dem Unterschied, daB an Stelle der dortigen 
Gebiete G, hier die Gebiete , treten, so konvergiert die so entstehende 
Funktionenfolge nicht nur in jedem Gebiete 9,, sondern auch in jedem 
der iibrigen Gebiete G, (z. B. in G,) gleichmaBig gegen y(z), da ja in 
einem beliebigen Teilbereich von ©, fiir ,,fast alle“ Werte von n 


If, (2) — P, (2)| < + 


gilt. Fiir jeden Punkt von I" konvergiert die Folge gegen 9, (z). 

Wird des weiteren die Bedingung I als erfiillt vorausgesetzt, so kann 
man genau wie in § 3 aus der soeben gebildeten Funktionenfolge f(z) eine 
neue, f(z) + 799,,(2) herstellen, welche iiberdies in der Umgebung jedes 
Punktes von I” ungleichmaBig konvergiert. Damit sind aber die simtlichen 
Behauptungen bewiesen. 

*) Natiirlich tritt dabei an Stelle der dortigen Bedingung, daB &, von ¢, einen 
hinreichend kleinen Abstand haben solle, hier die, daB der abgeinderte Streifen T, 
wieder das Innere des betreffenden Gebietes G, mit dem Kreise K verbinden miisse. 
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Hinzugefiigt sei, daB die Bedingung II noch auf eine etwas andere 
Form gebracht werden kann, wenn, was jetzt geschehen soll, die Rander C, 
der Gebiete G, als rektifizierbar vorausgesetzt werden. Gilt alsdann fiir 
alle z eines Gebietes G, die Formel: 


1 (¢)d¢ 
v)— oni | EE 


so werde dafiir kurz gesagt, in @, finde ,Cauchyscher Anschlup* statt. 

Findet in @, Vitalischer Anschlu8 statt, so findet dort auch Cauchy- 
scher Anschlu8 statt*°). Findet umgekehrt in ©, Cauchyscher Anschlu8 
statt, so folgt daraus im allgemeinen nicht, da8 dort auch Vitalischer 
Anschlu8 stattfinden miisse, wohl aber dann, wenn g,(z) auf C, durch 
eine Folge gemeinsam beschrinkter Polynome dargestellt werden kann*). 

Dies vorausgeschickt, behalten die an die obigen Bedingungen I und II 
gekniipften Aussagen thre Giiltigkeit unverdndert bei, wenn in der 
Bedingung II die Worte ,,Vitalischer AnschluB“ ersetzt werden durch 
»Cauchyscher Anschlup*. 

Ist nimlich @, ein Gebiet, in welchem zwar Cauchyscher, aber nicht 
Vitalischer Anschlu8 stattfindet, so kénnen die Polynome P,(z) auf dem 
Rand C, dieses Gebiets nicht gemeinsam beschrinkt sein; die Gesamtheit 
der Gebiete G, dieser Art geniigt also nach 8. 228 (oben) der Bedingung B. 
Hieraus ergibt sich aber unmittelbar die Behauptung. 


§ 5. 
Charakteristische Eigenschaften der Grenzfunktion. 


Werden die Gebiete gleichmaBiger Konvergenz wie bisher mit ©, 
bezeichnet, so ist die Grenzfunktion w(z) mindestens fiir alle z jedes 
dieser Gebiete regular. Diejenigen Gebiete §, (u=1,2,...), in denen 
y(z) regular ist, miissen also (soweit sie nicht mit je einem der G, iiber- 
einstimmen ) durch Vereinigung je einer endlichen oder unendlichen Menge 
von Gebieten &, unter Hinzufiigung gewisser Teile von I" entstehen; im 
Gegensatz zu den &, kénnen die §, daher mehrfach (auch unendlich- 
fach) zusammenhingend sein. Die Gesamtheit der zu keinem %, gehdrigen 
Punkte von © werde mit I, bezeichnet, so daB I, eine Teilmenge von 
I’ darstellt. 

Auf Grund der bisherigen Betrachtungen kann alsdann Folgendes 
nachgewiesen werden : 


3) Siehe z. B. P. Montel, Legons sur les séries de polynomes 4 une variable 
complexe, Paris 1910, p. 19. Vgl. auch F. Hartogs **), insbes. S. 170 u. 172. 
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1. Die Gebiete %, liegen in G iiberall dicht. 
2. p(z) ist fiir F, durch eine (mindestens fiir alle Punkte von I, 
konvergierende) Folge von Polynomen P,(z) darstellbar. 
3. I, erfiillt die Bedingung A“). 
4. Diejenigen Gebiete §,, bei denen kein Vitalischer Anschlu8 statt- 
findet, erfiillen die Bedingung B*); 
und umgekehri gilt, daB jede Funktion ~(z), welche die Higenschaften 2. 
und 4. besitzt, in G als Grenzfunktion einer Folge von regularen analy- 
tischen Funktionen (oder auch von Polynomen) dargestellt werden kann. 


Hieraus geht zugleich hervor, da8 das Stattfinden der Eigenschaften 1. 
und 3. eine unmittelbare Folge des Stattfindens der beiden iibrigen ist (und 
zwar ist, wie ohne weiteres ersichtlich, 1. schon eine Folge von 2. allein). 


Nachweis fiir den ersten Teil der Behauptung. Da8 die %, 
in & iiberall dicht liegen, folgt unmittelbar aus der entsprechenden Eigen- 
schaft der Gebiete G,; ebenso folgt 3. unmittelbar aus der entsprechenden 
Eigenschaft von I’. 2. ist selbstverstindlich, da ja y(z) auch in © durch 
eine Folge von Polynomen darstellbar ist. Der Nachweis fiir 4. ist wértlich 
wie der Beweis «) auf S. 226—227 zu fiihren, wobei nur G, tiberall durch §, 
zu ersetzen und der zweite Absatz ganz fortzulassen ist. 


Der Beweis fiir die Umkehrung stimmt im wesentlichen mit dem 
Beweis £8) (S. 227) iiberein. Zunichst wird genau wie dort (wobei bloB 
wieder &, durchweg durch %, zu ersetzen ist) nachgewiesen, daB die Gesamt- 
heit derjenigen Gebiete §,, in denen die Folge der P,(z) nicht selbst 
schon gegen gy, (z) konvergiert, der Bedingung B geniigt. Diese Gebiete 
mégen wieder mit ,, ,,... bezeichnet werden, die ihnen (im Sinne der 
Bedingung B) zugeordneten Streifen mit ©,,6,,..., die durch Unter- 
teilung der letzteren entstehenden wieder mit j,, (v,@= 1, 2,...)*). 

") ,Bedingung A“ und ,Bedingung B“ sind im folgenden stets so zu verstehen, 
daB gegeniiber der bisherigen Formulierung derselben @, durch §, und I’ durch I, 
zu ersetzen ist. 

*) Eine Ablenkung der Streifen {,, ist hier (im Gegensatz zu 8. 228) nicht 
erforderlich, weil hier gleichmaGige Konvergenz fiir die §, weder vorgeschrieben ist 
noch durchweg erzielt werden kénnte. Hingegen mégen die Streifen ©, von vorn- 
herein so gewahlt sein, daB (nicht nur jeder Punkt von I,, sondern) jeder Punkt von 
@ héchstens von einer endlichen Anzahl, derselben iiberdeckt wird. Da8 letzteres stets 
méglich ist (d. h. daB auch dann, wenn die §, nicht einfach zusammenhangend sind, 
beide Formen der Bedingung B Aquivalent sind) sieht man folgendermaBen: Die %, 
mdgen durch (endlichfach zusammenhingende) Polygonflachen f,, von innen approxi- 
miert und letztere durch Kaniile in einfach zusa hingende, f,* , verwandelt werden, 
jedoch so, daB jeder Punkt von §, héchstens endlich vielen Kaniilen angehért. Der 
Streifen ©, werde alsdann im Innern von §,, §,, .-.» %» (soweit letztere iiberhaupt 
getroffen werden) so abgelenkt, da er /,",, f,",..., f* nicht trifft. 





Folgen analytischer Funktionen. 231 


Jedes der Gebiete , mége nun von innen durch (ein- oder mehrfach, 
jedenfalls nur endlichfach zusammenhingende) Polygonflichen ,,,5,.,--. 
approximiert werden, von denen jede ganz im Innern der folgenden liegt. 
Diejenigen der Flachen §,,, §,,, .-., welche mehrfach zusammenhingend 
sind, mégen durch Fortnehmen einer endlichen Anzahl von Kanialen**) in 
einfach zusammenhangende bei bee, ... tibergefiihrt werden, jedoch so, duB 
jeder Punkt von 9, héchstens einer endlichen Anzahl dieser Kanile ange- 
hért. Nimmt man alsdann von der Kreisflache K die n (ein- oder mehr- 
fach zusammenhiangenden) Polygonflachen §, ,, §,,,,---, §,,, nebst den ihnen 
anhangenden Streifen j,,, f.,,,---»{,,, hinweg, so ist?*) die iibrigbleibende 
Fliche Si, entweder selbst ein einfach zusammenhangender Bereich oder 
besteht aus einer endlichen Anzahl von solchen, die im allgemeinen von- 
einander getrennt liegen*®). Wiederum getrennt von i, und voneinander 
liegen die einfach zusammenhingenden Flachen 6, ,-1, hn-1, --+> Jan—1- 
Infolgedessen kann man ein Polynom f,(z) herstellen, das sich in jedem 
der Bereiche §,,-, (»=1,2,...,”) von o(z) und iiberdies in 9, von 
P,.(z) um weniger als : unterscheidet. 


Die Folge der f,(z) konvergiert alsdann in @ iiberall gegen ¢(z). 
Ist namlich z =z, ein Punkt von 9, und daher auch von hz, etwa 
fiir alle 8 > B,, so gilt 


1 " 
Il) —#)i<% fie mf 
und daher ist lim f,(z,) =  (z,). 
Ist andrerseits z = z’ ein beliebiger Punkt eines der iibrigen Gebiete 
%, oder auch von I, so gibt es héchstens eine endliche Anzahl von 
Streifen ©, und daher auch von Streifen {, " (y,9=1,2,...), welche 2’ 


iiberdecken. Infolgedessen gehért z’ ,,fast“ jeder der Flaichen ff, an, 
woraus dann 


folgt. 


>]>« 
> By 


lim f,(2’) = lim P, (2’) = o (2’) 


§ 6. 
Eigenschaften der Grenzfunktion auf I,. 


Es bleibt nun noch iibrig, die Tragweite der ,, Bedingung 2.“ des vorigen 
Paragraphen naher zu untersuchen, d.h. die Frage, welche Eigenschaften 
eine (zum mindesten fiir alle Punkte z von I, definierte) Funktion ¢(z) 
besitzen mu8, damit sie auf I, durch eine Folge von Polynomen von z 
darstellbar sei. 


3%) ,Kanal soll (ebenso wie ,Streifen“) ein von einem einfachen Polygon 
begrenztes Gebiet bezeichnen. 
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Wird hierbei zunichst angenommen, da8 I, als Vereinigungsmenge 
von (héchstens) abzahlbar unendlich vielen Jordanschen Kurvenbdgen dar- 
stellbar sei, so laBt sich die gestellte Frage dahin beantworten, dab ~(z) 
auf I, lediglich der (selbstverstandlichen) Hinschradnkung gentigen miisse 
daselbst eine Funktion der Klasse 0 oder 1 im Baireschen Sinne™) (also 
in I, auf jeder perfekten Menge héchstens punktweise unstetig) zu sein. 
Der Nachweis hierfiir ist in den folgenden allgemeineren Betrachtungen 
enthalten. 


Um zu umfassenderen hierauf beziiglichen Aussagen zu gelangen, seien 
folgende Benennungen eingefiihrt. 


Eine beschrankte, abgeschlossene Punktmenge der z- Ebene, auf welcher 
x und daher auch**) jede stetige Funktion von z und y durch Polynome 
von z(=2z-+ity) gleichmdfig approximiert werden kann, werde als 
»«-Menge“ bezeichnet. Eine solche kann, wie leicht zu sehen**), niemals 
die Ebene zerlegen. Jede abgeschlossene Teilmenge einer a-Menge ist 
offenbar wieder eine a- Menge. 


Es la8t sich alsdann nachweisen, daB jede ungeschlossene Jordansche 
Kurve eine a-Menge darstelit*’). 


*) Vgl. Encykl. d. math. Wiss. II C 9c (Fréchet- Rosenthal), Nr. 53 u. 58. 

%5) Ist 2 auf der beschriinkten und abgeschlossenen Punktmenge M durch Poly- 
nome von z gleichmaBig approximierbar, so ist es auch y(=ix—iz), infolgedessen 
auch jede ganze rationale Funktion von x und y und daher schlieBlich auch jede auf 
M stetige Funktion von xz und y, da eine solche durch ganze rationale Funktionen 
von x und y gleichmaBig approximiert werden kann. 

%*) Existierte ein beschrinktes Gebiet g, dessen Rand R aus Punkten einer 
a-Menge A besteht, so wiirde eine auf A gleichmaiBig gegen xz konvergierende Folge 
von Polynomen von z auch in (g+ R) durchweg gleichma&Big konvergieren und daher 
eine in g regulire Funktion y(z) darstellen, welche sich an die Randwerte zx stetig 
anschlieBt. Infolgedessen miiBte der imaginire Teil von w(z) identisch Null, also 
y (z) gleich einer reellen Konstanten und daher z selbst auf R konstant sein. 

8") Siehe F. Hartogs **), § 1. — Ein weiteres Beispiel fiir ein linienhaftes Konti- 
nuum, das eine «-Menge darstellt, ist folgendes. 

Werden in das Rechteck ABC D abzihlbar unendlich viele, voneinander getrennte 
Rechtecke Si, (vy =1,2,...) einbeschrieben, von denen je ein Paar von Gegenseiten 
auf AD und BC liegen, deren Ecken von A, B, C, D verschieden sind und welche 
ABCD iiberall dicht erfiillen, so bilden die (zu AB parallelen) Langsseiten, die 
Haupt- (d. h. von links oben nach rechts unten verlaufenden) diagonalen d, und die 
Haufungslinien dieser Rechtecke zusammen ein lJinienhaftes Kontinuum M, welches, 
wie nun gezeigt werden soll, bei geeigneter Wahl jener Rechtecke eine a-Menge 
darstellt. 

Die k—1 ersten Rechtecke seien beliebig gewahlt (k beliebige positive Zah)). 
Zeichnet man die k—1 zugehdrigen Hauptdiagonalen und fiigt die Hauptdiagonale 
jeder der & Liicken hinzu, so bilden die Lingsseiten der k—1 Rechtecke zusammen 
mit den k—1 Hauptdiagonalen derselben, den & Liickendiagonalen und den Randlinien 

(Fortsetzung der FuGnote **) auf niichster Seite.) 
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Allgemeiner heiBe eine beliebige Punktmenge der z-Ebene, auf welcher 
jede Funktion von x und y der Klasse 0 oder 1 durch Polynome von z 
(gleich- oder ungleichmaBig) approximiert werden kann, eine ,,8 - Menge“. 

Jede «-Menge ist zugleich eine f-Menge, da ja jede Funktion von z 
und y der Klasse 0 oder 1 definitionsgema8 durch eine Folge von stetigen 
Funktionen von z und y dargestellt werden kann. Ein Beispiel fiir eine - 
Menge, die nicht «-Menge ist, liefert jede geschlossene JordanscheKurve **). 
Jede abgeschlossene Teilmenge einer £-Menge ist wieder eine £-Menge**). 


Es gelten alsdann die beiden folgenden Satze: 


1. Jede beschrankte, abgeschlossene Menge, deren sdmtliche ,,Stiicke“ *°) 
a-Mengen sind, ist selbst wiederum eine «- Menge**). 


AB und CD einen zickzackférmigen Streckenzug s, und es gibt daher ein Polynom 
P,(z), derart, daB |x—P,(z)|<.«, auf 8, und infolgedessen auch in einem gewissen, 
8, enthaltenden Gebiet g, ist 

Man kann nun in jede der Liicken je ein neues Rechteck (R,, R,+,,---, Rex—1) 
hineinsetzen, derart, dai die Lingsseiten derselben, ihre Hauptdiagonalen und die 2k 
noch verbleibenden Liicken ganz in g, liegen. (Die Hauptdiagonalen der neuen Recht- 
ecke fallen dabei naiherungsweise mit je einer der urspriinglichen Liickendiagonalen 
zusammen.) Alsdann liegt (unabhingig von der Wahl aller spiteren Rechtecke 
Rez, Repaa,---) BM vollstindig in g, und somit gilt die obige Ungleichung fiir die 
ganze Menge M. 

Behufs Bildung von P,(z) verfahrt man nunmehr mit den bisherigen 2k—1 
Rechtecken ebenso wie urspriinglich mit den k—1 ersten Rechtecken, d.h. bildet aus 
ihnen einen gewissen zickzackférmigen Streckenzug s, und sodann ein Polynom P,(z), 
derart, daB |x — P,(z)|<«, fiir alle Punkte von «, ist; bei geeigneter Wahl der 2k 
folgenden Rechtecke gilt dann diese Ungleichung wieder fir alle Punkte von M. In 
dieser Weise wird fortgefahren, wobei lim s, = 0 angenommen wird. 

%*) DaB eine geschlossene Jordansche Kurve j eine #-Menge ist, geht aus dem 
nachfolgenden Satz 2 hervor. Da andrerseits j die Ebene zerlegt, so kann sie keine 
«-Menge sein. 

%*) Die Richtigkeit ergibt sich sofort auf Grund des Sutzes, daB jede auf einer 
abgeschlossenen Menge definierte Funktion der Klasse 0 oder 1 zu einer in der ganzen 
Ebene definierten Funktion der Klasse 0 oder 1 erweitert werden kann. (S. Encykl. 
d. math. Wiss. II C 9c (Fréchet-Rosenthal), 8. 1176.) 

*) Unter einem ,Stiick“ einer abgeschlossenen Menge M ist ein Teilkontinuum 
(oder einzelner Punkt) von M zu verstehen, das nicht in einem anderen Teilkontinuum 
von M enthalten ist. (Vgl. Encykl. d. math. Wiss. II C 9a (Zoretti- Rosenthal), S. 902.) 
Selbstverstindlich kann M aus mehr als abzahlbar unendlich vielen ,Stiicken“ bestehen. 

**) Insbesondere gilt dies also von jeder beschrinkten abgeschlossenen Menge, 
deren simtliche Stiicke ungeschlossene Jordansche Kurven oder Punkte sind. — Aus 
dem Satze geht noch hervor, daB eine a-Menge positiven Inhalt haben kann, und zwar, 
wenn sie z. B. in einem Rechteck liegt, einen solchen, der dem des Rechtecks beliebig 
nahekommt. 

**) Zunichst kann man nimlich leicht endlich viele, getrennt liegende, einfache 
Poly gonflachen a die zusammen M in ihrem Innern enthalten und deren 
(Fortsetzung der FuBnote **) auf nichster Seite.) 
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Beweis. Sei M eine solche Menge, o ein Stiick derselben und « eine 
beliebig kleine positive Zahl. Da o eine a-Menge ist, so existiert ein 
Polynom P,(z), derart, daB auf o 
(1) |z— P,(z)| <e, 
und diese Ungleichung bleibt dann auch noch fiir alle z eines gewissen, 
o enthaltenden Gebietes g giiltig. 

Man kann nun weiter, da o die Ebene nicht zerlegt, eine in g 
gelegene und o enthaltende einfach zusammenhingende Polygonflaiche p, 
konstruieren, deren Rand M nicht trifft**); die vorige Ungleichung gilt 
dann insbesondere fiir alle z dieser Polygonflache. 

Denkt man sich in dieser Weise jedem Stiick o der Menge M eine 
Polygonflache p, und eine Funktion P,(z) zugeordnet, so laBt sich nach 
dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz unter den Polygonflichen p, eine 
endliche Anzahl ,, $,, ..., B, derart auswahlen, daB jeder Punkt von 
M wmindestens einer derselben angehért und da8 von diesen n Polygon- 
flachen keine volisténdig in einer anderen liegt. Da die Rander dieser 
Polygone M nicht treffen, so kann man dieses System von n Polygonen 
aber noch durch ein anderes von den gleichen Eigenschaften ersetzen, bei 
dem die einzelnen Polygone iiberdies simtlich getrennt liegen. Die n Poly- 
gonrander bestimmen namlich in der Ebene endlich viele beschrankte, ein- 
fach zusammenhangende Gebiete (Zellen). Wird nun innerhalb jeder Zelle, 
welche einen oder mehr Punkte von M enthilt, ein Polygon gezeichnet, 
das alle zu M gehérigen Punkte dieser Zelle einschlieBt, so liegen die 
Polygonflachen ©,, O,,..., 0, dieser letzteren Art alle getrennt, und da 
jede derselben in (mindestens) einer der Polygonflichen $, (vy = 1, 2,...,n) 
volistindig enthalten ist, dieser letzteren aber eine gewisse Funktion P, (z) 
zugeordnet war, so gilt fiir jede der Polygonflaichen 0, (9 = 1, 2,..., 1) 
je eine Ungleichung von der Form (1). 

Man kann nun nach dem Rungeschen Approximationssatz ein Poly- 
nom P(z) konstruieren, das sich in jeder der Flaichen 0,,0,,..., 0, 
von der zugeordneten Funktion P_(z) um weniger als « unterscheidet. Es 
gilt dann fiir alle Punkte z eines jeden ©, und somit schlieBlich fir 
simtliche Punkte von M einen Abstand kleiner als eine gegebene Zahl 4, besitzen. 
(Vgl. z. B. B. v. Kerékjarté, Vorlesungen iiber Topologie I, Berlin 1923, S. 49—51.) 
Die o enthaltende Polygonfliche sei p,. Ist nun lim 5,=0, so kann angenommen 
werden, daB die zugehérigen p, monoton abnehmen; dieselben konvergieren alsdann 
gleichmaBig gegen o. Wire namlich lim i4,=4>0, wo 4, den Maximalabstand der 
~,-Randpunkte von o bedeutet, so miiBte der Durchschnitt aller p, einen Punkt P 
von M enthalten, der nicht zu o gehdrt. Das P enthaltende ,,Stiick* von M kann nun 


aber fiir hinreichend kleines « nicht durch eine ,,¢e-Kette“ mit o verbunden werden 
(vgl. a. a. O., 8.46) und infolgedessen kann fiir hinreichend groBes n P nicht in p, liegen. 
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simtliche Punkte von M die Ungleichung 
|ja— P(z)|<2e. 


2. Die Vereinigungsmenge M von endlich oder abzdhlbar unendlich 
vielen abgeschlossenen (a- oder) B-Mengen ist stets eine B- Menge**). 

Dabei sei zunachst von jeder der gegebenen #-Mengen noch voraus- 
gesetzt, daB sie entweder selbst die Ebene nicht zerlege oder doch als 
Vereinigungsmenge von (héchstens) abzahlbar unendlich vielen abge- 
schlossenen, die Ebene nicht zerlegenden Mengen darstellbar sei. In § 10 
wird jedoch gezeigt werden, daB fiir jede 8-Menge diese Voraussetzung 
in Wahrheit von selbst erfiillt ist. 

Beweis. Auf Grund der letzteren Voraussetzung kann ohne Beschrin- 
kung der Allgemeinheit angenommen werden, daB jede der gegebenen £- 
Mengen B,,B,,... die Ebene nicht zerlegt, des weiteren, daB jede der- 
selben beschrankt sei, da ja eine nicht beschrinkte abgeschlossene Menge 
als Vereinigungsmenge von abzahlbar unendlich vielen beschrankten solchen 
aufgefaBt werden kann. Bedeutet dann g(z) eine auf M definierte Funktion 
der Klasse 0 oder 1, so ist p(z) auf B, (y= 1, 2,...) als Grenzfunktion 
von Polynomen P,,(z), P,,(z),... darstellbar. 

Wird nun zunachst angenommen, daB je zwei der Mengen B, keinen 
Punkt gemein haben, so kann man, da jedes einzelne B, die Ebene nicht 
zerlegt, die n ersten derselbe= in je ein**) einfach geschlossenes Polygon 
einschlieBen, derart, daB diese Polygonflichen §,,, B,,,---, B,,, alle ge- 
trennt liegen. Konstruiert man alsdann mit Hilfe des Rungeschen 
Approximationssatzes ein Polynom P,(z), das sich in B,, (» = 1, 2,...,m) 
von P,,,(z) um weniger als —- unterscheidet, so konvergiert die so entstehende 
Folge der P,(z) fiir jeden Punkt z von M gegen ¢(z). 

Gibt es hingegen unter den Mengen B, auch solche, welche Punkte 
gemein haben, so sei %, 9, B)’,... eine Folge von B, einschlieBenden, 
einfachen Polygonbereichen **), von denen jeder im Innern des vorangehen- 
den liegt und welche gegen B, konvergieren; hierbei treten jedoch, falls B, 
nicht zusammenhingend ist, an Stelle jeder einzelnen Polygonflache #{” 


* 





3) Mit Beriicksichtigung der FuBnote *') geht aus diesem Satze hervor, daB es 
8-Mengen gibt, welche ein gegebenes Gebiet (z. B. Rechteck) bis auf die Punkte einer Null- 
menge vollstindig erfiillen. (DaB eine solche das Gebiet nicht vollsténdig erfiillen, mit 
andern Worten keine inneren Punkte haben kann, geht aus dem in der Einleitung er- 
wahnten Osgoodschen Satze hervor.) 

“*) Es wiirde auch ausreichen, jede der n Mengen in je ein oder endlich viele, von- 
einander getrennte einfache Polygone einzuschlieBen. 


**) ,Einfacher Polygonbereich* = von einem einzigen einfach geschlossenen Polygon 
begrenzte Flache. 
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je eine endliche Anzahl von getrennt liegenden solchen, welche zusammen- 
genommen ebenfalls mit §," bezeichnet seien. In jedem Falle mége 
9B” iiberdies so gewahlt werden, daB dasselbe keinen der Bereiche 
pi"~”, ..., BI” (bzw. keinen Einzelbestandteil eines solchen) vollstindig 
enthalt, und jemen so, daB der Rand von $3)" den Rand je eines der Be- 
reiche R{"~”, BX” (o = 1, 2,...,»—1) nur an solchen Stellen trifft, an 
denen er denselben “gleicheeitig durchkreuzt. 

Werden von {" (n > 2) diejenigen Teile fortgelassen, welche bereits 
einem oder mehreren der Bereiche {"~", ..., 8{"3" angehéren, so ist die 
iibrig bleibende**) Flache §,,, infolge obiger ao Ti entweder selbst 
eine einfache Polygonflache oder besteht aus einer endlichen Anzahl solcher, 
die voneinander getrennt liegen. (1, = :”). Da die Bereiche §,,, 
R,,.>--+> B,,, (bzw. die Einzelbestandteile derselben) ebenfalls simtlich 
voneinander getrennt liegen, so kann man ein Polynom P, (z) herstellen, 
das sich in $,, (» =1,2,...,m) von P,.(z) um weniger als unter- 
scheidet. 

Die Folge der P,(z) konvergiert alsdann, wie leicht zu sehen, fiir 
jeden Punkt z von M gegen p(z). Denn ist z=z, ein Punkt von B,, 
und zwar» der kleinste Index, fiir den dies der Fall ist, so gehért z, fiir 
hinreichend groBes n jedem der Bereiche §,, an 


Obwohl nun, wie aus diesen Satzen hervorgeht, der Begriff der /- 
Menge ein sehr umfassender ist**), so ist die Frage, ob ein beliebiges linien- 
haftes Kontinuum oder auch die mit IX, bezeichnete Menge stets eine 
B-Menge sei, doch zu verneinen, selbst dann, wenn (fiir die zur gegebenen 
Menge komplementaren Gebiete) die Bedingung A erfiillt ist. Es gilt nimlich: 

I, kann nur dann eine B-Menge sein, wenn (fiir die Menge der zu 
(I, + C) komplementdren Gebiete §,) die Bedingung B erfiillt ist *’). 


“*) Sollte hierbei vom Bereich $) nichts iibrigbleiben (also f,,,= 0 sein), so ist 
$,, im folgenden auBer Betracht zu lassen. 

«) Man vergleiche auch FuBnote **). 

*?) Bei dem Beispiel 8. 224 ist also I’ keine B-Menge, also auch nicht als Ver- 
einigungsmenge von abzahlbar unendlich vielen «-Mengen (z. B. Jordanschen Kurven ) 
darstellbar (wobei offenbar ausschlaggebend ist, daB I’ neben den ,Zentralkreisen“ 
und ,Stielen* auch noch die Haiufungspunkte beider enthalt). — DaB hier I nicht als 
Vereinig ge von abzahlbar vielen «-Mengen darstellbar ist, l48t sich auch auf 
dirextem Wege nachweisen: Diejenige Teilmenge von I, welche aus den Zentralkreisen 
und deren Haufunggsstellen besteht, heiSe ['*. Ware J und daher auch J* als Vereini- 
gungsmenge von abzihlbar vielen «-Mengen darstellbar, etwa ["* = «, j «, 1...,80 miiBte 
es unter den Flichen der simtlichen ,Planetenkreise“ k'”’ (u, »=1, 2, ...) mindestens 
eine, etwa k' geben, die keinen Punkt von a, enthalt; andernfalls nimlich miiBte, da 
@, abgeschlossen ist und jeder Punkt von /’* ein Haufungspunkt der Kk ist, jeder 

(Fortsetzung der FuBnote *’) auf n&chater Seite.) 
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Ist namlich die Bedingung B fiir die Gebiete %, nicht erfiillt, so 
miissen, wenn y,(z) auf I, als Grenzfunktion einer Folge von Polynomen 
darstellbar sein soll, notwendig unendlich viele Gebiete %, vorhanden sein, 
bei denen p,(z) an je eine im Innern des betreffenden Gebietes §, regulare 
Funktion ,(z) Vitalischen AnschluB besitzt**), und zwar mu die Gesamt- 
heit derjenigen Gebiete %,, bei denen dies nicht der Fall ist, der Bedin- 
gung B geniigen. 

Denn gibt es eine Folge von Polynomen P,(z) der verlangten Art 
und unterscheidet man dhnlich wie friiher zwischen solchen Gebieten %,, 
fiir welche die P,(z) gemeinsam beschrankt sind, und den iibrigen, so er- 
gibt sich die Richtigkeit der letzten Behauptung in ganz analoger Weise 
wie beim Beweis «) auf 8. 226—227. 

Daraus folgt aber dann weiter, daB J, in diesem Falle tatsichlich 
keine #-Menge sein kann, mit andern Worten: daB y,(z) nicht als be- 
liebige Funktion von z und y der Klasse 0 oder 1 gewahit werden kann. 
Denn findet z. B. fiir das Gebiet %, Vitalischer Anschlu8 statt, so kénnen 
die Werte von y,(z) lings zweier beliebig kleiner Teilkontinua des Randes 
von %, nicht unabhangig voneinander vorgeschrieben werden **). 


Es geht aus diesen Betrachtungen hervor, da8 wenn die Bedingung B 
nicht erfiillt ist, die Funktion y,(z) weit starkeren Einschrankungen°) 
unterworfen ist, als wenn IY, eine 8-Menge darstellt, so zum Beispiel nicht 
einmal als beliebige ganze rationale Funktion von x und y gewahlt 
werden kann**), 


Punkt von J’* zu a, gehdren, also [’* selbst eine «-Menge sein, was wegen der zu 
I’* gehérenden geschlossenen Kurven unméglich ist. Analog schlie8t man, daB es 
im Innern von k' einen gewissen Planetenkreis k* geben muB, dessen Fliche auch 
keinen Punkt von @, enthalt usf. Der (ebenfalls zu [* gehérende) Grenzpunkt von 
k', k*,... ware dann in keiner der Mengen «,, «,,... enthalten. 

“*) Oder, was dasselbe bedeutet, unendlich viele Gebiete §,, fiir deren Rand ¢,(z ) 
durch eine gleichmaBig beschrinkte Folge von Polynomen darstellbar ist. 

**) Naheres siehe F. Hartogs **), S. 170. 

) Weiteres iiber den Charakter dieser Einschrinkungen siehe F. Hartogs**), 
8. 170-172, wo insbesondere nachgewiesen ist, daB, falls in §, Vitalischer Anschlu8 
stattfindet, y,(z) sich lings des Randes von §, ,,fast iiberall“ stetig an die im Innern 
von % regulire Funktion g,(z) anschlieBen muB. 

%) Beispielsweise kann, wenn die Bedingung B nicht erfiillt ist, g,(z) nicht 
gleich einer (nichtkonstanten) ganzen rationalen Funktion g(z,y) mit reellen Koeffi- 
aienten sein. Denn findet etwa in %, Vitalischer Anschlu8 statt, so gibt das iiber eine 
in %. gelegene geschlossene Kurve k erstreckte Integral zai) lee [va(z)—c¢] an, wie 
oft y(z) im Innern von k den Wert c annimmt; dies bleibt aber infolge des in der 
vorigen FuSnote erwahnten Stetigkeitssatzes auch dann noch richtig, wenn man an 
die Stelle von k& den (als rektifizierbar vorausgesetzten) Rand von §, treten laBt, wo- 

(Fortsetzung der FuBnote *) auf n&chster Seite.) 
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SchlieBlich ergibt sich als Folgerung noch die bemerkenswerte Tat- 
sache, daB eine auf dem Rand eines einfach zusammenhdngenden Gebietes 
stetige Funktion von x und y nicht unter allen Umstanden als Grenz- 
funktion einer (gleichmaBig oder ungleichmaBig konvergierenden) Folge von 
Polynomen von z darstellbar ist (daB also der Rand eines solchen Gebietes 
keine B-Menge zu sein braucht). Da namlich bei dem auf S. 224 behan- 
delten Beispiel dem Rand des (einfach zusammenhangenden) Gebietes 
@, vollstandig angehért und die Bedingung B nicht erfiillt ist, so kann 
nach obigem nicht jede auf dem Rand von @, stetige Funktion von z 
und y als Grenzfunktion einer Folge von Polynomen von z dargestellt 
werden (beispielsweise niemals ein nicht-konstantes Polynom von zx und y 
mit reellen Koeffizienten ). 


Kapitel III. 
Geometrische Umformung der Bedingungen A und B. 


§ 7. 
Die Hauptpunkte. 


M sei eine beliebige abgeschlossene Punktmenge der Ebene®*). Jedes 
Gebiet der Ebene, dessen Rand ausschlieBlich aus Punkten von M besteht, 
werde ein ,,H-Gebiet* von M genannt™). Wenn jede Umgebung eines 
Punktes P (von M) mindestens ein und dann also von selbst unendlich 
viele H-Gebiete vollstandig enthalt®*), dann werde P als ,, Hauptpunkt “ 
oder kurz ,,H-Punkt“ von M bezeichnet”). 


bei dann das Integral in { dlog{g(x,y)—c] iibergeht und daher, falls ¢ nicht reell 
ist, gleich null wird. gy,(z) kénnte demnach in §, nur reelle Werte annehmen und 
miiBte also gleich einer reellen Konstanten a, somit g(x, y) infolge des obigen Stetig- 
keitssatzes lings des Randes von %, ebenfalls gleich a sein und daher in %, minde- 
stens ein Extremum (eventuell eine Extremlinie) besitzen. Da dies fiir unendlich 
viele Gebiete §, gilt, so miiBte g(x,y) in G unendlich viele getrennt liegende Extreme 
(bzw. Extremlinien) haben. 

5) Die folgenden Definitionen und Betrachtungen gelten analog auch fiir mebr- 
dimensionale oder allgemeinere Raume (topologische Riume mit 2. Abzahlbarkeite- 
axiom ). 

5%) Man kénnte (in der Ebene) dem ,, H-Gebiet“ noch die Bedingung auferlegen, 
beschrankt und einfach-zusa hingend zu sein; der Begriff des H-Punktes wiirde 
dadurch keine .saderung erleiden. 

%) Oder was daselbe ist: Wenn eine unendliche Folge von H-Gebieten gegen P 
konvergiert. : 

%) Ist M auBerdem nirgends dicht (auf diesen Fall wird es spiter ganz besonders 
ankommen), so kénnte man, ohne den Begriff des H-Punktes zu andern, die ,H-Ge- 
biete“ durch die von M bestimmten Komplementirgebiete ersetzen. 
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Jeder H-Punkt von M ist natiirlich auch Haufungspunkt von M. Die 
Begrifisbildung und die folgende Untersuchung der H-Punkte ist der Defi- 
nition und der Cantorschen Theorie der Haufungspunkte und Ableitungen 
nachgebildet. 

Die Menge aller H-Punkte von M bezeichnen wir als die (erste) ,,H- 
Ableitung“ M"' von M. DaB die H-Ableitung eine abgeschlossene Menge 
ist, folgt unmittelbar aus der Definition. Die H-Ableitung von M"™' soll 
,zweite H-Ableitung” M™' von M genanrt werden und die Wiederholung 
dieses H- Ableitungs-Prozesses fiihrt zur 3., 4.,..., m-ten H-Ableitung, die 
wir mit M™, mM“, ..., M™ bezeichnen. Ist fiir jedes ganze positive n 
die H-Ableitung M™ nicht leer, so nennen wir den Durchschnitt D (M"', 
M"™,...,M™,...) die ,@-te H-Ableitung* M'. Als Durchschnitt einer 
absteigenden Folge abgeschlossener Mengen ist M™’ ebenfalls abgeschlossen 
und, wenn M oder irgendein M™’ beschrankt ist, nicht leer. Die H-Ab- 
leitung von M™ ist M*"; usw. Durch die beiden Erzeugungsprinzipien 
, H-Ableitung“ und , Durchschnittbildung* wird so fiir jede Zahl « der 
1. oder 2. Zahlenklasse eine ,,a-te H-Ableitung* M' definiert. 

Wird M nicht als abgeschlossen vorausgesetzt, so gehe man erst zur 
,»abgeschlossenen Hiilleé WM —MiM’ von M iiber, die auch als ,0-te 
H-Ableitung* M' bezeichnet werde; und man verstehe dann unter einem 
,H-Punkt von M*“ einen H-Punkt von M™ und unter der ,«-ten H- 
Ableitung von M“ die a-te H-Ableitung von M™, 

Ferner sagen wir, ein Punkt P (von M™) sei beziiglich M von der 
» H-Ordnung «“ oder kurz von der ,Ordnung «“, wenn P der a-ten H- 
Ableitung von M, aber nicht mehr der (a + 1)-ten H- Ableitung angehért. 
(Auch fiir « = 0)**). Den nicht zu M™ gehdrenden Punkten der Ebene 
werde die Ordnung — 1 zuerteilt. Ein Haufungspunkt von Punkten min- 
destens a-ter Ordnung ist ebenfalls mindestens von «-ter Ordnung. 


Um durch Beispiele zu zeigen, daB man bei gegebenem « Mengen ¥ konstruieren 
kann, fiir die alle H-Ableitungen bis zur a-ten einschlieBlich nicht leer (und voneinander 
verschieden) sind, wahrend die («+ 1)-te H-Ableitung verschwindet, gehe man von 
den friiheren Figuren §,, %:, 8s» ---> Gn» -+- aus, die in der Grenze das Beispiel §, 
geliefert haben (vgl. 8.225). %, ist damals dadurch entstanden, deB die ,Planeten- 
Kreise“ von %,—, durch zu §, abnliche Figuren ersetzt wurden. Man kann iibrigens 
(was in dem jetzigen Zusammenhang vorzuziehen ist) §,, auch dadurch erzeugen, da8 
man jeden ,,Planeten-Kreis“ von §, durch eine zu §,-, ahnliche Figur ersetzt. Die 
n-te H-Ableitung von %,,°") ist nicht leer und besteht aus dem ,,Zentral-Kreis* von §, , 
so daB (%,)'"*"! verschwindet. Wenn wir die ,Planeten-Kreise“ von §, in eine ein- 


5) Fiir einen allen H-Ableitungen angehérenden Punkt kénnte die Ordnung = Q 
gesetzt werden. 

57) §, bedeutet hier und im folgenden die Gesamtheit der der Figur §, ange- 
hérigen Linien. 
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fache Folge anordnen und den 1., 2.,..., v-ten,... ,,Planeten-Kreis* von %, be- 
ziehungsweise durch zu §,, %e, ---» Br, --- Ghnliche Figuren ersetzen, so wird die so 
entstehende Figur §,, den ,Zentral-Kreis‘ von §, zur w-ten H-Ableitung besitzen; 
usw. Zur Konstruktion der Beispiele §., fir welche (%,)'*! + 0, (%)'**™ =0 ist, hat 
man also die folgenden beiden Erzeugungsp pien (die den oben bei der Definition 
der H-Ableitungen verwendeten entsprechen): 1. Ersetzen jedes_,,Planeten-Kreises“ 
von §, durch eine zu §¢ ahnliche Figur (8 < «) liefert Fg,; 2. Wenn f§, <p, <<... 
<p,» <<... eine Fundamentalfolge ist, die £,, bestimmt: Ersetzen des »-ten ,,Planeten- 
Kreises“ von %, durch eine zu %, ahnliche Figur fiir alle » liefert },,. — Dagegen 
sind bei dem friiheren Beispiel %, (S. 225) alle folgenden H-Ableitungen mit der 
ersten (nicht leeren) H-Ableitung identisch. 





Eine (nicht leere) Menge, die mit ihrer H-Ableitung®*) identisch ist, 
wollen wir als ,,H-perfekt“ bezeichnen. Sie ist gleichzeitig , H-abge- 
schlossen“, d.h. sie enthalt ihre H-Ableitung, und ,,H-in sich dicht“, 
d.h. ist in ihrer H-Ableitung enthalten (oder anders gesagt: jeder ihrer 
Punkte ist ein H-Punkt von ihr). Wir nennen ferner eine Menge ,, H- 
reduzibel“, wenn irgendeine ihrer H-Ableitungen verschwindet. Ist M 
eine H-reduzible Menge und N eine beschrankte abgeschlossene Menge, so 
gibt es, wie man sich leicht iiberzeugt, unter den beziiglich M definierten 
Ordnungen aller Punkte von N eine gréBte; diese bezeichnen wir als die 
» Maximalordnung“ von N hinsichtlich M. Diese Maximalordnung ist 
auch dann definiert und = —1, wenn D(N,M"') leer ist. Ist N eine 
beliebige Menge, so gibt es unter den beziiglich M definierten Ordnungen 
aller Punkte von N (wegen der Wohlordnung der Ordnungszahlen) eine 
kleinste y, und diese bezeichnen wir als die ,, Minimalordnung“ von N 
hinsichtlich M. 

Es gilt nun hier das Analogon zum Cantor-Bendixsonschen Satz: 


Fiir jede beliebige Menge M gibt es eine kleinste Zahl « der 1. oder 2. 
Zahlenklasse, fiir welche M"' = M'*" ist; wobei dann also M"' entweder 
leer oder H-perjekt ist. 

Denn: Die H-Ableitungen bilden eine absteigende, wohlgeordnete Reihe 
von ineinander geschachtelten, abgeschlossenen Mengen; eine solche Reihe 
besteht aber nach einem bekannten Satz®*) aus héchstens abzahlbar vielen 
voneinander verschiedenen Gliedern, d. h. es gibt eine kleinste Zahl a der 
1. oder 2. Zahlenklasse, so daB von da ab alle Mengen identisch (eventuell 
leer) sind. 

Daraus folgt: 


Jede abgeschlossene Menge M ist entweder H-reduzibel oder enthdlt 
einen H-perfekten Bestandteil. 


5*) Und also auch mit allen folgenden H-Ableitungen. (Einfachstes Beispiel: 
Kreisflache einschl. Rand). 


%) Vgl. z. B. Encyklopidie d. Math. Wiss. II C 9 (Zoretti-Rosenthal), 8. 871. 
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Diese beiden Méglichkeiten schlieBen sich wirklich gegenseitig aus: 
Eine Menge, die einen H-perfekten Bestandteil enthalt, kann niemals H- 
reduzibel sein; durch den H-Ableitungs-ProzeB namlich kénnen aus einer 
H-in sich dichten Teilmenge niemals Punkte verloren gehen. 

Wir brauchen spiter noch den folgenden 


Hilfsatz: Ist M eine H-in sich dichte Menge und & ein Gebiet, 
das mindestens einen Punkt von M im Innern enthalt, dann ist auch der 
Durchschnitt D(M,Y) = D H-in sich dicht. 


Denn ist P ein beliebiger Punkt von D und U(P) eine in & gelegene 
Umgebung von P, so enthalt Ul(P) unendlich viele von M™ und also auch 
von D' begrenzte Gebiete; also ist P ein H-Punkt von D. 

Analogien zu anderen Teilen der Cantorschen Theorie werden im § 10 
gegeben werden; sie werden erst dort Verwendung finden. 


Neben dem oben definierten Begriff des H-Punktes wird im folgenden 
noch ein modifizierter Begriff benutzt werden, der sich durch Bezugnahme 
auf eine feste (beliebige) Menge L ergibt. M sei wieder eine abgeschlossene 
Menge der Ebene™*). Jedes Gebiet der Ebene, dessen Rand ausschlieBlich 
aus Punkten von M besteht und das in seinem Innern mindestens einen 
Punkt von L enthalt, werde ein ,,H-Gebiet von M relativ zu L“ genannt**). 
Wenn jede Umgebung eines Punktes P (von M) mindestens ein und dann 
von selbst unendlich viele ,H-Gebiete von M relativ zu L“ vollstandig 
enthalt, dann werde P als , H-Punkt von M relativ zu L“ bezeichnet. 
Alle im vorstehenden Text fiir den absoluten Begriff der H-Punkte ge- 
gebenen Definitionen und Uberlegungen gelten unverandert auch fiir die 
H-Punkte relativ zu einer festen Menge L, wenn nur iiberall der Zusatz 
,relatitv zu L* beigefiigt wird. Der Deutlichkeit halber werde die ,,« - te 
Ableitung von M relativ zu L“ mit Mj" bezeichnet. Wird speziell unter 
L die ganze Ebene oder auch ein M enthaltendes Gebiet verstanden, so 
fallt der Begriff des , H-Punktes von M relativ zu L“ mit dem absoluten 
Begriff des H-Punktes von M zusammen”), 


§ 8. 
Umformung der Bedingung B. 


Wir verwenden wieder die in § 1 eingefiihrten Bezeichnungen. Es 
bedeute also wieder % ein ebenes, beschrinktes, einfach-zusammenhingendes 
Gebiet; C seinen Rand; ©,,@,,...,G,,.. einfach zusammenhingende") 


%) Ein H-Punkt von M relativ zu einer beliebigen festen Menge ZL ist: natiirlich 
gleichzeitig ein absoluter H-Punkt von M; aber i.a. nicht umgekehrt. 
1) Die folgenden Betrachtungen bleiben auch giiltig, wenn diese Teilgebiete G, 
nicht einfach zusammenhingend sind (was in §§ 10 und 11 verwendet wird). 
Mathematische Annalen. 100. 16 
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Teilgebiete von G, die in © iiberall dicht liegen; I die Menge der keinem 
@, angehérenden Punkte von G; € die Vereinigungsmenge (C +I"). AuBer- 
dem bedeute I" die abgeschlossene Hiille von I’. Ferner zeichnen wir wieder 
wie friiher einen Kreis K, der (% + C) im Innern enthilt. 


Satz. Mit der Bedingung B ist die folgende Bedingung vollig 
gleichwertig: 


I’ dar{ keine Teilmenge I* enthalten, die aus lauter eigenen H-Punkten 
besteht®*) Anders gesagt: I" darf keine H-in sich dichte Teilmenge I'* 
enthalten. 

Ist °* eine H-in sich dichte Teilmenge von I” und bezeichnet Ty den 
Durchschnitt von I’* mit einem samt seinem Rand im Innern von & ge- 
legenen Gebiet (das wirklich Punkte von I”* enthiilt), so ist die abgeschlossene 
Hiille P* von Io in € und also auch in F enthalten. Da (Hilfssatz von 
§ 7) Ie auch H-in sich dicht ist, so ist I," H-perfekt. Wir kénnen also, 
wenn wir nun statt I)” kiirzer I, schreiben, die vorstehende Bedingung 
auch so formulieren: 


I’ darf keine H-perjekte Teilmenge I’, enthalten®). 

Diesen Satz. werden wir nachher beweisen. Zuvor aber wollen wir 
besonders bemerken, daB mit dieser Bedingung keineswegs die Forderung: 
»l' soll H-reduzibel sein“ gleichwertig ist. Da I" nicht abgeschlossen ist, 
lat sich dies jedenfalls nicht unmittelbar aus unserer Bedingung folgern; 
aber noch mehr: Man kann Beispiele angeben, bei denen I’ keine H-perfekte 
Teilmenge enthalt (und daher [wie auch direkt zu sehen] die Bedingung B 
erfiillt ist), bei denen aber trotzdem J eine H-perfekte Teilmenge enthilt 
und deshalb I nicht H-reduzibel ist"). 


2) I’* besteht aus lauter eigenen H-Punkten“ soll bedeuten: Jeder Punkt von 
r* ist ein H-Punkt von I’*. 

**) Es muB8 hervorgehoben werden, daS € (nimlich sogar C) sehr wohl einen 
H-perfekten Bestandteil enthalten kann, auch wenn Bedingung B erfiillt ist. Ein Bei- 
spiel hierfiir erhalt man, indem man als Gebiet G das Gebiet G, unserer friiheren Figur §, 
[vgl. 8.225] wahlt, ohne dieses weiter einzuteilen (so da8 nur ein Gebiet G, vorhanden 
und ['=0 ist). Vgl. auch das Beispiel von “). 

Es kann also im obigen Satz nicht I durch € ersetzt werden. 

*) Ein derartiges Beispiel erhalt man folgendermaBen: In unserer friiheren Figur §, 
[vgl. S. 224] unterscheide man unter den in eine einfache Folge geordneten ,,Planeten- 
Kreisen“ die von gerader und ungerader Ordnung. Jeden Kreis ungerader Ordnung 
ersetze man, wie friiher, durch eine zu %, ahnliche Figur; wahrend die Kreise gerader 
Ordnung leer bleiben und beibehalten werden. Jeder Kreis ungerader Ordnung dieser 
zu %, ahnlichen Teilfiguren werde dann wieder durch eine zu %, ahnliche Figur ersetzt, 
wihrend wieder die Kreise gerader Ordnung dieser Teilfiguren leer bleiben und bei- 
behalten werden. Dieser ProzeB wird unendlich oft iteriert; die in der Grenze ent- 
stehende, abgeschlossene Figur sei mit %* bezeichnet. Wir denken uns aus §* die 

(Fortsetzung der FuGnote “) auf n&chster Seite.) 
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Will man dennoch unsere Bedingung mittels des Begriffes ,, H-reduzibel“ 
formulieren, so hat man die (am Schlu8 von § 7 definierten) Relativbegriffe 
zu verwenden. Deren Benutzung wird ohnedies fiir den nachherigen Beweis 
von Bedeutung sein. Wir kénnen dann unseren obigen Satz auch so aus- 
sprechen: 

Mit der Bedingung B ist folgende Bedingung gleichwertig: 

I darf keine relativ zu G H-perfekte Teilmenge enthalten. 

Oder, was jetzt wirklich dasselbe bedeutet: 
I’ muB relativ zu G H-reduzibel sein). 


In diesen beiden Formulierungen kann nunmehr [vgl. hingegen “) 
und %)] I" auch durch I’ oder durch © ersetzt werden. 


DaB unsere obige Bedingung in der eben angegebenen Weise um- 
geformt werden kann, ergibt sich aus dem folgenden 


Hilfssatz. Wenn © (oder I oder auch I’) eine relativ zu G H-per- 
fekte Teilmenge ©, enthilt, so enthalt I" eine (absolut) H-perfekte Teil- 
menge I,; und umgekehrt. 


Beweis. «) Enthalt € eine relativ zu © H-perfekte Teilmenge ©,, 
so kann nicht ©, Teil von C sein; C fiir sich allein besitzt ja iiberhaupt 
keinen H-Punkt relativ zu G. Also mu €, einen nicht zu C gehérenden 
Punkt P enthalten. Wegen der Abgeschlossenheit von C ist dann auch 
eine Umgebung U1(P) samt ihrem Rand zu C elementenfremd; deshalb 
ist der Durchscnnitt D[U(P),€,] in I” enthalten. Wegen des Hilfssatzes 
von §7 ist diese letztere Menge H-in sich dicht (relativ zu G und daher 
auch absolut); ihre abgeschlossene Hiille ist also eine H-perfekte Teil- 
menge von I. 


8) Umgekehrt: Enthalt I" eine (absolut) H-in sich dichte Teilmenge 
I’,, so auch (wieder wegen des Hilfssatzes von §7) einen H-perfekten 
Bestandteil I',,, der einem samt seinem Rand ganz im Innern von & 


Flichen aller ,,Zentralkreise“ herausgeschnitten und alle die ,,Zentralkreise“ miteinander 
verkniipfenden Verbindungsstrecken sowie s{’) zum Rande C des dann iibrigbleibenden 
(nunmehr einfach-zusammenhingenden) Gebietes G gerechnet. Die so entstehende 
Figur §** ist das gewiinschte Beispiel. 

Bei diesem Beispiel besteht I aus allen vorkommenden Kreisen gerader Ordnung 
and den zugehérigen ,,Stielen*. Man kann namlich leicht zeigen, daB alle Haufungs- 
punkte dieser Kreise und ihrer ,,Stiele“ zu C gehéren. (Die Gebiete G, sind die Kreis- 
flichen gerader Ordnung und ferner das von I’ und C begrenzte Restgebiet von @.) 
I’ enthilt also iiberhaupt keinen H-Punkt (weder von I’ noch von ©); wihrend I 
einen (ganz zu C gehérenden) H-perfekten Bestandteil, nimlich die Menge der ,,Zen- 
tralkreise“ und ihrer Haufungspunkte, enthilt. 

%) Im Beispiel von “) ist J’ relativ zu @ H-reduzibel, aber nicht absolut 
H-reduzibel. 

16* 
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gelegenen Teilgebiet © angehért. I, ist dann auch relativ zu @ 
H- perfekt. 


DaB man bei den oben formulierten Bedingungen dann weiterhin zur 
Forderung ,relativ zu &% H-reduzibel“ iibergehen kann, ist fiir € und r 
wegen der Abgeschlossenheit selbstverstandlich; dieser Ubergang ist hier 
nun auch fiir I” méglich, eben weil die Aussage ,I° ist (relativ zu G) 
H-reduzibel oder nicht“ definitionsgema8 dasselbe bedeutet wie die ent- 
sprechende Aussage fiir I. 


Nach diesen Umformungen des oben angegebenen Satzes gehen wir 
nunmehr zum Beweis desselben iiber. Wir beweisen die beiden Bestand- 
teile unseres Satzes nacheinander. 


1. Teilsatz. Enthdlt I. eine H-perfekte Teilmenge I,, so kann die 
Bedingung B nicht erfillt sein. 

Beweis. Es sei ein beliebiges Streifensystem {©,} vorgelegt, so daB 
GS, das Innere von G, mit K verbindet. 9, sei ein beschrianktes H-Gebiet 
von I,; dann ist 9, entweder mit einem unserer Gebiete @, identisch oder 
, enthalt ein oder mehrere &,. Es sei G,, in , enthalten. Dann wird 
der Streifen ©,, ins Innere von @,,, also ins Innere von 9, eindringen. 
Deshalb liegt ein Punkt P, des Randes von §,, d.h. von I,, und zugleich 
eine Umgebung U,(P,) dieses Punktes innerhalb ©,,. In U,(P,), also in 
S,,, mu8 dann ein H-Gebiet 9, von I, (nebst Rand) liegen, das G,, 
nicht enthalt; G,, sei in, enthalten. ©, dringt in das Innere von G,,, 
also von 9, ein. Deshalb liegt innerhalb ©,, ein Punkt P, des Randes 
von 9,, d.h. von ,, und eine (samt Begrenzung) ganz im Gebiet U, (P,) 
enthaltene Umgebung U,(P,). Usw. fiir eine unendliche Folge von ver- 
schiedenen Indizes n, (k= 1,2,3,...). Ist nun P, ein Haufungspunkt 
der {P,}, also ebenfalls zu I” gehérend, so liegt P, in jedem der Gebiete 
u,(P,) und somit auch innerhalb jedes der Streifen S,, (k = 1,2,3,...). 
Das Streifensystem {©,} kann also die Bedingung B nicht erfiillen. 


Bevor wir uns dem wesentlich mehr Miihe bereitenden Beweis des 
2. Teilsatzes zuwenden, schicken wir erst die Definition eines bei diesem 
Beweis bendtigten Begriffes voraus: 

M sei ein beschrinkter, abgeschlossener Bereich und I" (wie beim nach- 
folgenden Satz) eine relativ zu G H-reduzible Menge. » bezeichne die Maximal- 
ordnung von & hinsichtlich I" relativ za G(s.§7). Wir definieren nun fiir Y 
folgendermaBen einen ,,Jndex“ « (hinsichtlich I" relativ zu G): Ist u = — 1 
(d. h, enthalt %& keinen Punkt von I), so sei auch « = — 1. Ist hingegen 
uw >O0 (d.h. enthalt & mindestens einen Punkt von I’), so seia =y+1 
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oder =u, je nachdem (wenigstens) ein H-Gebiet von rg’ relativ zu @ 
volistindig in M& liegt oder nicht. 

Der Index eines Teilbereichs von Y% ist offenbar stets < dem Index 
von & selbst. 


Nun beweisen wir den 

2. Teilsatz. Jet I’ relativ zu G H-reduzibel, so ist die Bedingung B 
erfillt®*). 

Beweis. 1. Da in diesem Beweis alle H-Begriffe relativ zu & avf- 
zufassen sind, kann der sich immer wiederholende Zusatz ,relativ zu @“ 
durchgehend weggelassen werden. 

Unter den H-Ableitungen der H-reduziblen Menge I" gibt es eine 
letzte, Py, welche nicht leer ist’). Die H-Gebiete von Ty“ relativ zu 
mégen kurz mit ©,, bezeichnet werden. Die untere Grenze der Durch- 
messer aller beschrankten ©, (falls solche vorhanden sind) ist eine Zahl 
6>0; denn gabe es ©,, von beliebig kleinem Durchmesser, so miBten 
Punkte von (a, -+ 1)-ter Ordnung existieren. (Ist kein beschrinktes O,, vor- 
handen, so kann unter 6 eine beliebige positive Zahl verstanden werden.) 


2. Wir wollen nun ein (der Bedingung B geniigendes) Streifensystem 
konstruieren, das unsere Gebiete &,,G,,... mit K verbindet. Zunichst 
kénnen wir das Innere von &, durch einen noch provisorischen Streifen 
©; mit K verbinden, und zwar derart, daB kein Gebiet O,, ganz in Sf 
liegt; dies geschieht mittels einer Methode, die wir als die ,, Flaschenhals- 
methode (mit Bezug auf «,)“ bezeichnen wollen: 

Wir beginnen den Aufbau von G; mit einem Rechteck St, von fol- 


gender Eigenschaft: der Durchmesser von §, sei <5 (so daB also R, 


kein ©, vollstindig enthilt); eine Seite s, von §, soll ganz im Innern 
von &, liegen, wahrend die gegeniiberliegende Seite s, keine Punkte mit 
@, gemeinsam haben soll; zugleich kann s, (eventuell durch Parallel- 
verschiebung) so gewahlt werden, daB s, nicht vollstaéndig aus Punkten 
von I'y* (das ja nirgends dicht ist) besteht. P, sei ein nicht zu Dy” 
gehérender Punkt von s,; es ist dann sogar eine volle Umgebung U(P,) 
zu Igy” elementenfremd. Nun werde als Streifenfortsetzung ein an s, an- 
schlieBendes (beliebig kleines) Rechteck 9}, das einschlieBlich Rand ganz 
innerhalb U(P, ) liegt, benutzt (so daB also R; keinen Randpunkt irgendeines 


*%) Dieser Teilsatz und der folgende Beweis bleiben auch richtig, wenn man iiberall 
den Zusatz ,relativ zu @“ unterdriickt und also alle H-Begriffe absolut nimmt. Aber 
bei Weglassung dieses Zusatzes wiirde, wie die vorhergehenden Bemerkungen zeigen 
[vgl. insbesondere “) und ®)], dieser 2. Teilsatz weniger aussagen und deshalb, mit 
dem 1. Teilsatz g , noch nicht unsern vollen Satz ergeben. 

*) «, existiert auf Grund des § 7 als Maximalordnung von J" hinsichtlich I" (rela- 
tiv zu G). 
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©. enthilt) [,,Flaschenhals“]. An die au s, entgegengesetate Seite von 
WR," werde dann ein neues Rechteck 9, angesetzt, dessen Durchmesser 


<; ist. 9, werde nun ebenso behandelt wie Ri,. 8, sei eine freie Seite 


von §,, die (eventuell nach Parallelverschiebung) nicht vollstaindig aus 
Punkten von If! bestehe. Der Streifen werde jetzt mittels eines an s, 
anschlieBenden ,,Flaschenhalses“ i; und dann mit Rechteck Rt, (Durch- 


messer < 3) fortgesetzt; usw. Es wird méglich sein, mit endlich vielen 


Schritten nach K zu gelangen**), da (a die in der jeweiligen Fortschreitungs- 
richtung gemessenen Langen der Rechtecke fi, , K,, R,,... gréBer als eine 
geeignete feste positive Zahl genommen werden kénnen. Die Vereinigung 
R, i. Ri R, 4+ RF +i ...4 MR, liefert dann offenbar einen Streifen Sf 
der verlangten Art. — Bei der Konstruktion von G; kann man eine Fort- 
schreitungsrichtung r festhalten (also s,,8,,8,,... alle senkrecht zu r), 
Wir heben aber gleich hier hervor: Wird nicht eine Fortschreitungsrichtung 
festgehalten, sondern wird ein Wechsel derselben zugelassen (teils senk- 
recht, teils parallel zu s,), so kann man einen derartigen Streifen auf 
Grund der ,,Flaschenhalsmethode“ auch im Innern eines vorgegebenen, nach 
K fihrenden, polygonal begrenzten Bandes § konstruieren. 

Den ,,provisorischen* Streifen ©," zerspalten wir nun in drei von G, 
nach X fiihrende Teilstreifen. Von dem mittleren dieser drei Teilstreifen 
schneiden wir ein an s, anschlieBendes, ganz in &, enthaltenes Rechteck R, 
(Teil von §,) ab und den so verkleinerten mittleren Teilstreifen wollen 
wir als den endgiiltigen Streifen ©,°) nehmen; wiahrend wir die beiden 
anderen (an die Seitenrinder von G; anstoBenden) Teilstreifen zusammen 
mit R, als das ,,Streifenbett* 8, von GS, bezeichnen. Derjenige Teil des 
Randes von G,, der an %, angrenzt, heiBe das ,,Streifenufer von G,. 
Den von 6} zu G, fiihrenden ProzeB nennen wir kurz: ,,Drittelung*. 

3. Beziiglich G, sind folgende Fille zu unterscheiden: 

a) @, liegt ganz oder wenigstens teilweise auBerhalb SG. Dann kann 
man wieder mittels der ,,Flaschenhalsmethode“ (mit Bezug auf «,) &, durch 
einen provisorischen Streifen Gj, der kein Gebiet ©,. vollstandig enthilt, 
mit K verbinden, und zwar so, daB Sy von ©. positive Entfernung hat. 

b) @, liegt ganz in © und zugleich ganz oder teilweise in 8,. Dann 
verbinde man &, mit K in beliebiger Weise durch einen Streifen SJ, der 
ganz innerhalb %, verlauft und von den Randern von &, positive Ent- 
fernung hat. 





*%) D. h. von dem letzten dieser Rechtecke MR, soll eine freie Seite s, bereits ganz 
auBerhalb XK liegen. 


*) Damit werde der betr. Streifen einschlieBlich Rand bezeichnet. 
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c) G, liegt ganz in S,. Der ,,Index* von G, (hinsichtlich I’) sei «, 
(so daB 0<a,<a,). Ist dann P irgendein innerer Punkt von G,, so 
gehért P einem von Ij" bestimmten Komplementirgebiet © an. Dieses 
letztere muB aber iiber ©, hinausragen (da sonst der Index von 6, 
mindestens gleich «,-+-1 wire) und man kann daher eine (ganz in ©, 
und © enthaltene) Umgebung.l1(P) durch einen polygonal begrenzten 
Streifen T,), der Ig” nicht trifft, iiber das Streifenufer von ©, hin- 
weg mit dem Innern von %, verbinden. Die ,,Maximalordnung“ f£, von 
©, hinsichtlich I ist <a,. Gibt es unter den H-Gebieten O, von My” 
relativ zu © solche, die ganz in T, liegen, so haben wieder deren Durch- 
messer eine untere Grenze 6, >0. Man kann deshalb wieder mittels der 
»,Flaschenhalsmethode“ (mit Bezug auf £,) einen Streifen &:* konstruieren, 
der innerhalb T, verlauft, kein Gebiet O», ganz enthalt und aus U(P) 
iiber das Streifenufer von ©, hinweg nach 8, fiihrt”). Der Index von 
:” ist dann <f,. S87" mége das Streifenufer von G, nur in einer ein- 
zigen Strecke s,** treffen. Die Minimalordnung von s,** (hinsichtlich I”) 
sei y,. Wegen der Abgeschlossenheit von I'j***! miissen die Punkte der 
y,-ten Ordnung auf s,** (wenn die Endpunkte von s** weggelassen werden) 
eine offene Menge bilden und daher existiert ein nur aus Punkten y,-ter 
Ordnung bestehendes, abgeschlossenes Teilintervall s* von sj**. Dann soll 
&3* zu einem schmiileren (ebenfalls Ui (P) mit 8, verbindenden) Streifen &} 
verengt werden, der mit dem Streifenufer von ©, nur die Strecke sf ge- 
meinsam hat. Der Index von 3 ist ebenfalls < f,, also sicher <«,. 
Die Vereinigung von &; mit einem fortsetzenden, nach K fiihrenden Streifen, 
der ganz in %, verléuft und dabei von den Randern von %, positiven 
Abstand besitzt, soll den provisorischen Streifen G,° bilden. 

In jedem der drei Fille a), b), c) soll aus Gj wieder durch ,,Drit- 
telung der endgiiltige Streifen ©, und sein Streifenbett 8, entstehen. 

4. Es seien bereits n—1 Streifen 6,,6,,...,6,_, gezogen, die 
G,, G,,..., G,_, mit K verbinden; die zugehérigen ,,provisorischen“ Strei- 
fen seien mit ©,", Sf,...,Sf.1, die zugehdrigen ,Streifenbetten“ mit 
%,, B,,..-,B,_, bezeichnet. Zu jedem Streifen, provisorischen Streifen 
und Streifenbett soll sein Rand hinzugerechnet werden. Wir wollen an- 
geben, wie dann in entsprechender Weise der Streifen ©, konstruiert werden 
soll, der G, mit K verbindet. 

Als Vorbereitung dazu stellen wir noch die folgenden Definitionen auf. Zu- 
nachst definieren wir die ,,reduzierten Streifenbetten“ B\"”, BY", me: 


Es entstehe 8,"~"” (1< »<n-— 2) dadurch aus $,, daB man alle in B, 


”) Im Falle 8,=—1 unterbleibt die Anwendung der Flaschenhalsmethode (so 
daB s* * mit T, zusammenfiallt). 
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enthaltenen Teile von ©,",,, S.,4,..., Sf_, aus B, herausschneidet; wah- 
rend $i", = B,-, sein mége. Auch jedem ${"~” soll sein Rand hinzu- 
gerechnet werden. Der von den n—1 ersten ,provisorischen“ Streifen 
nicht tiberdeckte Teil von G, also (|G — (6S + i Ga + Sz-,)], soll 
als das ,freie Restgebiet“ €, , bezeichnet werden. 

Ferner: Ein Streifen ©, bzw. ein provisorischer Streifen S* wird 
durch die Rander der vorhergehenden Streifen S, (u<-) in Teile zer- 
legt, die wir die ,Abschnitte* von S, bzw. GS} nennen. Jedem Abschnitt 
soll sein Rand zugerechnet werden. 


5. Um nun den G, mit KX verbindenden Streifen ©, herzustellen, kon- 
struieren wir zuerst einen ,,provisorischen“ Streifen Gs, aus dem dann 
wieder durch ,,Drittelung“ der endgiiltige Streifen ©, und sein Streifen- 
bett %, entsteht. Wir unterscheiden dabei wieder drei Fille: 


a) G&, liegt ganz oder wenigstens teilweise in €, ,. Dann kann man 
wieder mittels der ,,Flaschenhalsmethode“ (mit Bezug auf «,) ©, durch 
einen povisorischen Streifen GF, der kein Gebiet ©, volistindig enthilt, 
mit K verbinden, und zwar so, da8 SF von (Sf... 1+. Sf_,) eine posi- 
tive Entfernung hat. (Vgl. hierzu die nachfolgende ,Bemerkung 2.) 

b) Kein Punkt von @, liegt in €,_,, sondern G, liegt ganz oder 
teilweise in einem oder mehreren B{"~". Unter diesen habe B"~” den 
groBten Wert von ». Dann midge G, mit K in beliebiger Weise durch 
einen provisorischen Streifen ©,’ verbunden werden, der ganz innerhalb 
B"~” verlauft **). 

c) Kein Punkt von @, liegt in €,_, oder in einem der B"""” s0 
da8 also G, ganz in (S©,;+ 6,+...4+©6,_,) enthalten ist. ©, sei der 
letzte dieser Streifen, der Punkte von @, enthalt. Dann liegt &, voll- 
standig in S,, weil in keinem der an ©, anstoBenden Bereiche (naimlich 
weder in oy » noch in Sora» Sore, pees ‘Ge. ,) ein Punkt von @, ent- 
halten ist. P sei nun ein Punkt von @,, dessen Umgebung U(P) in G, 
und in einem einzigen Abschnitt & von ©, liegt; der ,,Index* von 
(hinsichtlich I") sei e(>0). U(P) gehért einem Komplementiargebiet O 
von Ig” an; und zwar mu8 © iiber das Streifenufer von % **) hinaus- 
ragen, wie durch eine nachfolgende [der Bestimmung von s; in 3c) ent- 
sprechende ] Festsetzung noch sichergestellt wird (Naheres in der unten 
stehenden ,Bemerkung 1“). Man kann daher im Innern von © einen 
Streifen T°) konstruieren, der U(P) iiber das Streifenufer von ©, hin- 


%) Damit dies méglich sei, muB feststehen, daB jede Komponente von _ 2 
bis an K heranreicht. Dies wird erst nachtraglich in der nachfolgenden ,Bemerkung 2“ 
gezeigt. 

*) D.h. tiber den zu % gehdrenden Teil des Streifenufers von €,. 
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weg mit dem Innern von 8, verbindet, ohne in einen andern Abschnitt 
von ©, einzudringen; und zwar kann Tf, so gelegt werden, daB er von 
etwa in {{ vorhandenen Stiicken der Streifen Soa (lx<iAgn—1- 0) 
positiven Abstand hat. (Dies letztere ist deshalb méglich, weil ein Streifen 
Ch sofern er von einem in & enthaltenen Teil eines Gebietes G, 44 aus- 
geht, bereits genau in derselben Weise konstruiert worden ist, wie es jetzt 
fir S; geschehen soll, und weil U(P) von Sous getrennt liegt; vgl. auch 
»Bemerkung 2“.) Demnach fiihrt ET, von U(P) nicht nur nach B,, son- 
dern genauer nach $"~” (und zwar unmittelbar dorthin). Die Maximal- 
ordnung f,, von fT, hinsichtlich I’ ist <a. Nach der ,,Flaschenhalsmethode“ 
mit Bezug auf £, kann man nun innerhalb {, einen Streifen &2* kon- 
struieren, der kein H-Gebiet von gy” (relativ zu @) vollstindig enthilt 
und der U(P) mit 8{"~” verbindet”). Der ,Index“ von §* (hinsicht- 
lich I) ist dann <f,. S* mége ferner das Streifenufer von ©, nur in 
einer einzigen Strecke 8," treffen. Die Minimalordnung von s;* (hinsicht- 
lich I”) sei y,. Wegen der Abgeschlossenheit von 'f"*”! miissen die Punkte 
der y,-ten Ordnung auf s,* (wenn die Endpunkte von s,* weggelassen 
werden) eine offene Menge bilden und daher existiert ein nur aus Punkten 
y,-ter Ordnung bestehendes, abgeschlossenes Teilintervall s, von s,*. Dann 
soll &7* zu einem schmileren (ebenfalls U(P) mit i verbindenden ) 
Streifen R* verengt werden, der mit dem Streifenufer von G, nur die 
Strecke s, gemeinsam hat. Der Index“ von 8, (hinsichtlich I’) ist dann 
ebenfalls < £,, also sicher kleiner als «. Aus diesem ,,provisorischen 
Streifenkopf“ & mége schlieBlich der ganze ,,provisorische Streifen« ©; 
hervorgehen, indem man $7 im Innern von ${"~” auf beliebige Weise bis 
nach K fortsetzt (immer positiven Abstand von den Randern haltend)**). 


Bemerkung 1. Auf Grund der s, betreffenden Festsetzung ist in 
der Tat sichergestellt, da8 0 iiber das Streifenufer von %& hinausragen 
mu8. Denn: © kann nicht ganz in & enthalten sein (da M sonst den 
Index « +1 hatte), kann aber andererseits nicht ausschlieBlich iiber die U 
von seinen Nachbarsbschnitten trennenden Seitenstrecken s hinausfiihren. 
Eine solche Seitenstrecke s besteht namlich [nach unseren Festsetzungen *°)] 
nur aus Punkten einer Ordnung y,. Ist « > y,, so kann Tg" (und somit 


8) Im Falle 8, = —1 unterbleibt die Anwendung der Flaschenhalsmethode (so 
daB #2* mit FT, zusammenfillt). 

bi 6° liegt hiernach véllig getrennt von Cr.1° aia a 

75) Man beachte, daB eine solche ,Seitenstrecke“ ausechlieBlich bei der Konstruk- 
tion eines neuen ,,Streifenkopfes“ &* entsteht und dann fiir den betr. neuen Streifen 6, 
den provisorischen Streifen 6, und fiir die im zugehdrigen Streifenbett 8, eventuell 


verlaufenden spiteren Streifen und provisorischen Streifen eine Trennungslinie je zweier 
Abschnitte bedeutet. 
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der Rand von ©) keinen Punkt mit s gemeinsam haben; ist a= y,, so 
mu8 der Teil von s, an den © heranreicht, zum Rand von © gehéren. 


Bemerkung 2. Um die Méglichkeit, stets mit den Streifen bis nach 
K zu gelangen, nachzuweisen, sei folgendes hinzugefiigt. Ad a): Da 
©," entweder von G* (u <_¥) getrennt liegt oder ganz in G* enthalten 
ist, so besteht (Sf i Gf i...1G%,) aus endlich vielen (m <n — 1) ge- 
trennten, aus @ nach K fiihrenden Streifen, durch welche die von K um- 
schlossene Kreisfliche nicht zerlegt wird. — Adc): Es sei Op diejenige 
Komponente von 9(0,%), welche U(P) enthilt. Aus dem gleichen 
Grunde, wie soeben, besteht (67,,i.67..+...+ Sx_,) aus endlich vielen 
(“4 <n—1-— @) getrennten Streifen; von diesen hat jeder, sofern er iiber- 
haupt Op trifft (also dort beginnt), nach obiger Konstruktionsvorschrift 
mit dem Rande von Op (namlich mit dem Streifenufer von YM) genau eine 
(von Ig" getrennt liegende) Strecke gemeinsam. Deshalb wird Op nach 
Herausschneiden der etwa in Op enthaltenen Abschnitte dieser Cn. 
(ls Axn—1-—@Q) nicht zerfallen und der Rand des so entstehenden, 
reduzierten Bereichs wird noch Teile des Streifenufers von 2% enthalten. — 
Ad b) und c): Dagegen kann ${"~" aus mehreren getrennten Bereichen 
bestehen *), Aber jeder dieser Teilbereiche mu8 Bégen von K enthalten. 
Denn: Der Rand von &, zerfallt nach Weglassung der beiden auBerhalb K 
[vgl. **)] gelegenen Stiicke in zwei Teile: einen ,inneren Rand“ (der dem 
Streifenufer von ©, angehért) und einen ,uBeren Rand“ B,. GemaB 
unserer Konstruktion wird B, von keinem St... (A> 0) getroffen *’). 
(S*,,+6%.,.4...46%.,) besteht — aus dem gleichen Grunde wie vor- 
hin — aus endlich vielen, getrennten Streifen, deren erste Abschnitte ent- 
weder in ©, liegen oder die iiberhaupt zu ©, fremd sind. Deshalb be- 
stimmt 6, i (S*,,1...16%.,) +B, *) kein beschrinktes Komplementar- 
gebiet und demnach mu8 jede Komponente von 8{"~” in der Tat Bégen 
von K enthalten. 


6. Wir beweisen nun, daS das System der nach den vorstehenden 
Vorschriften konstruierten Streifen ©,,S,,S,,...,9,,... tatsichlich der 
Bedingung B geniigt. 

Es sei bereits fiir » = 2,3,...,—1 bewiesen, daB, wenn ein Ab- 
schnitt des Streifens ©, oder des provisorischen Streifens G* auf einem 
vorhergehenden Streifen ©, (u < ») gelegen ist, der erstere einen niedrigeren 
»index“ hinsichtlich I hat als der betreffende Abschnitt von S,- Dann 

*) Dies tritt z. B. dann ein, wenn @,,, vollstandig in 6, liegt. 

”) Weil G7,, entweder ganz innerhalb oder ganz auBerhalb GS, liegt. 

8) Diese Menge besteht ja aus endlich vielen getrennt liegenden Polygonbereichen 
und einem (von diesen getrennt liegenden) einfachen endlichen Streckenzug B,. 





s 
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gilt das Gleiche auf Grund unserer oben fiir Sy aufgestellten Konstruktions- 
vorschriften auch fiir y =n, und daher (weil fiir » = 2 bewiesen) allgemein. 

Wenn also ein Punkt z =z, von den Streifen ©,,, S,,, ... (n, <<...) 
iiberdeckt wird, so bilden die zugehérigen ,,Index“-Zahlen der z, iiberdecken- 
den Abschnitte dieser Streifen eine absteigende Folge: «,, >a, >... und 
diese mu8 (wegen der Wohlordnung der Ordnungszahlen < «,) endlich sein. 


§ 9. 
Umformung der Bedingung A. 


Satz. Mitder Bedingung A ist die folgende Bedingung vdéllig 
gleichwertig: 

I’ darf keine Teilmenge I'** enthalten, die aus lauter eigenen H- 
Punkten®*) relativ zu I besteht. Oder anders gesagt: I" darf keine relativ 
zu I" H-in sich dichte Teilmenge I’** enthalten. 

Aus dem gleichen Grunde, wie an der entsprechenden Stelle des § 8, 
kann man die vorstehende Bedingung auch so formulieren: 

I darf keine relativ zu I H-perjekte Teilmenge I',, enthalten. 

Oder, was hier trotz der Nicht-Abgeschlossenheit von I" dasselbe ist 
[wie weiter unten gezeigt wird |: 

Tl muB relativ zu sich selbst H-reduzibel sein. 

Wir kénnen nun auch hier von I zu © (oder auch zu I”) iibergehen. 
Zunachst bemerken wir: 

Es kann kein H-Punkt des Randes C relativ zu © existieren. 

Denn: Ware P ein H-Punkt von C relativ zu €, so miiBte in einer 
beliebig kleinen Umgebung U(P) ein von Teilen von C begrenztes Ge- 
biet  enthalten sein, das in seinem Innern Punkte von €, also auch 
innere Punkte von @ enthilt. Das einzige Gebiet dieser Art ist aber & 
selbst, wohingegen U(P) beliebig klein gewahlt werden konnte. 

Wir beweisen nun den folgenden 

Hilfssatz. Wenn € eine relativ zu ©”) H-perfekte Teilmenge Cy, 
enthalt, dann enthalt auch I eine relativ zu I" H-perfekte Teilmenge I,,.*°) 

Woraus unmittelbar folgt: Wenn I relativ zu sich selbst H-reduzibel 
tst, dann ist dasselbe auch fiir © der Fall*). 

Beweis. €,, kann (wegen des eben Bemerkten) nicht in CO enthalten 
sein; also mu8 ©,, einen nicht zu C gehérenden Punkt P enthalten; auch 
eine hinreichend kleine Umgebung U(P) wird samt ihrer abgeschlossenen 





**) Man darf hier selbstversténdlich ,relativ zu €“ durch ,relativ zu I“ ersetzen. 
%) Die Umkehrung ist selbstverstandlich. 








252 _ F. Hartogs und A. Rosenthal. 


Hiille keine Punkte mit C gemeinsam haben. 9(U(P), €,,)=—I"™ ist 
H-in sich dicht relativ zu €; also auch relativ zu I’, weil D(U(P), €) in 
I enthalten ist. Auch '*™* ist ein Teil von I’. Also enthalt I eine relativ 
zu I’ H-perfekte Teilmenge I’,, = Pr*., 

Wegen dieses Hilfssatzes kénnen wir unsere obige Bedingung auch 
so formulieren: 


€ dar{ keine relativ zu © ®) H-perfekte Teilmenge ©,, enthalten. 

Oder, was (wegen der Abgeschlossenheit von €) dasselbe ist: 

€ muf relativ zu sich selbst **) H-reduzibel sein). 

Wegen der Folgerung aus dem Hilfssatz ergibt sich, da8 mit dieser 
Form der Bedingung gleichwertig ist: ,I° muB relativ zu sich selbst 
H-reduzibel sein.“ Diese schon oben angegebene Formulierung ist damit 
gerechtfertigt. — 

Zusammenfassend erkennen wir den Unterschied zwischen den neuen 
Formen der Bedingungen B und A darin, daB in der Bedingung B die 
relativ zu & gebildeten, in der Bedingung A hingegen die relativ zu I 
(oder ©) gebildeten H-Begrifje auftreten**). 


Wir beweisen nun wieder die beiden Bestandteile unseres Satzes nach- 
einander. 


1. Teilsatz. Hnthalt I eine relativ zu I H-perfekte Teilmenge I ,,, 
so kann die Bedingung A nicht erfiillt sein. 

Beweis. Es sei ein beliebiges System von aus @ nach K fiihrenden 
Streifen {S,} vorgelegt, so beschaffen, daB jede beliebig kleine Umgebung 
jedes Punktes von I" von unendlich vielen dieser Streifen getroffen wird. 
©, sei ein beschrinktes H-Gebiet von I, relativ zu [und Q, ein inner- 
halb 9, gelegener Punkt von I’. Dann mu8 es einen aus beliebiger Nahe 
von Q, nach K fiihrenden Streifen ©, geben, der also den Rand von 9, 
trifit und demnach in seinem Innern Punkte dieses Randes, d. h. von I,, 
enthalt. Es sei P, ein solcher Punkt und U,(P,) eine innerhalb G,, ge- 
legene Umgebung von P,. In U,(P,), also innerhalb G,, liegt dann ein 
H-Gebiet 9, von I, relativ zu J” (samt seinem Rand); im Innern von 
, liege Punkt Q, von I’. In beliebige Nahe von Q, muB ein (von G,, 
verschiedener ) Streifen S,, gelangen, der also einen Punkt P, des ,-Randes, 
d.h. von I',,, sowie eine ganz im Innern von U, (P,) gelegene Um- 
gebung U,(P,) desselben enthalt. Wieder in U,(P,), also auch inner- 


*) In den vorstehenden Formulierungen (und zugehérigen Erlauterungen) kann 
man auch € durchweg durch J ersetzen. 

*) Dies steht, wie unmittelbar ersichtlich, in Ubereinstimmung damit, daB die 
Bedingung B mebr fordert als die Bedingung A. 
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halb D(G,,, Sp,) liegt ein H-Gebiet 9, von I, relativ zu I (samt 
Rand) und innerhalb 9, ein Punkt Q, von I’. Usw. fiir eine unendliche 
Folge von verschiedenen Indizes n, (k=1,2,3,...). Ist nun P, ein 
Haufungspunkt der {P,}, also ebenfalls zu I" gehérig, so liegt P, in 
jedem der Gebiete U,(P,) und somit auch in jedem der Streifen G,, 
(k=1,2,3,...). D.h. unser Streifensystem {©,} kann die Bedingung A 
nicht erfiillen. 

2. Teilsatz. Ist I" relativ zu sich selbst H-reduzibel, so ist die Be- 
dingung A erfiillt. 

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Menge von abzahlbar vielen 
Punkten 

A OT Ne oe 
welche auf I" iiberall dicht liegen. Jeder Punkt ¢, sei Mittelpunkt eines 
(offenen) Kreisgebietes f, vom Radius ; . Dann ist unser Ziel, diese f, 
durch geeignete Streifen ©, mit K zu verbinden, ohne da irgendein 
Punkt von unendlich vielen Streifen ©, iiberdeckt wird. 

Das Konstruktionsverfahren verlauft im wesentlichen wérilich ebenso 
wie bei dem entsprechenden Beweis des 2. Teilsatzes von § 8. Nur sind 
alle ,,H-Begriffe“ (natiirlich auch bei der ,,Index‘-Definition) jetzt ,,relativ 
zu I“ statt — wie friiher — ,,relativ zu @“* zu nehmen. Ferner sind 
die Gebiete G, durch die f, zu ersetzen. AuBerdem wollen wir stets dafiir 
sorgen, daB8 kein Streifenufer irgendeines Streifens ©, durch irgendeinen 
der (ja nur abzahlbar vielen) ausgezeichneten Punkte ¢, hindurchlauft. 

Die Anderung eines Details des Beweises wird nur an einer Stelle 
in 3c) und 5c) nétig: In 5c) [und entsprechend fiir nm = 2 an der ana- 
logen Stelle von 3c)] ist 8. 248, Z.8v.u. bis Z.5v.u. ,,P sei nun ein 
Punkt von @,,... Komplementirgebiet & von Ty” an;‘* zu ersetzen 
durch: .,¢, gehért dem Innern eines Abschnitts YW von ©, an; ein in f, 
enthaltenes, hinreichend kleineres, konzentrisches Kreisgebiet fy liegt eben- 
falls ganz innerhalb 2%. Der ,Index‘ von Y hinsichtlich I" (relativ zu I”) sei « 
(> 0). Nun gehért t* einem Komplementargebiet © von (I'/*! —D(t*, r}*")) 
an.“ Und im darauffolgenden Teil von 5c) ist U(P) durch f, zu ersetzen; 
(nur auf 8. 25U, Z. 9 ersetze man U1(P) durch ,den Anfang von Tf, “); 
ferner soll £¥ von {, nicht getroffen werden. 


§ 10. 
Neue Umformung der Bedingungen A und B. 
Bedeutet M eine beliebige abgeschlossene Menge der Ebene, so 


wurde in §7 (S. 238) jedes ebene Gebiet, dessen Rand ausschlieBlich aus 
Punkten von M besteht, als ein ,,H-Gebiet von M“ bezeichnet. Eine 
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beschrankte Menge, deren abgeschlossene Hiille iiberhaupt kein beschrinktes 
H-Gebiet bestimmt**) (m. a. W. keinen Punkt der Ebene einschlieBt), mége 
nun ,,H-elementar“ heiBen. Jede Teilmenge einer H-elementaren Menge 
ist wieder H-elementar. 

Des weiteren werde eine beschrinkte Menge M, die entweder selbst 
keinen H-Punkt bestimmt (deren H-Ableitung also leer ist) oder als 
Vereinigungsmenge von endlich vielen Mengen dieser Art dargestellt werden 
kann, als ,,H-endlich“, und jede Menge M, die als Vereinigungsmenge von 
(héchstens) abzahlbar vielen H-endlichen Mengen darstellbar ist, als 
,,H-abzahibar“ bezeichnet. 

Die H-endlichen Mengen sind alsdann identisch mit den Vereinigungs- 
mengen von endlich vielen, die H-abzahlbaren Mengen mit den Vereinigungs- 
mengen von (héchstens) abzdhlbar vielen H-elementaren Mengen. 

Dies folgt sofort daraus, daB einerseits jede H-elementare Menge zu- 
gleich H-endlich ist, andererseits eine beschrankte Menge M, die keinen 
H-Punkt besitzt, stets als Vereinigungsmenge von endlich vielen H-ele- 
mentaren Mengen dargestellt werden kann. Letzteres ist folgendermaBen 
ersichtlich: Bestimmt die beschrankte Menge M und daher auch ihre ab- 
geschlossene Hiille M keinen H-Punkt, so miissen die Durchmesser aller 
H-Gebiete von M gréBer als eine gewisse positive Zahl 5 sein. Uberdeckt 
man also die Ebene mit einem quadratischen Netz von der Seitenlange =, 
so ist derjenige Teil von M, der einem dieser Quadrate (einschlieBlich 
Rand) angehért, abgeschlossen und H-elementar. 

Wir bemerken noch: Die abgeschlossenen H-endlichen bzw. H-abzahl- 
baren Mengen sind gleichzeitig auch Vereinigungsmengen von endlich bzw. 
(héchstens) abzaihlbar vielen abgeschlossenen H-elementaren Mengen. (Man 
kann namlich nunmehr im vorigen Satz jede H-elementare Teilmenge 
durch ihre abgeschlossene Hiille ersetzen.) 

Bezeichnet man nun ferner als ,,H-isoliert“ eine Menge M, deren 
simtliche Punkte von der H-Ordnung 0 sind (welche also mit M'! keinen 
Punkt gemeinsam hat), so gelten die beiden folgenden Siatze (die zu be- 
kannten Sitzen der Cantorschen Theorie analog sind): 

Jede H-isolierte Menge ist H-abzdahibar. 

Denn: Ist M eine H-isolierte Menge und ist ihre H-Ableitung M"! 
nicht leer, so hat jeder einzelne Punkt der Menge M einen positiven 
Abstand von M"! und man kann daher setzen: 


M=M,4M,4...4M4..., 


*%) Nicht-beschrinkte H-Gebiete sind selbstverstindlich stets vorhanden; die- 


selben kénnen jedoch (vgl. FuBnote %)) bei der Bestimmung der H-Punkte ohnehin 
auBer Betracht bleiben. 
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wobei M, die Gesamtheit derjenigen Punkte von M bedeute, fiir welche 
dieser Abstand > > ist. M, ist dann eine Menge ohne H-Punkt (also 


H-endlich, falls beschrankt, andernfalls H-abzahlbar); denn ein H-Punkt 
von M, wire auch H-Punkt von M, also zu mM" gehérig, wahrend doch 


M, von M"™ einen positiven Abstand (= *) besitzt. 


Eine beliebige Menge M ist dann und nur dann H-reduzibel, wenn 
thre abgeschlossene Hiille M H-abzdhibar ist**), (Jede H-reduzible Menge 
ist also H-abzihlbar. ) 

Beweis. 1. Ist M H-reduzibel und ist M'” die erste H-Ableitung, 
die leer ist, so stellt fiir jede einzelne der Bedingung 0 < e < « geniigende 
(endliche oder transfinite) Zahl 9 die Gesamtheit derjenigen Punkte von MV, 
welche die H-Ordnung @ besitzen, eine H-isolierte und daher auch 
H-abzihlbare Menge dar, so da8 M ebenfalls H-abzahlbar sein muB. 


2. Ist M nicht H-reduzibel, enthilt also M einen H-perfekten Be- 
standteil N und ware M und daher auch N H-abziahlbar, etwa 


N=N,iN,4...4N,4.-5 


wobei die N, H-elementare Mengen bedeuten, die als abgeschlossen an- 
genommen werden kénnen, so miiBte es einen Punkt P, von N geben, 
der niche zu N, gehért, und daher auch eine von Punkten von N, freie 
Umgebung Ul, (P,) desselben. Da der in U,(P,) gele zene Teil von N jeden- 
falls den H-Punkt P, besitzt, N, hingegen keinen H-Punkt, so miiBte 
des weiteren im Innern von U,(P,) ein Punkt P, von N existieren, der 
nicht zu N, gehért, also auch eine Umgebung U,(P,), die samt ihrem 
Rand im Innern von U,(P,) liegt und keinen Punkt von N, enthilt; 
sodann eine Umgebung U,(P,), die samt ihrem Rand im Innern von 
U, (P,) liegt und auch keinen Punkt von N, enthalt; usw. Bedeutet dann 
P, einen Haufungspunkt von P,, P,,..., so wiirde P, der Menge N an- 
gehéren, hingegen, da in jedem U,(P,) gelegen, keiner der Mengen WN, 
(y=1, 2, 3,...). 

Fiir abgeschlossene Mengen kann der vorige Satz offenbar auch in der 
folgenden Form ausgesprochen werden: 

Eine beliebige abgeschlossene Menge M ist dann und nur dann 
H-reduzibel, wenn sie als Vereinigungsmenge von (hdchstens) abzahibar 
vielen abgeschlossenen H-elementaren Mengen darstellbar ist. 


*) Beispiel, bei welchem M H-abzahlbar ist, M dagegen nicht (also M nicht 
H-reduzibel): M = Vereinigungsmenge von abzahlbar vielen parallelen Strecken, welche 
in einem Rechteck iiberall dicht liegen. 
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Die vorstehenden Uberlegungen und Siatze bleiben simtlich giiltig, 
wenn man an Stelle der absoluten H-Begriffe iiberall die relativen H-Begriffe 
— relativ zu einer beliebigen Menge L — treten laBt. ***) 


Da nun gemaB § 8 die Bedingung B in der Form ausgesprochen werden 
konnte: ,,’(oder ©) muB relativ zu G H-reduzibel sein“ und gemaB § 9 
die Bedingung A in der Form: ,, (oder €) muB relativ zu sich selbst 
H-reduzibel sein“, so folgt nunmebr: 


Mit der Bedingung B ist folgende Bedingung gleichwertig: 
I’ (oder ©) muf relativ zu G H-abzdhibar sein; oder auch: als Ver- 
einigungsmenge von (héchstens) abzdhlbar vielen abgeschlossenen Mengen 
darstellbar sein, deren jede relativ zu % H-elementar ist (m. a. W. keinen 
Punkt von © einschlieBt). 


Mit der Bedingung A ist folgende Bedingung gleichwertig: 
I’ (oder ©) muf relativ zu sich selbst H-abzdhlbar sein; oder auch: als 
Vereinigungsmenge von (héchstens) abzadhlbar vielen abgeschlossenen Mengen 
darstellbar sein, deren jede relativ zu I’ (bzw. zu ©) H-elementar ist (m. a. W. 
keinen Punkt von I’ bzw. von € einschliept)*). 


Beide Ausspriiche behalten, wie noch gezeigt werden soll, ihre Giiltig- 
keit auch dann noch unverandert bei, wenn darin J’ iiberall durch I 
selbst ersetzt wird. Des weiteren kann in der neuen Form der Bedingung B 
die Forderung, da& die einzelnen Teilmengen ,,keinen Punkt von © ein- 
schlieBen“ sollen, auch ersetzt werden durch die, daB dieselben & bzw. die 
Ebene nicht zerlegen sollen. Um dies nachzuweisen, seien einige Hilfs- 
betrachtungen vorausgeschickt (und zwar im Hinblick auf ihre Anwendung 
in § 11 sogleich in einer etwas allgemeineren Form). 


Bezeichnet man (mit F. Hausdorff**)) die Vereinigungsmenge von 


(héchstens) abzaihlbar vielen abgeschlossenen Mengen kurz als ,,F- Menge“, 
so gilt: 


Die H-abzdhlbaren F,-Mengen sind identisch mit den Vereinigungs- 
mengen von (héchstens) abzdhibar vielen abgeschlossenen H-elementaren 
Mengen. 


“s) Die Aussage, daB eine beschrinkte Menge M relativ zu /. H-elementar sei, 
ist offenbar gleichbedeutend mit der, daS M keinen Punkt von L einschlieBe. 

*) Bei unserem Beispiel S. 224—225 liegt der allereinfachste Fall vor: Dort ist I” 
selbst schon relativ zu J’ H-elementar (wahrend es relativ zu @ einen H-perfekten 
Bestandteil enthalt). Denn in unserm Beispiel kann die Umgebung jedes beliebigen 
Punktes P, von I’ mit dem auBeren Kreis C durch einen J nicht treffenden Streifen 
verbunden werden. Es kann also keinen Punkt P, von J’ geben, der im Inernn eines 
von J begrenzten Gebietes liegt. 

**) Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 305. 
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Denn fiir eine H-abzahlbare F,-Menge M hat man einerseits: 
M=4,4+44,+...14,+..., 
wobei die A, abgeschlossen sind; andererseits: 
M=M,+M,+...4 M,+..., 
wobei die M, H-elementar sind. Nun ist*’) 
A, = (A,- M,)+(A,-M,)+...4(4,-M,)+..., 


wobei die rechtsstehenden Summanden H-elementar sind; ersetzt man diese 
durch ihre abgeschlossenen Hiillen: 


A, = (4M) +4 M)+...44-M)+..., 
so ergibt sich: 





M= 5(4,-M). 


Hingegen kann der oben bewiesene Satz, daB eine abgeschlossene 
Menge dann und nur dann H-reduzibel ist, wenn sie als Vereinigungs- 
menge von abzahlbar vielen abgeschlossenen H-elementaren Mengen dar- 
stellbar ist, in dieser Form nicht auf F,-Mengen ausgedehnt werden; [denn 
die Vereinigung von abzahlbar vielen abgeschlossenen H-elementaren 
Mengen braucht nicht H-reduzibel zu sein**)]. Wohl aber danr. wenn man, 
was ja gestattet ist, in der Ausspruch des Satzes die Eigenschaft von M, 
H-reduzibel zu sein, ersetzt durch die, keinen H-perfekten Bestandteil 
zu enthalten. Es gilt nimlich allgemein: 


Eine beliebige F,-iMenge M enthalt dann und nur dann keinen 
H-perfekten Bestandteil, wenn sie als Vereinigungsmenge von (héchstens) 
abeadhlbar vielen abgeschlossenen H-elementaren Mengen darstellbar ist 
(oder, was nach obigem dasselbe bedeutet, wenn sie H-abzdhlbar ist)***). 


Denn: Es sei M= A,4 A,+...1A,..., wobei die A, abgeschlossen 
sind. 1. Wenn M keinen H-perfekten Bestandteil enthilt, so enthalt auch 
kein A, einen H-perfekten Bestandteil; dann ist also nach dem Vorstehen- 
den jedes A, Vereinigungsmenge von (héchstens) abzahlbar vielen ab- 


*) Wir schreiben hier und im folgenden — wie vielfach iiblich — den Durch- 
schnitt D(A, B) zweier Mengen einfach als Produkt A-B. 

**) Siehe das Beispiel in FuBnote “). 

8) Dagegen braucht eine Menge beliebiger Art, welche keinen H-perfekten 
Bestandteil besitet, nicht notwendig H-abzihlbar zu sein. Zerlegt man z. B. eine 
H-perfekte (und somit auch perfekte) Menge M in zwei Teilmengen M,, M,, welche 
keinen perfekten (und daher auch keinen H-perfekten) Bestandteil besitzen, so 
kénnen M, und M, trotzdem nicht beide H-abzahibar sein, da es sonst auch M selbst 
wire, letateres im Widerspruch mit dem Satze auf 8. 255. 
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geschlossenen H-elementaren Mengen; daraus folgt auch fiir M selbst eine 
Darstellung als derartige Vereinigungsmenge. — 2. Wenn M einen H-per- 
fekten Bestandteil N enthilt, so kann nicht M= M,4+M,+...1M,4. 
sein, wobei die M, abgeschlossen und H-elementar sind; denn cums 
ware auch 


N=(N-M,)+(N-M,)4...4(N-M,)4..., 


wobei die rechtsstehenden Summanden abgeschlossen und H-elementar 
waren, was nach dem fritheren Satz (S. 255) nicht méglich ist. 


Auch die letzten beiden Satze bleiben giiltig, wenn die darin vor- 
kommenden H-Begriffe durchweg durch die relativen H-Begriffe ersetzt 
werden. 


Ist M eine nirgends dichte abgeschlossene Menge, so ist die Aussage, 
da8 M H-elementar sei, wie unmittelbar ersichtlich, gleichbedeutend mit 
der, daB M beschrinkt sei und die Ebene nicht zerlege**). Aus dem vorigen 
Satz folgt daher: 


Hine nirgends dichte F,-Menge enthdlt dann und nur dann keinen 
H-perjekten Bestandteil, wenn sie als Vereinigungsmenge von (héchstens ) 
abzahlbar vielen beschrankten, abgeschlossenen Mengen dargestellt werden 
kann, welche die Ebene nicht zerlegen. 


Da nun gemaB § 8 die BedingungB in der Form ,,I darf keine 
H-perfekte Teilmenge enthalten‘ ausgesprochen werden kann, so ergibt 
sich mit Beriicksichtigung des Umstandes, daB I eine F,-Menge ist®), aus 
den beiden vorangehenden Satzen nunmehr folgendes: 


Mit der Bedingung B ist jede der folgenden Bedingungen 
gleichwertig: IT muf H-abzdhibar oder auch als Vereinigungsmenge von 
(héchstens) abzahlbar vielen abgeschlossenen H-elementaren Mengen dar- 
stellbar sein oder endlich als Vereinigungsmenge von (héchstens) abzdhlbar 
vielen abgeschlossenen Mengen, welche die Ebene nicht zerlegen. 


Aus dem vorigen Satz iiber nirgends dichte F,-Mengen geht in Ver- 
bindung mit unseren friiheren Beispielen®) noch hervor, daB es ab- 
geschlossene Mengen und sogar solche, die ein einfach zusammenhdngendes 


*) Wir sagen: Eine abgeschlossene Menge M ,zerlegt die Ebene“, wenn ihre 
Komplementa! ge in mindestens zwei Komponenten zerfillt. ( Koasponente* einer 
offenen Menge = Teilgebiet, das in keinem anderen enthalten ist.) 

) Namlich = y,+y7,+..., wo y, die Menge derjenigen Punkte von I" bedeutet, 
deren Abstand vom Rand C des Gebietes @ nicht kleiner als M ist 


*) Bei dem Beispiel von S. 224—225 ist der Rand des Gebietes G, mit € identisch; 
da nun die Bedingung B nicht erfiillt ist, so besitzt nach § 8 I’ und somit auch € einen 
H-perfekten Bestandteil. 





Por 
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Gebiet begrenzen, gibt, welche nicht als Vereinigungsmengen von abzdhl- 
bar vielen abgeschlossenen, die Ebene nicht zerlegenden Mengen darstell- 
bar sind. 


Der vorangehende, auf nirgends dichte F,-Mengen beziigliche Satz kann 
ebenfalls auf eine Relativform gebracht und zwar relativ zu einem be- 
liebigen Gebiet G formuliert werden. Er behalt naimlich seine Giiltigkeit 
unverandert bei, wenn darin die Worte ,,H-perfekt“ durch ,,relativ zu @ 
H-perfekt und gleichzeitig ,,welche die Ebene nicht zerlegen“ durch 
welche G nicht zerlegen“ ersetzt werden. Um dies festzustellen, — 
es offenbar, folgende Aussage zu beweisen: 


Hine nirgends dichte F,-Menge ist dann und nur dann relativ zu G 
H-abzdhlbar, wenn sie als Vereinigungsmenge von (héchstens) abzdhlbar 
vielen, beschrankten, abgeschlossenen Mengen darstellbar ist, welche & nicht 
zerlegen **). 

Denn: Einerseits 1a8t sich jede abgeschlossene, relativ zu @ H-ele- 
mentare Menge M sofort folgendermaBen als Vereinigungsmenge von 
abzaihlbar vielen abgeschlossenen, & nicht zerlegenden Mengen darstellen: 


M=(M—(G-M))+ 3(%,-M), 


wobei {f,} (vy =1, 2, 3,...) eine Folge von abgeschlossenen Polygon- 
flichen bezeichnet, welche @ von innen her approximieren. — Anderer- 
seits ist jede nirgends dichte, beschrinkte, abgeschlossene, © nicht zer- 
legende Menge M als Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen, 
relativ zu & H-elementaren Mengen darstellbar; ist nimlich g eine G 
treffende Gerade und bezeichnet g, und g, die beiden von g bestimmten, 
abgeschlossenen Halbebenen, so ist 


M=(M—(G-M))-g, + [M— (G- M)}-G, + (G- M)-G, + (G-M)-G, 
Fiir die Bedingung B, welche in § 8 in der Form ,I (oder € oder 
auch I°) darf keine relativ zu © H-perfekte Teilmenge enthalten“ ausge- 
sprochen wurde, ergibt sich somit (wieder mit Beriicksichtigung des Um- 


standes, daB I" eine F,-Menge ist) schlieBlich noch folgende, gegeniiber 
der obigen (S. 256) vervollstindigte Formulieruag: 


Mit der Bedingung B ist jede der folgenden Bedingungen 
gleichwertig: I’ [oder © oder auch I] muf relativ zu © H-abzdhlbar 
oder auch als Vereinigungsmenge von (héchstens) abzahlbar vielen ab- 
geschlossenen, relativ zu & H-elemeniaren Mengen darstellbar sein oder 


%) Die abgeschlossene Menge M zerlegt das Gebiet G*“ bedeute dabei, dab G 
nach Weglassung der in @ enthaltenen Punkte von M in mindestens zwei Kompo- 
nenten zerfallt. 

17* 
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auch als Vereinigungsmenge von (héchstens) abzdhlbar vielen abgeschlos. 
senen Mengen, welche © nicht zerlegen. 

Auch bei der oben (S. 256) ausgesprochenen Form der Bedingung A 
darf I nunmehr durch I selbst ersetzt werden. 


Als spezielle Folgerung aus diesem (die Bedingung B betreffenden) 
Satze ergibt sich noch, daB jede abgeschlossene B-Menge (siehe § 6) als 
Vereinigungsmenge von hdochstens abzdhlbar vielen abgeschlossenen Mengen 
darstellbar ist, welche die Ebene nicht zerlegen®*). Denn: Eine ab- 
geschlossene #-Menge kann zunichst als Vereinigungsmenge von héch- 
stens abzahlbar vielen beschrdnkten abgeschlossenen f-Mengen dargestellt 
werden. Ist M eine Menge dieser letzteren Art (also nirgends dicht) und 
ist C eine Kreislinie, welche M umschlieBt, so kann man auf die aus 
M und C bestehende Figur den Satz von S. 236 anwenden, indem man 
das Innere der Kreislinie C die Rolle des Gebietes © und M die Rolle 
von I, spielen®) la8t. Mithin ist fiir diese Figur die Bedingung B er- 
fiillt und daher nach dem voranstehenden Satze**) M als Vereinigungs- 
menge von (héchstens) abzahlbar vielen abgeschlossenen Mengen darstell- 
bar, welche unser @ und also auch die Ebene nicht zerlegen. 


§ 11. 


Verallgemeinerung auf beliebige abgeschlossene Mengen, 
die die Ebene nicht zerlegen. 


Im vorigen Paragraphen haben wir gezeigt: In der Ebene enihilt 
eine nirgends dichte F,-Menge M dann und nur dann keinen H-perfekten 
Bestandteil, wenn M als Vereinigungsmenge von (héchstens) abzahlbar 
vielen beschrankten, abgeschlossenen Mengen darstellbar ist, welche die 
Ebene nicht zerlegen. Wir wollen hier eine analoge Aussage fiir beliebige 
F,-Mengen (die nicht als nirgends dicht vorausgesetzt werden) gewinnen. 
Dies wird zwar nicht mehr auf unsere funktionentheoretischen Unter- 
suchungen Bezug haben; aber es wird uns die Beantwortung der folgenden 
topologischen Frage liefern: Unter welchen Bedingungen la8t sich eine 
Menge M der Ebene als Vereinigungsmenge von héchstens abzahlbar vielen 
abgeschlossenen Mengen darstellen, welche die Ebene nicht zerlegen? 


%*) Was beim Beweis des Satzes 2 von § 6 eine Rolle spielte (und dort vor- 
greifend erwahnt wurde). 

™) Dies ist zulassig, da I, definitionsgem&B (§ 5) keiner anderen Einschriankung 
unterliegt als nirgends dicht und zusammen mit C abgeschlossen zu sein. 

%) Dieser ist namlich auch dann noch giiltig, wenn an Stelle der Zerlegung von 
@ durch I in die Gebiete G, eine Zerlegung von @ durch J, in (eventuell mehrfach- 
zusammenhingende) Gebiete $, (im Sinn von § 5) zugrunde gelegt wird; vgl. auch *). 
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Ist M irgendeine Menge der Ebene, so bezeichne K(M) die Kom- 
plementéarmenge von M. Fiir eine abgeschlossene Menge N ist die Aus- 
sage, N sei relativ zu K(N) H-elementar, offenbar gleichbedeutend mit 
der Aussage, daB N beschrankt sei und die Ebene nicht zerlege. 

Ist ferner N eine abgeschlossene Teilmenge einer beliebigen Menge M, 
so ist die Aussage, N sei relativ zu K(M) H-elementar, gleichbedeutend 
mit der Aussage, daB N beschrinkt sei und daB eine N enthaltende, 
beschrankte, abgeschlossene Teilmenge N* von M existiere, welche die 
Ebene nicht zerlegt. Denn ist N relativ zu K(M) H-elementar, so hat 
entweder N selbst schon die Eigenschaft, die Ebene nicht zu zerlegen, 
oder nicht. Im letzteren Falle mégen die beschrankten, durch N bestimm- 
ten Komplementirgebiete (deren mindestens eins vorhanden ist) mit g, 
(»=1,2,...) bezeichnet werden. Jedes g, mu dann vollstandig zu M 
gehéren, da dasselbe sonst ein H-Gebiet von N relativ zu K(M) wire. 
Die beschrinkte, abgeschlossene Menge N* = N+ S’g, besitzt dann kein 


beschranktes Komplementargebiet, hat also die behauptete Eigenschaft. 
Gibt es umgekehrt eine N enthaltende, beschrinkte, abgeschlossene Teil- 
menge N* von M, welche die Ebene nicht zerlegt, so ist N* und daher 
auch N relativ zu K(N*) H-elementar, also erst recht relativ zu K(M). 

Enthalt nun eine F,-Menge M keine relativ zu K(M) H-perfekte 
Teilmenge, so gibt es nach dem (relativ zu nehmenden) Satz von 8. 257 
($10) eine Darstellung 


M=N,4N,4...4N,4..., 


wobei die N, abgeschlossene, relativ zu K(M) H-elementare Mengen 
bedeuten. Ersetzt man jede derselben durch die ihr im obigen Sinn zuge- 
ordnete Menge N,", so ist M als Vereinigungsmenge von (héchstens) ab- 
zahlbar vielen beschrinkten, abgeschlossenen Mengen dargestellt, welche 
die Ebene nicht zerlegen. — Ist umgekehrt eine beliebige Menge M in 
der letztgenannten Weise dargestellt, etwa 


M=M,iM,4...4 M4... 


so ist M, relativ zu K(M,) und daher auch relativ zu K(M) H-elemen- 
tar, also enthalt (wieder nach dem soeben zitierten Satz von § 10) M 
keine relativ zu K(M) H-perfekte Teilmenge. — Wir haben somit den 
Satz erhalten: 

Eine beliebige Menge M der Ebene ist dann und nur dann als Ver- 
einigungsmenge von (héchstens) abzdhlbar vielen abgeschlossenen Mengen 
darstellbar, welche die Ebene nicht zerlegen, wenn M eine F,- Menge ist 
und keine relativ zu K(M) H-perfekte Teilmenge enthdlt. 
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SchlieBlich wollen wir noch unsere Bedingung B mit dem Vorstehen- 
den in Zusammenhang bringen. Es sei M eine beschriankte, abgeschlossene 
Menge der Ebene. Durch die Worte ,die Bedingung B bezieht sich auf 
die Menge der von M bestimmten Komplementirgebiete“ oder, was das- 
selbe ist, die Bedingung B bezieht sich auf die Komponenten von K( M)* 
soll im folgenden ausgedriickt werden, daB in dem Wortlaut der Streifen- 
bedingung B auf S. 221—222 die {G,} durch die von M bestimmten Kom- 
plementargebiete [also durch die Komponenten von K(M)] und gleichzeitig 
I’ durch M zu ersetzen ist. Unserem Hauptsatz von § 8, wonach die 
Bedingung B gleichwertig ist mit der Forderung, daB I" [oder €] keine 
relativ zu @ H-perfekte Teilmenge enthalt, entspricht dann der folgende 
analoge Satz **): 

Fiir eine beschrdnkte*’), abgeschlossene Menge M ist die auf die 
Komponenten von K(M) sich beziehende Bedingung B gleichwertig mit 
der Forderung, daB M keinen relativ zu K(M) H-perfekten Bestandteil 
enthalt. 

Der Beweis von § 8 1a8t sich naimlich sinngema8 vollstaindig auf den 
vorstehenden Satz iibertragen®*). Nur bei der ,,Flaschenhalsmethode“ wird 
eine gréBere Anderung nétig, weil friiher I" nirgends dicht war, wihrend 
jetzt iiber M diese Voraussetzung nicht gemacht wird. An Stelle des 
friiheren, nirgends dichten Fy tritt jetzt Mey). Fiir a >1 ist nun 
auch Myf, stets nirgends dicht. Denn ein H-Punkt von M relativ zu 
K(M) ist gleichzeitig Haiufungspunkt von M und von K(M), gehért also 
der Begrenzung von K(M) an; deshalb ist schon My\y) und erst recht 
jede héhere Ableitung nirgends dicht. 

Fiir «, = 0 hingegen ist eine Abinderung unserer Flaschenhalsmethode 
nétig (weil Mrlay = M = M keineswegs nirgends dicht zu sein braucht): 
Der Streifen sei bereits bis zum Rechteck Ri, (vgl. 8. 246) einschlieBlich 
konstruiert; und s, sei diejenige freie Seite von R,, von der aus der 
Streifen fortgesetzt werden soll. Man kann wie friiher, an s, anschlieBend, 
verfahren, wenn s, selbst oder eine in beliebig kleinem Abstand auBerhalb 
R, gelegene, parallele Strecke Punkte von K(M) enthilt. Andernfalls 


%) Derselbe umfaBt den friiheren als Spezialfall, wenn man in dem Ausspruch 
dieses letzteren die Worte ,,relativ zu G“ durch ,,relativ zu 5G,“ ersetzt, was offen- 
bar gestattet ist. 

*} Diesen Zusatz ,,beschraénkt“ kann man (durch Anwendung einer geeigneten 
Inversion, wobei dann natiirlich alle Streifen dem Inversionszentrum fernbleiben 
miissen) beseitigen. Dann sind in der Bedingung B die Streifen nach einem Kreis K 
zu fiihren, der (nicht, wie friiher, M einschlieBt, sondern] entweder samt seinem Innern 
oder samt seinem AuBern ganz in K(M) enthalten ist. 

**) Dabei sind G, I’ bzw. G, durch K(M), M bzw. die Komponenten von K(M) 
zu ersetzen. 
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schlieBt sich im AuBern von fi, an s, ein ganz aus Punkten von M 
pestehendes Rechteck an; das gréBte Rechteck dieser Art sei Rt!” ®*). Man 
verlingere nun den Streifen, indem man zunichst an ft, dieses RK” und 
sodann (an die 8, gegeniiberliegende freie Seite ss” von KR” anschlieBend ) 


. : 6 
noch ein zweites Rechteck i,” vom Durchmesser < 3 ansetzt, dessen 


freie (s{" gegeniiberliegende) Seite sf’ Punkte von K(M) enthalt. Man 
kann dann in der friiher Sei der Flaschenhalsmethode iiblichen Weise 
durch Ansetzen eines ,,Flaschenhalses“ den Streifen von hier aus weiter- 
fiihren. — In dem durch Anfiigen von ®! i R® zu R, entstehenden 
Gebiet kann kein H-Gebiet von M relativ zu K (M) liegen; denn wire 
ein solches, so enthielte bereits auch §R, oder §”’ ein solches H-Gebiet, 
nimlich eine Komponente von (§ — 9}”-), was nach der Voraussetzung 
iiber 5 nicht der Fall ist. — 

Fassen wir unsere letzten Resultate zusammen, so ergibt sich fiir 
irgendeine beschrdnkte®’), abgeschlossene Menge M der Ebene die Gleich- 
wertigkeit der folgenden dret Aussagen: 

1. M ist als Vereinigungsmenge von (héchstens) abzdhibar vielen 
abgeschlossenen, die Ebene nicht zerlegenden Mengen darstellbar. 

2. M enthdlt keine relativ zu K(M) H-perfekte Teilmenge oder, was 
hier dasselbe besagt: M ist relativ zu K(M) H-reduzibel. 

3. Fiir die Menge der durch M bestimmten Komplementdargebiete ist 
die Bedingung B erfiillt. 

Unsere obigen Betrachtungen haben sich — entsprechend unserem 
funktionentheoretischen Ausgangspunkt — nur auf die Ebene bezogen. Es 
lassen sich aber alle Uberlegungen und Satze der §§ 7—11, und insbeson- 
dere die im letzten Paragraphen enthaltene Untersuchung der angegebenen 


topologischen Frage, sofort sinngeméB auf n-dimensionale Huklidische 
Rdaume iibertragen. 


%) Wird der Streifen im Innern eines polygonalen Bandes 8 Lonsteulert, so tritt 
an Stelle von ® eine aus endlich vielen Rechtecken z , ganz aus 
Punkten von M bestehende Treppenpolygonflache, die in ihrer letzten Fortechreitunge- 
richtung nicht verlingert werden kann, ohne in K(M) einzudringen. 





(Kingegangen am 15. 12. 1927.) 











Ober die Anniherung einer stetigen Funktion durch 
die Cesaroschen Mittel ihrer Fourierreihe. 


Von 
Georg v. Alexits in Budapest. 


Einleitung. 


Bezeichne [0,22] das abgeschlossene Intervall 0 << x < 22 und sei 
die nach 22 periodische Funktion 


f(a) ~ 3 + 2) (a,c08nz + b,, sin n x) 
im intervalle [0,22] im Lebesgueschen Sinne integrierbar. Sei auBerdem 
“| z) die n-te Partialsumme der Cesaroschen Mitte] 6-ter Ordnung ihrer 
Fourierreihe, also im allgemeinen 


80" (2) — B+ ate ("7h") (a,coska + b,sin kx). 


Cre 


Speziell ist dann S{”(x) der n-te Abschnitt der Fourierreihe selbst: 


3+ 


8. (2)= 2+ >) (a, 008 kx +- 6, sin k x) 


k=1 
und S{) (x) das gewdhnliche n-te arithmetische Mittel: 


8 (x) + 8 (x) +...4+ 8 (2) 


8S.” (2) = asl 





Uber die arithmetischen Mittel 8S. (x) hat Herr 8. Bernstein*) die 
folgenden beiden Satze aufgestellt: 


1) S. Bernstein, Mém. Acad. Roy. Belg. 4 (1912), S. 1—104. 


e 


\ 
& 
é 
. 
a 





G. v. Alexits. Cesarosche Mittel von Fourierreihen. 265 


Gentigt die Funktion f(x) im Intervalle [0,22] tiberall einer Lip- 
schitzbedingung a-ter Ordnung 


f(z’)—f(*) 


(x’—2)* 


so erhadlt man in [0,22] gleichmadfig den Anndherungsgrad 
8," (x) — f(z) =0(=2), 
wenn nur 0<a<1 ist. Im Falle «=1 aber ist 


8.” (x) — f(z) = 0( 8"). 





<M ( M = Konst.), 


Diese Satze ergeben sich recht einfach, doch lassen sie manche wich- 
tige Frage offen. Wir werden hier eine Verschirfung und Verallgemeine- 
ruug der Bernsteinschen Sitze geben, welche zugleich ein neues Licht auf 
die gleichmaBige Konvergenz der Fourierreihe selbst wirft. 

In neuester Zeit hat Verfasser den zweiten Bernsteinschen Satz fiir 
die Cesaroschen Mittel irgendeiner positiven Ordnung 4 verallgemeinert 
und zugleich die Lipschitzbedingung durch eine wesentlich weitergehende 
ersetzt*): 


Wenn an einer Stelle x die Bedingung 


h 
x Ces Seyt (aS — She) l\a<cK (K = Konst.) 
0 
erfillt ist, so besteht in diesem Punkte fiir 6> a 
8." (x) — f(z) = 0 (*8*). 


n 








Im § 1 der vorliegenden Arbeit werden wir die Bedingung durch eine 
sehr allgemeine ersetzen, welche beide Bernsteinsche Sitze auf die Mittel 
positiver Ordnung auszudehnen erlaubt und auBerdem hervortreten laBt, 
da8 diese nur einen sehr enggefaBten Spezialfall eines allgemeineren 
Approximationssatzes bilden. Dariiber hinaus zeigen wir im § 3, daB die 
Fourierreihe einer stetigen Funktion in diesem sehr allgemeinen Falle 
gleichmaBig konvergiert und einen ebenso guten Annaherungsgrad besitzt, 
wie es bisher nur im Falle einer differenzierbaren Funktion bekannt*) war. 

Im § 2 wird ein Satz iiber gleichmaBige Anniherungen hergeleitet, 
welcher an sich nicht ohne Interesse zu sein scheint, da er den Zusammen- 
hang zwischen den Approximationen in diskreten Punkten und zwischen 
den gleichmaBigen Annaherungen in Intervallen herstellt. 


*) G. Alexits, Acta Univ. Szeged 8 (1927), 8. 32—37. 
*) H. Lebesgue, Bull. Soc. math. France 88 (1910), S. 184—210. 
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Aus diesem Satze entnehmen wir dann im § 4 einen Beweis, der, sich 
auf einen mit unseren Betrachtungen aufs engste zusammenhangenden Satz 
des Herrn Szdsz*) stiitzend, zur folgenden Verallgemeinerung des zweiten 
Bernsteinschen Satzes fiihrt: 


Ist f(x) in [0,22] stetig und von beschrankter Variation, auBerdem 
die Derivierte f'(x) in den Punkten einer in threr Stetigkeitsmenge 
dichten Menge gleichmafig stetig auf [0,22], so besteht 

Si (x) — f(x) = of “*) : 
in [0,22] gleichmafig. 

Hierbei ist bemerkenswert, daB nicht nur der von Herrn Bernstein 
angegebene Annaherungsgrad o( a) durch den besseren o(- a “a” ) ersetzt 


wird, sondern dieser bessere pe aa auch im Falle einer weiter- 
gehenden Bedingung, welche die von Herrn Bernstein angegebene enthilt, 


richtig bleibt. 
§ 1. 
Der Anniherungsgrad der Cestroschen Mitiel im allgemeinen Falle. 


1. Zunichst wollen wir S<”(x) auf eine wohlbekannte, allgemein 
iibliche Form bringen: 


n 
me ain SEI ae 
n 


Diese Darstellung ergibt infolge der bekannten Beziehung 


Sf (x )=- fn a 2t) meet )é dt 


die folgende oft beniitzte Gleichung: 


a 


foot) x (nat, 


1 
(**?)03 


y(t) = f(z + 2t) + f(x — 2t) — 2 f(z) 


(1) Sy” (2) — f(x) = 
wobei 


und 
n 
n—k—1+8)\sin(2k+1)¢ 
K,(t)= 3'( n—k )}* aint 
k=1 ‘ 


gesetzt wurde. 





*) O. Szdsz, Acta math. 48 (1926), S. 353—362. 
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2. Wir wollen nun annehmen, da8 in der Umgebung des Punktes x 


die folgende Bedingung erfiillt ist: 





pire 


h 
(2) ata flo (t)|dt= $% <a(2), 
0 


wobei @(a) eine Konstante bezeichnet, deren Wert vom Punkte zx, nicht 


aber von n abhangt, und beweisen dann den 


Satz 1°). Ist die Bedingung (2) im Punkte x erfiillt, so besteht 


8) (x) — (x)= 0(5) 
fiir alle 56> «a, im Falle 6=« erhalten wir aber 


Sy” (2) — F(x) = 0 (SE*). 





Zum Beweise fiihren wir die Integration in drei Schritten aus: 


1 rari h o 
fa + f+ 
0 1 h 

2n+1 


Das erste dieser Integrale l4Bt sich leicht abschitzen, wenn wir die 





Ungleichung 
| sin(2k+1)¢| 
—ging | 224 +1 
beachten, denn es ist dann 
1 
2n+1 
1 
(#4), lp (t)| | K,(t)| at 
on 0 ’ 
i 
2n+1 | o* 
1 (| Hy (n—k-148) sin(2k+1)¢ 
~ (m+) _ fivwi y n—k ): ‘sing 
ear a 
1 
2n+1 


n 
1 n—k—1+6)\ |sin(2k+1)¢ 
* | SB cn Sn these aE! hell 
Ss fiero d( n—k ) sin ¢ 
\ 0 r, 


5) In neuester Zeit hat Herr O. Sz4sz, Acta Univ. Szeged 8 (1927), S. 38—49, 
einige Satze bewiesen, welche fast dasselbe besagen, was unser Satz I. Die Siitze des 
Herrn Szész sind jedoch der Form und dem Inhalt nach mehr zur Darstellung des 
Sprunges der Funktion f(x), als der Abschitzung des Annaiherungsgrades zugeschnitten. 





dt 


dt 
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1 





SC an FE 
<= er) — | |p(t)|ae 


0 


xr ar) 2n+t 


<(2n+1)= re, |p (t)| at. 


Vermige dieser Ungleichungen folgt aus (2) unmittelbar 





0 











Tet n— bbe 
| p(t) ee ok ) 2n+1)'** @ 1 
("F4) : P(t) | eure — n (se03) 
P yeas 
. (*F°\ (ant) (=). 


Es ist aber bekannt, da8 


n—k+é n—k—1+64)\ n—k—1+86 
ret | n—k )+( n—k-—1 ) 
ist, wenn also diese Gleichung auf k= 0,1, 2,..., wiederholt ange- 
wendet wird, so folgt: 
= n—k—1+4 n—1+4 

2 | n—k )=( n—1 ). 

k=1 
Die vorangehende Ungleichung ergibt daher die folgende Abschatzung: 


= 
@nt+i 


(3) arn. | loMlIK lars oer, 
a 
wobei G,(z) und im folgenden G,(z), G,(z),... solche Konstanten be- 
deuten, welche nur von der Stelle z, nicht aber von n abhiangen. 
Um das dritte Integral abzuschitzen, beachten wir die folgende 
Beziehung *): 


_G,(z) _ 
(2n+1)*’ 


®) §. Chapman, London Proc. (2) 9 (1911), 8. 369—409 und M. Riesz, Acta Univ. 
Szeged 1 (1923), S. 104—118. 


+ 
' 
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t H 
(4) a ,) < no gird (H= Konst. ) 
n 


und erhalten dann 


ors fie@lixolar< sr -fieciss 


)a 
n h h 








sm re foto |at < Kone 


Es ergibt sich also, je nachdem « < 6 oder = 6 ist: 





1 
, s =o (=) (a <8); 
(5) fray, J COI CO vista sa ca 


Wir bemerken noch, daB (5) von x unabhangig in [0,22] gleichmaBig 
erfiillt ist. 

3. Zur Berechnung des zweiten Integrals nehmen wir zunachst a < é 
an. Durch partielle Integration und durch die Anwendung der Ungleichung 
{4) folgt dann: 





























h h 
1 H | p(t) 
Pr, fiemixm|ar< # | ie as 
n = ib 
2n+* 2n+1 
h 
H roecey* H(1+8) 
= 3 [Fe] ae |. [ows 
2n+1 1 
2nti 
h 
@(t) ¢* H(1+8) @(r) dt 
= ai cs t) + nin "+8 | sts. 
2n+1 1 
Qnti 
Nach (2) ist aber 
H ra@(t) te" HG(2z) (h” , (2n+1)* 
az[pew] 1 < nix Gr Gare” 
2n+1 
wie auch 
®(r) 





yive << G(z), 
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da t ein Punkt aus dem Intervalle | 3 — i h\ ist, daher folgt: 


h 

1 ( 7 toe { (Bs \4 (4% ke | 

p(t) | | \dt< (5 - ms pet 

ew LAO ESOC @(#) (+55) + (A+ ata) 
n y 1 
2n+1 


Wenn wir also unser Ubereinkommen, da « < 4 ist, beachten, so ergibt 
sich endlich: 


1 a : G, (x) 
(6) /n+ 8\ fiew K,, t)\dt< - 
oe 
2n+1 


Die Abschatzungen (1), (3), (5) und (6) haben nun 


(2 Lar.) ¢/ )  - G(x) 
(7) [Sp (%)—f(@)| <a 


zur Folge, womit die Richtigkeit des Annaherungsgrades o( as ) fiir die 
Cesaroschen Mittel der Ordnung 6 > « bewiesen ist. 

4. Es bleibt noch zu zeigen, daB im Falle «= 6 der Annaherungs- 
grad o ("8") ebenfalls erhalten wird. Dabei bleiben die Abschatzungen 
(3) und (5) unverandert, da (5) auch fiir den Fall a=6 berechnet 
wurde, bei der Abschatzung (3) haben wir aber von der Beziehung der 
Zahlen « und 6 iiberhaupt keinen Gebrauch gemacht. Wir haben also nur 
noch einmal das von —— bis A erstreckte Integral unter der Annahme 
«= 06 zu betrachten. Aus dieser Annahme folgt aber infolge (2) und (4) 
genau wie vorher: 


1 
a { p(t)||K,(t)\dt< | fi y(t) Sea 
Vin JAE a 
2n+1 2n+1 
h 
_ He(ty* , Hil+a) @(r) | de 
~~ n@x Ke eg. n®°x | rit® ‘t 
2n+1 i 
@n+1 
G(x) , . (2) 
<= + (log h +- log(2" + 1)). 


Diese Ungleichungen vereint mit (1), (3) und (5) behaupten nun das 
Bestehen von 
(8) | 8. (x) — f(z)| < G(x) 82, 


womit unser Satz I in allen Teilen bewiesen ist. 








Cesarosche Mitte! von Fourierreihen. 271 


5. Die folgende Bemerkung diirfte fiir das Spitere nicht iiberfliissig 
sein: Ist 


h 
2, flewiarca 


von x unabhingig erfiillt, so hangt der Wert der Konstanten G,(z),..., 
G,(z) in den Beziehungen (3), (5), (6), (7) und (8) weder von der 
Stelle z noch von n ab, daher bestehen (7) und (8) auf jeder Menge %& 
gleichmaBig, auf welcher (2) gleichmaBig besteht. Diese Tatsache driickt aus 

Satz Il. Ist die Bedingung (2) auf der Menge U aus [0, 22] gleich- 
mapig erfillt, so bestehen die Beziehungen 


S,"(x) — f(z) = 0(5) (6 >«) 
und 


8,"(x) — f(x) = 0 (8) (d=) 
gleichmafig auf A. 

Schon in diesem Satze sind die Bernsteinschen Theoreme natiirlich 
enthalten. Denn wir haben nur «<1 und 61 zu setzen und dann 
folgt aus der Lipschitzbedingung fiir alle Punkte x des Intervalles [0,22] 

h A 
ha | |p(a)lat < 4 f 19 dt < Konst., 

0 0 
was aber nach Satz II die Bernsteinschen Abschiatzungen ergibt. Doch 
enthalten unsere Satze bedeutend allgemeinere Faille, als die einer Lipschitz- 
bedingung. 


§ 2. 
Ein Satz iiber gleichmaBige Konvergenz. 


6. Die Partialsummen 8. (2x) sind durch absolut konvergente singu- 
lire Integrale dargestellt, deren spezielle Natur einen Zusammenhang 
zwischen dem Annaherungsgrad in den Punkten einer dichten Menge und 
zwischen der gleichmaBigen Annaherung in Intervallen in sich birgt. Wir 
wollen diesen Zusammenhang etwas naher betrachten. 


Satz III. Ist 6>0 und konvergieren die Mittel S.° (x) auf einer 
in [0,22] dichten Menge U gleichmdpig gegen die in [0,22] stetige 
Funktion f(x) mit dem Anndherungsgrade O(1,), so konvergiert 8. (2) 
im ganzen abgeschlossenen Intervalle [0, 2:1) gleichmafig gegen f(x) und 
zwar besteht dann in [0,22] gleichmapig 


(9) 9 (x) — f(x) = O(4,). 
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Sei in der Tat z’ ein Punkt aus dem Komplement (0, 22%] — & der 
Menge UA. Da W in [0,22] dicht ist, gibt es zu x’ eine Folge {z,} von 
Punkten aus Y& mit 


lim z, = 2’. 
Nun ist weet 
(10) | Sx” (2") — f(z")| 


S| SQ (2) — BL (oq) | + | Sn” (rn) — f(2rn)| + | P(e) — £(2’)|. 

Da aber die Funktion f(z) in dem abgeschlossenen Intervalle [0, 22] 
stetig ist, ist sie auch gleichmaBig stetig; man kann also zu dem be- 
liebigen x’ und zu der beliebigen Folge {x,} ein einziges n, finden, so daB 
(11) | f(x’) — f(%,)| <4, (n>n), 
wobei wir iiber die Zahlen 4, stillschweigend die evidente Voraussetzung 
gemacht haben, daB 4,—- 0, wenn n-—> co. Die Beziehung (11) ist also 
zufolge der soeben angefiihrten Griinde fiir alle x’ aus [0,22] — U& gleich- 
maBig erfiillt. 

Es wurde weiter angenommen, da8 S\” (x) den Annaherungsgrad O (4, ) 
auf W% gleichmaBig erreicht, also ist, da alle x, zu YM gehéren: 

(12) Bn” (on) — f (rq) = O (dy) 
gleichmaBig erfiillt. 

Bezeichne nun fiir ein Moment 


Pra (t) = f (ar, + 2t) + f( 2, — 2t) — 2f(a,,), 


so ist 


, 1 
(18) | 82°(2") — 82° (2) < aap f(t) — ont) Ke(t) at, 
( n )a ” 
wobei p(t) fiir den Punkt 2’ zu bilden ist. Man findet aber 
| p(t) — Pn (t)| S| f(z’ + 2t) — f(z, + 2t)| + | f(x’ — 2t) — f(x, — 2t)| 
+ 2| f(z’) — f(2,)]- 

Der gleichmaBigen Stetigkeit zufolge ist es belanglos, ob auf 2’ die lineare 
Transformation z’ + 2¢ ausgeiibt wird oder nicht, aus (11) folgt demnach 
| P(t) — rq (t)| < 44,. 

Nehmen wir noch zu dieser Ungleichung die bekannte Tatsache hinzu, da8 


1 


Co) 





fi K.(1)\at <@ (C = Konst.), 
° 


2 er 
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so folgt aus (13): 
(14) | Sx” x’) — Sy” (aq) |< 404,. 
Aus (10), (11), (12) und (14) ergibt sich daher, daB 
Sy” (2") — f(z") = O(4,) 
fiir alle x’ aus [0,22] —Y gleichmaBig erfiillt ist. Da diese Relation 
fiir die Punkte der Menge & postuliert wurde, ist damit gezeigt, daB (9) 


tatsichlich fiir jedes x aus [0,22] gleichmabBig erfiillt ist. Das war aber 
unsere Rehauptung. 


§ 3. 
Anwendung auf einige Spezialfialle. 


7. Wir méchten zuerst einen klassischen, iiber eine Lipschitzbedingung 
hinausgehenden Spezialfall hervorheben, wenn namlich f(z) in [0, 22] 
von beschrinkter Variation ist. Dann besitzt f(z) bekanntlich fast iiberall 
eine integrierbare Derivierte f(x). Daraus folgt, da8 die Funktion 


t)—f(x 
y(t)= f( d—fK2) 
und damit offenbar auch die Funktion 2“) in einer genug kleinen Um- 


t 
gebung des Punktes x integrierbar ist; wir erhalten also: 


h h 
1 if | 
+ fiecpjarst [ie dt<G(z), 
0 0 


woraus sich nach Satz I 
Si” (x) — f(x) =O (A84) 


n 





ergibt. Die Satze I und II sind aber wohl bedeutend tiefergehend als 
dieser Spezialfall. Dies ist aus der folgenden Fassung des Satzes II er- 
sichtlich : 


Satz IV. Erfilit die Funktion 


W(t) = 2, [iflu)—s(z)\du 


tn den Punkten x der Menge U eine Lipschitzbedingung «-ter Ordnung, so 
besteht auf der Menge U aus UA gleichmapig 
=O (==) (a < 4d); 
S,” (x) — f (2) 
= 0(*8*) (a= 6d), 


Mathematische Annalen. 100. 18 
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wenn nur auf U die Bedingung 


t 
(15) W(x) —lim ;*; {\f(u) — F(2)|du=0 
t>2 D4 
tiberall erfillt ist. 
In der Tat ist wegen der angenommenen Lipschitzbedingung nach (15): 
Bt) _ ¥(t)-¥ (2) 
(¢—z)* (¢—2)* 
Daraus folgt fiir alle z aus W 





< M. 








shaflece Nidt< fin x + 2t) — f(z) ae 


" ae fire — f(z) |\du = Pa - <M, 


woraus sich infolge des Satzes II unmittelbar die Behauptung ergibt. 
8. Eine besondere Beachtung verdient das folgende Korollar des 
Satzes IV, welches sich auf die Konvergenz der Fourierreihe bezieht: 


Satz V. Ist die Funktion V(t) in [0,22] von  beschrankter 
Variation, so besteht fiir ein stetiges f(x): 


(16) SP” (x) — f(x) = 0(55) 


gleichmafig auf [0,22], wie klein auch e>0 sein mag. 

In der Tat besitzt '“(¢) als Funktion von beschrankter Variation in 
[0, 22] fast iiberall eine endliche Ableitung, also erfiillt sie fast iiberall 
eine Lipschitzbedingung «-ter Ordnung mit «<1, wobei aber « beliebig 
nahe an 1 riicken kann. Nach Satz IV ist dann auf einem maBgleichen 
Kerne & des Intervalles [0, 22] 


(17) Sx" (2) — f(z) = 0(-,) 
gleichmaBig erfiillt. 

Wir wollen nun zeigen, da8 diese Menge % in (0, 22] dicht ist. Ware 
dies nicht der Fall, so gabe es ein Teilintervall J aus [0, 2] der Lange 1, 
in welchem % nirgends dicht ware. Dann ist auch die abgeschlossene 
Hiille (M-J)° des Durchschnittes U-J in J nirgends dicht. Das Komple- 
ment der Menge (%-J)° ist aber Vereinigung von abzahlbar vielen Inter- 


vallen, also eine Menge von positivem MaBe. Das MaB der Menge &-J 
ist daher kleiner als /: 


m(U-J) < m(J) =1. 


5 RS aE rs ET, Ft 











MRSS 3 ae 
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Hieraus folgt: 
m(U) < m(U-J) + m([0, 22]-A — J) < m(U-J)+ 2a—1l< 2Qa.: 


Das aber steht zu der Annahme, daB & und [0,22] maBgleich sind, in 
Widerspruch. Die Menge & ist daher in [0,22] dicht. 

Die Beziehung (17) besteht demnach auf einer in [0,22] dichten 
Menge gleichmaBig. Nach Satz III folgt daraus, daB (17) in [0,22] 
gleichmaBig erfiillt ist. Aus einem Lebesgueschen Satze”) ergibt sich also 
das gleichmaBige Erfiilltsein der Relation 


82 (x) — f(z) = 0 (87). 





n® 


Nun ist aber « beliebig wenig von 1 verschieden, es gibt daher ein 8 <a, 
fiir welches 


8.2 (x) — f(z) =0 (<2) 


besteht und f von 1 sich beliebig wenig unterscheidet. Setzen wir noch 
B =1—e, so ist (16) und damit Satz V bewiesen. 

9. Das Uberraschende in diesem Satze ist, daB wir nicht mehr an- 
genommen haben als die beschrankte Variation der Funktion Y(t) und 
die Stetigkeit von f(z). Denn diese Bedingungen stehen in engster Be- 
ziehung zu der de la Vallée-Poussinschen Konvergenzbedingung*), welche in 
nichts anderem besteht, als daB die Funktion 


x(t) =;4, { [f(w) — f(a) az 


in [0,22] von beschrankter Variation sei. Es laBt sich leicht einsehen, 
daB unsere Bedingung das gleiche leistet wie die de la Vallée-Poussinsche. 
Wir haben also im Satze V in einem besonders weitgehenden Falle nach- 
gewiesen, daB die Fourierreihe auch bei diesen allgemeinen Bedingungen 
mit einem sehr guten Annéherungsgrad gegen f(x) konvergiert. 

Im allgemeinen la8t sich iiber die Konvergenz der Fourierreihe ziemlich 
viel aussagen, wenn wir die folgende Spezialisierung des Satzes IV beachten: 

Satz VI. Ist die Funktion f(x) stetig und erfillt P(t) in einer 
im Intervalle [0,22] dichten Menge eine Lipschitzbedingung «-ter Ordnung, 
so bestehen in [0,22] gleichmdafig die Beziehungen 


8." (x) — f(x) =0 (*8?), 


*) H. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriques, 8. 114—117, 
*) Ch. J. de la Vallée-Poussin, Palermo Rend. 81 (1911), 8S. 296—299. 
18* 








276 G. v. Alexits. 


wenn «<1 und 2 
Sy (x) — f(z) — 0 (SE*>), 
wenn «=1 tst. 
In der Tat ist, da f(x) in [0,22] stetig: 


t 
tim 7 f |f(w) — f(z)|du=0 


fiir alle z aus [0,22], was das Erfiilltsein von (15) bedeutet. Es gibt 
auBerdem nach Annahme eine in [0,22] dichte Menge U, auf welcher ¥ (t) 
eine Lipschitzbedingung «-ter Ordnung erfiillt. Nach Satz IV besteht daher 


—O 
(18) Sy (x) — f(z) ( 





7) («<1) 


n 


o(*8*) («= 1) 


n 
auf & gleichmaBig. Beachten wir nun, daB die Menge & in [0,22] dicht 
ist, so besteht (18) nach Satz III in [0,22] gleichmaBig. Auf Grund des 


Lebesgueschen Satzes erhalten wir dann die im Satze VI behauptete 
Beziehung. 


§ 4. 


Der Anniherungsgrad der arithmetischen Mittel, wenn f(a) stetig 
und von beschrinkter Variation ist. 


10. Die Betrachtung des Anniaherungsgrades im Falle, daB f(x) eine 
Lipschitzbedingung der Form 


f(t)—f (2) <M 
t-—z 





erfiillt, verdient vielleicht eine besondere Beachtung, denn nach den voran- 
gehenden allgemeinen Satzen diirfte man erwarten, da8 in diesem Spezial- 
falle eine bessere Annaherung stattfinden kénnte, als in den bedeutend 
weitergehenden allgemeinen Fallen. Nach dem zweiten Bernsteinschen 
Satz ist aber der bisher bekannte Annaherungsgrad der arithmetischen 


Mittel O ("8 ) , also derselbe, wie wir es in bedeutend allgemeineren Fallen 


n 
gefunden haben. Wir wollen nun zeigen, da®B dieser Bernsteinsche An- 
naherungsgrad auch in einem etwas allgemeineren Falle, als dem einer 
Lipschitzbedingung, verbessert werden kann. Beachten wir zu diesem 
Zwecke, da8 eine Funktion, welche in [0, 2 x] iiberall eine Lipschitzbedingung 
erfiillt, ersichtlicherweise stetig und von beschriankter Variation ist, wahrend 
das Umgekehrte durchaus nicht immer der Fall ist. Wir beweisen nun 
den folgenden 





SES ET 


wir 
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Satz VII. Ist f(x) in [0,22] stetig und von beschrankter Variation 
und ist die Derivierte f'(x) in den Punkten einer in ihrer Stetigkeits- 
menge dichten Menge © gleichmafig stetig auf [0,22], so besteht gleich- 
mapig der Anndaherungsgrad 
(1) ___ (log n 
Sx (x) — f(z) = 0(*E") 
im ganzen abgeschlossenen Intervalle {0,22}. 
In der Tat hat Herr Szisz*) bewiesen, daB 


(19) Him 5 (Sr? (#) — f(2)) = f'(# + 0) — f'(@— 0) 


in allen Punkten gleichmaBig erfiillt ist, in welchen die Funktion f(x) 
eine Ableitung f’(x) besitzt und in welchen die Gleichung 


h 
(20) lim} f IP (e+#)—f'(2—1\dt=0 
0 


gleichmaBig besteht. 

Da aber die Funktion f(z) von beschrankter Variation ist, tesitzt 
sie in den Punkten der Menge % vom Mae 22 eine Ableitung und da 
jede Ableitung in [0,22] héchstens punktweise unstetig ist, ist f’(2) auf 
einer in & dichten Menge % stetig, auBerdem gibt es nach Annahme 
ein in der Menge & wieder dichter Teil $8, in deren Punkten /’ (x) auf 
dem Intervalle [0,22] gleichmaBig stetig ist. Auf 8 ist daher (20) und 
damit auch (19) gleichmaBig erfiillt. Da aber in diesen Punkten wegen 
der Stetigkeit der Ableitung 


f'(x+0)—f'(x—0)=0 
ist, folgt aus (19) das gleichmaBige Erfiilltsein von 
(21) 8." (2) — f(x) =0(8*) 


auf der Menge 8. Die Menge % ist dicht in UM, WM in M und W dicht in 
[0,22], denn es hat das MaB 22. Die Menge & ist also in [0,2-] dicht. 
Nach dem Satze III folgt daher zufolge (21), daB der Annaherungsgrad 


0 ("8") in [0,22] gleichmaBig erreicht wird. 


*) O. Szdsz, a. a. O. ¢), 


(Eingegangen am 23. 5. 1927.) 











Uber den Eindeutigkeitssatz in der Theorie der 
verallgemeinerten trigonometrischen Integrale’). 


Von 
M. Jacob in Wien. 


Der Ausgangspunkt der folgenden Ausfiihrungen ist eine gemzinsame 
Definition der Fourierschen Reihe und des Fourierschen Integrales, welche 
durch die Anwendung des Stieltjesschen Integralbegriffes gewonnen wird. 
Daraus ergibt sich die Méglichkeit, wichtige Punkte aus der Theorie der 
trigonometrischen Reihen und Integrale vom einheitlichen Standpunkte zu 
behandeln. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns hauptsachlich mit der 
Eindeutigkeitsfrage beschaftigen. Im § 1 befassen wir uns mit der Weiter- 
fiihrung einiger Satze von H. Hahn*) und J. C. Burkill*) aus der Theorie 
der verallgemeinerten Fourierintegrale, waihrend § 2 dem eigentlichen Thema 
dieser Arbeit gewidmet ist. Zum Schlusse wollen wir im § 3 eine Formu- 
lierung des Parsevalschen Theorems angeben, wodurch dieses auf eine er- 
weiterte Funktionenklasse ausgedehnt wird. 


§ 1. 
Vorbereitende Betrachtungen aus der Theorie der verallgemeinerten 
Fourierintegrale. 


In der Theorie der verallgemeinerten Fourierintegrale handelt es sich 
hauptaichlich darum, die klassische Fouriersche Integralformel so zu er- 
weitern, daB dieselbe fiir eine Funktionenklasse gilt, welche durch ein all- 


) Diese Arbeit ist eine Weiterfiihrung der Resultate meiner Arbeit 1: ,Uber den 
Eindeutigkeitssatz in der Theorie der ee eat Integrale“, Math. Annalen 97 
(1927), 8. 668-674. 

*) H. Hahn 1, 2. 

’) J. C. Burkill 1, 2. 
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gemeineres Verhalten der Funktion im Unendlichen gekennzeichnet ist. 
Jedoch ist die Charakterisierung des Verhaltens der Funktion im Unend- 
lichen keine einheitliche, und man ist gezwungen, dafiir verschiedene Be- 
dingungen aufzustellen. Wir wollen zwei dieser Bedingungen besonders 
hervorheben: 


a) | ist im Unendlichen integrierbar‘), 

b) f(&) ist im Unendlichen periodisch’). 
Ist a) oder b) im Unendlichen erfiillt, so wollen wir im folgenden sagen, 
daB die Eigenschaft (UV) im Unendlichen erfiillt ist. 

Es sei also f(€) eine in [—co,co] meBbare Funktion, welche in 


jedem endlichen Intervalle integrierbar ist und die im Unendlichen die 
Eigenschaft (U) besitzt. Dann bilden wir nach Hahn‘) 


®,(u) = fro aint ge, 
(1) fi 
P (u )=+t ) emer ae 


und ordnen der Funktion f(¢) formal den folgenden Ausdruck zu: 


(2) f(x) ~ f [a®, (u)cos wx + dP, (u)sin ya). 


Die Zuordnung (2) reduziert sich auf die Fouriersche Reihe von f(&), 
falls f(€) rein periodisch ist bzw. auf das klassische Fouriersche Integral, 


wenn f() noch scharferen Bedingungen im Unendlichen geniigt. Ferner 
ist bekannt: 


A.”) In jedem Punkte =z, in welchem eine der bekannten Kon- 
vergenzbedingungen erfiillt ist, gilt: 


(3) f(2)— lim f [a®, (u) cos w+ dP, (1) sin 2]. 


B.*) In jedem Punkte =z, in welchem der absolute Integral- 
mittel wert 


*) Zu dieser Klasse gehéren im allgemeinen diejenigen Funktionen, welche sich 
zur Darstellung durch die klassische Fouriersche Integralformel eignen. 

5) Es gehéren also alle periodischen integrierbaren Funktionen dieser Klasse an; 
somit umfassen die verallgemeinerten Fourierintegrale auch die Fourierschen Reihen. 

*) H. Hahn 1, 8. 304. 

") H. Hahn 1, S. 306. 

’) H. Hahn 2, 8. 464. 
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~ Seo 


“kh 
lim} | (f(z-+#) + fl2—t)—24(z)|at—0 
h=0 
0 
existiert, gilt der Fejér-Lebesguesche Satz, d.h. es ist 
“ 4 
(4) f(x) = lim 1 faa { (4, (x)cosex + a, (x)sin a]. 
= 0 


Burkill*) hat unabhangig von Hahn die Eigenschaft (U) in bezug auf a) 
verallgemeinert, und zwar in folgender Weise: Er geht aus von einer 
Funktion F(x) (bzw. G(zx)), welche den nachstehenden Bedingungen geniigt: 

1. Sie ist in jedem endlichen Intervalle von beschrankter Variation, 

2. F(0)=0, 

3. F(x) = F(o+0)+F(s—0) 


2 
4. im Unendlichen existiert das Integral fiszen I 
Dann bildet er 
(5) ©,(u)—2 { a(x) ** 
0 
bzw. 
. 2 - 1—cosuz 
(6) ¥,(u)—=2 f da (2) ene 
und beweist die folgende Umkehrung: 
(5.1) F(x) = feo ) Saez 
bzw. 
(6.1) a(a)= fam ) eens 


Wie man leicht einsehen kann, bekommt man im Falle, daB F (x) (baw. G (x)) 
ein unbestimmtes Integral ist, aus den Formeln von Burkill eine direkte 
Integration der Formeln von Hahn. 


Hahn hat nun in der Arbeit 2. den folgenden Satz bewiesen: 
Ist f(€) eime in [—co, co] meBbare, in jedem endlichen Intervalle 
integrierbare Funktion, die im Unendlichep beschrankt ist, so gilt in jedem 


*) J. E. Burkill 1., 8. 515. 
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Stetigkeitspunkte § = x die Formel: 


“ A 
(7) flz)—lim4 [{ f #8 cose e+ “ME since aa, 
— 2 ae 


Dabei bedeutet in (7): 
‘sin XS 
oo~2 fro, r) ae, 
(8) 


Y, ( gat fretisae LF (Fre yiaetac sf neysatt ar 














a 
und das Integral froe 
Art definiert*),  ° 





2 
out) sinea ist in sinngemaBer 


1) Das in (7) definierte Integral hingt mit der Verallgemeinerung des Stieltjesschen 
Integralbegriffes durch Hahn (2, 8. 450 und 3, 8. 77) eng zusammen. Hahn beweist:. 
A. Es sei @(z) im Intervalle [a, 5] definiert und habe dort iiberall einseitige 
Grenzwerte; fiir za sei ®(x) = O(a), fir x=>b sei (x)= H(b); ferner sei g(x) 
in [a,6] von endlicher Variation. Dann hat das verallgemeinerte Stieltjessche Integral 


db 
J d®(x)-9(zx) 


einen eindeutig bestimmten, endlichen Wert. 

B. Es sei g(z) samt der Ableitung g’(z) in [a,b] stetig und von endlicher 
Variation; ferner sei (x) in [a,b] stetig, und es existieren im Punkte x=a die 
rechtsseitige Ableitung © (a) und im Punkte z= 6 die linksseitige Ableitung ®/ (b). 
Ist nun Z eine Zerlegung 

@ = Xp << he... < Spi <%= 
des Intervalles [a, b], so bildet man die Summe 


n=1 


8(Z) = 9 (4) [PS= @(x%) D(x) — *(2-1)) 


— 2, Ly — Be 
{m0 Ti+. i 1 %o1 


und weist nach, daB unter den gemachten Voraussetzungen ein endlicher Grenzwert 
existiert, der von der Wahl der arta unabhingig ist. Dieser Grenzwert wird mit 


@ 
fi (x zi o (2) 








bezeichnet, und es ist 
b 


foo es 





) _ 9(b) 2 (b)—9(a) 4 (a) -Jrseore 


(Fortsetzung der FuBnote *°) auf ni&chster Seite.) 
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Es sei an dieser Stelle sogleich bemerkt, daB der zuletzt er- 
wahnte Satz, unter verschirften Voraussetzungen, zum Beweise des Ein- 
deutigkeitssatzes in der Theorie der trigonometrischen Integrale fihrt**). 
Es erweist sich nun, daB beim Beweise des Eindeutigkeitssatzes in der 
Theorie der verallgemeinerten trigonometrischen Integrale eine Erweiterung 
des Satzes von Hahn im Sinne einer Integration von Burkill eine wesent- 
liche Rolle spielen wird. Diese Erweiterung, welche auch ein selbstandiges 
Interesse verdient, bildet den wesentlichen Inhalt dieses Abschnittes. 

Es sei F(x) (bzw. G(x)) eine in [0, co] definierte Funktion, welche 
den folgenden Bedingungen geniigt: 


1. Sie ist in jedem endlichen Intervalle von endlicher Variation, 
2. F(0)=0, 


(9) 3. F(x) = Rie29)+ Fe 8) | 





4. es existiert im Unendlichen das Integral jize@ : 


Bildet man nun: 


‘sin 4 : 
®,(u) = 1 fare (=). 
(10) 4 Aa 5 
%,.,(u) =, | a F(z) (=) 
0 2 


C. Besitzt ferner ®(2) eine erste Ableitung ®’(x) und eine zweite ®” (x) und 
gilt in jedem Teilintervalle [a, #} von [a, b] 


B 
$'(8)— ®'(a)= f ©" (x) dz, 


b b 
2 
fe (x) eas) = foe) ©" (x) dz. 


D. Geniigt g(x) und ©, (2) den unter B. gemachten Voraussetzungen, konver- 
giert ®,(2z) in [a, 6] gleichma&Big gegen ®(x) und ist 


#, (o) = lim @,, (a), #!(b)= lim ®_ (6), 
n=@ 


so ist 


so gilt 





b b 
2 
fac $(e) = tim f(z 2% See) 


") M. Jacob, loc. cit. 1 (Nachtrag 8S. 671—674). 








A 


t 
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¥,(x) ) = 2 faces pee ® f ao(e tee 
(11) 
valwmt fao(e yessgeet 2 faa) ee, 


so folgt aus den Voraussetzungen, daB in jedem endlichen Intervalle 
®, ,(u) (baw. Y,.(u)) gleichmaBig gegen die stetige Grenzfunktion 
®,(u) (bzw. Y,(u)) konvergiert. Verlangt man ferner, daB in jedem end- 
lichen Intervalle ®/(u) bzw. Y{() integrierbar sein soll, wobei eine Teil- 
folge Dj,,,(u) baw. Yi a,() existiere, die fast iiberall gegen ®/(u) bzw. 
Y{(«) konvergiert, so kann man die folgende Umkehrung von (10) bzw. 
(11) beweisen : 








“ 
, a’* d* ®,(r) sin rx) 
(10. 1) F(z) = lim | . ff ee lda 
bzw. 
“ A 
mar eS | d* ,(r) 1 — cos rz 
(11.1) @(z) — lim + J {J Fe) ba eowre gy 


Bei dem nachstehenden Beweise der Umkehrformeln stiitzen wir uns 
zunichst auf die Arbeit 2. von Hahn und dann folgen wir den Uber- 
legungen von Burkill. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir 
im folgenden F(z) als monoton wachsend voraus. Nach Hahn ergibt 
sich**), wenn wir die Formel (10.1) betrachten: 


(12) J(u,2)—+ frfege smeeh a 
0 #60 


t 
ry (do, (2) 
i - 4, mg\*? sin rz 
— lim at ao =. \aa 
~iin ff i, ( 1) SBE ge dA 


Am 
= lim Haff farce) omvrttttaeaa 
imo 2H 3 oo . 


1) H. Hahn 2, S, 458—461. 
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ni wi f; 
. 18 ®. 
=lim | dF(v) fats J f eee erai] ) 
=es oo , ' 

= { dF (v)9,(u, »), *) | 
wobei zur Abkiirzung: F 
(13) 9, ( inom gig f [sean di 


gesetzt wird. Eine leichte Umformung ergibt: 








ete) 

2 

: 2 
(18.1) pr(u,0)—= + f (S*)'au 
i 

2 
und daraus erhalten wir: 
(14.1) |¢,(u,v) <1 fiir jedes 2, u,v 





8) Bei der vorgenommenen Vertauschung der Integrationsfolge stiitzen wir uns 
auf den folgenden bekannten Satz: Wenn fir arb und cloy<d f(xy) eine 
stetige Funktion von z,y ist und wenn g(x) und y(y) von endlicher Variation sind, 
dann ist: 


b d d b 
Jade 2) Sav (y) f(2y) = Sav(y) Sao (2) f (ay). 


14) Hiermit sind wir zum singuliren Integrale angelangt, dessen Kern: 


(w+) 
e's 


P1(H- v)=+ f (ae) au 


(vo—z) 
ye 
zu dem Burkillschen: 


mw (o+2) 


Pol» v)=+ f tema) du 


au (o-2) 
in demselben Verhiltnisse steht, wie der Fejérsche Kern zum Dirichletschen in der 
Theorie der Fourierschen Reihen und Integrale. Wahrend der Burkillsche Kern im 


Unendlichen von der Ordnung o(=) ist, so ist der von uns betrachtete Kern von der 
Ordnung o(5 >) und diese Eigenschaft werden wir hier ganz auswerten. Eine andere 


Eigenschaft, daB y, (u,v) fiir jedes » von endlicher Variation ist in [— 00, 00] niitzen 
wir jetzt nicht aus, und das léSt die Méglichkeit offen, die Umkehrsiitze zu verschirfen, “ — 
indem nur das Vorhandensein einseitiger Grenzwerte von F(z) im Endlichen gefor- 4 
dert wird. 
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(14.2) fiir v > x ist: 


1 





19, (m, v)| <-- 


* p(v— 

(14.3) bei festem x konvergiert mit cat mw der Kern ¢,(u,v 

gleichmaBig in jedem Intervalle a<v< b, sobald |v — x|>64 (6 fest). 
Wir zerlegen nun das singulare Integral J(u, 2) in drei Teile: 


-5 2+5 @ 


(15) J(u, x )= far(oyn(uso)=[+J+f— J+J, +d. 


Zunachst betrachten wir J,; bei festem 65> 0 existiert nach (9.4) das 
Integral : 





’ |\dF(v)| 
v? 
und daher ist nach (14.2): 
00) a= farvoninn molt fete) -o(4) 
a+ a+é 


Nun kann man, bei vorgegebenem ¢ > 0, 1. ein 6 = 6(e) so bestimmen, dab: 
|\F(é)— F(z+0)|<e fir r<ESx+i, 
|F(ez—0)—F(é)|<e fir r—dSE<zz 


und 2. kann erreicht werden, da8 fiir alle «>j,(e,5) folgende Be- 
ziehungen erfiillt sind: 


(17) 


(18. 1) \Js|<e, 
(18.2) |p,(u,v)—1|<e fir 0S vg2r—6, 
(18. 8) |, (Hs x) —3|\<e. 


Auf Grund von (17) und (18.3) erhalten wir fiir J,: 

z+ 

F 0) — F(zx—0 
J, = { dP(v)—y(u, v) = 2LEFO= PERM + (6), 

2-4 
Zufolge der Voraussetzung, daB F(0)=0, und wegen (17) und (18. 2) 
bekommt man: 

z—s 


J, = [dF (v) 9,(u, 0) = F(x — 6) + O(c) = F(z — 0) + O(e). 
Es ist also: 





J(u, 2) = ett) re -) + O(e), 


und somit ist die Umkehrformel (10. . bewiesen. Ganz analog geht man 
beim Beweise der Umkehrformel (11.1) vor. 
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§ 2. 
Beweis des Eindeutigkeitssatzes. 


Es sei das nachstehende verallgemeinerte trigonometrische Integral : 
(19) J [d®(n) cos px + d¥(u) sin wx) 
5 


vorgelegt, wobei vorausgesetzt wird: Es seien ®(u) und ¥() in [0, co] 
definierte Funktionen, welche in jedem endlichen Intervalle von endlicher 
Variation sind; ferner sei (0) = ¥(0)=0 und: 


ut 


(19. 1) lim f |d@( 1)| = tim f|a%(u)|=0. 


A=@ mw 
Frage. Wann ist das wantin Sissond (19) ein verallgemeinertes 
Fourierintegral, d. h. wann gibt es eine bis auf Nullmengen eindeutig 
bestimmte Funktion f*() in [— co, 00], so daB ®(u) und Y(m) zu ihr 
als Fouriersche Transformierte im Sinne der Bildung (1) gehéren? 
Wir behaupten nun den Satz: 


Satz I. Sind die Unbestimmtheitsgrenzen des verallgemeinerten tri- 
gonometrischen Integrals (19): 
G(x)=lim J(u, 2), 


(20) ig Hp.d)< | 140i nonne+@inldanel 
g(x) =lim J(u, x), Ff 


in [— co, co] beinahe iiberall**) endliche, in jedem unendlichen Intervalle 
integrierbare Funktionen, die im Unendlichen die Eigenschajft (U) besitzen, 
dann ist (19) ein verallgemeinertes Fourierintegral. 

In dem obigen Satze ist insbesondere die sinngemaBe Verallgemeine- 
rung des Cantorschen Satzes enthalten, welche folgendermaBen lautet: 


Satz I’. Konvergiert das verallgemeinerte trigonometrische Integral 
(19) beinahe iiberall gegen Null, so verschwinden die Funktionen D(,) 
und ¥(u) in [0, co]. 

5) Beinahe iiberall bedeutet iiberall mit Ausnahme einer Menge, die keinen per- 
fekten Teil enthilt; diese Mengen sind aber als Borelsche Mengen nach Hausdorff 
(Math. Annalen 77 (1916), S. 430—486) und nach Alexandroff (C. R. 162 (1916), 
S. 8323—325) abzahlbar. — Es wire interessant zu untersuchen, inwiefern die Giiltig- 
keit der obigen Satze erhalten bleibt, wenn man nicht abzilJbare Mengen als Aus- 
nahmemengen zulaBt. Es liegt zufolge einer in den Math. Annalen erscheinenden Arbeit 
von Zyguend: »Uber die Beziehung der Eindeutigkeitsfragen in den Theorien der 
trig ischen Reihen und Integrale“ die Vermutung nahe, daB die Eindeutigkeits- 
mengen in der Theorie der verallgemeinerten’ trigonometrischen Integrale und in der 
Theorie der trigonometrischen Reihen dieselben sind. [Die Arbeit Zygmund ist in den 
Math. Annalen 99 erschienen. Anm. d. Red.] 
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Beim Beweise des Satzes I spielen einige bekannte Hilfssiitze eine 
wichtige Rolle, die wir sogleich anfiihren wollen. 


Hilfssatz I**). Hs sei f(x) eine im Intervalle [a, b] beinahe iiberall 
endliche, integrierbare Funktion und F(x) eine in [a, b| stetige Funktion, 
so daB beinahe iiberall die Ungleichung besteht: 


(21) lim vies OO sre) 5 PGSM SAGE NIE), 


=o h* 











ferner erfiille F(z) im Intervalle [a, 5] fiir jedes x die Bedingung: 
(21.1) Nee OEE Fie eS 

h=0 
dann ist: 


P(z)—= ff (t)atdy + Ax + B. 


Hilfssatz II*’). Hs sei V(t) eine in [0,00] definierte Funktion, 
die in jedem endlichen Intervalle von beschrankter Variation ist; ferner 
sei u(t) eine in [0,00] beschrankte, stetige Funktion. Ezxistiert nun der 
Grenzwert : 


lim J(u)=8, J(u) = fu(s)av(e), 
80 tat: yi 
X sin th\? 
im f (5) u(r)dV(t)=s. 


Hilfssatz III. (Verallgemeinerung des Hilfssatzes II.) He set V(r) 
und u(t) wie vorher definiert. Existieren die endlichen Limites: 


lim J(u)=@, lim J(u) =g, 


K=@ 








G+ G- Ff rsinehy* — {sin shy* 
or .. 52 Slim { ("2 ) u(r) a(x) < lim f ("5 ) u(t)dV(r) 
ti) 0 
G G— 
sat + uy! 
(M bedeutet eine von w(t) und V(r) unabhangige Konstante). 
Hilfssatz 1V"*). Hs set V(t) und u(t) wie vorher definiert. Ist ferner: 
etl 


lim f|dV(r)|=0, 


uO uw 


18) Ch. J. de la Vallée-Poussin 1, 8. 711. 
17) B. Riemann 1, 8. 246—247. 
18) B. Riemann 1, 8. 248. 











limb F(ancmy® u(t) dV(r) =0 


Wir wenden uns nun dem Beweise des Eindeutigkeitssatzes zu und 
bilden: 


ua\* 
(22) F(z)= 2/404 (=) 


2 
(23) = 2 farw ee ae 2 fern oss 
und setzen: 
(24) F(z)= F,(z)+ F, (2). 





Die so definierte Funktion F(x) ist eine direkte Ubertragung der 
Riemannschen Funktion F(xz)**) aus der Theorie der trigonometrischen 
Reihen in die der verallgemeinerten trigonometrischen Integrale. Aus den 
Voraussetzungen iiber die Funktionen ®(u) und Y() folgt, nach (22) 
und (23), daB die Funktionen F,(z) und F,() in jedem endlichen Inter- 
valle stetig sind und somit auch F(z). 


Bildet man weiter: 


F, —2h) — 
(25) Qi F, (x) = 1 (2+2h)+ F(z )—2F,(z) 











4h* , 

so ergibt sich auf Grund von (22): 

ae ‘ 
(25. 1) Qi F, (x) = j (23) d®(r)cosrz. 

6 
Ebenso bekommt man: 
’ 2 - sin th 
(25.2) Qi F,(2)= { (% ) ad (t)sintz. 

0 


Setzen wir nun: 


(26) lim Qi F, (2) = D* F(z), lim Qi F (x) = D* F(x), (¢=1,2) 
h=0 


i 
a, cosy x + b, siny x 
v? 





*) F(z) ="5 


v=1 
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so erhalten wir auf Grund des Hilfssatzes III beinahe iiberall die folgende 
Ungleichung *°): 





(27) Ge) Fale) _ yy QP) Hl) < p* (2) < D* F,(2) 


< Sle) + af) + Si) ws) 


Nach (27) sind also die zweiten mittleren Ableitungen von F,(x) ein- 
geschlossen zwischen Funktionenpaaren, die in [— co, co] laut Voraussetzung 
beinahe iiberall endlich sind, in jedem endlichen Intervalle integrierbar 
und im Unendlichen die Eigenschaft (U) besitzen. Anderseits ergibt sich 
aus dem Hilfssatze IV fiir alle 2: 





(27.1) lim2h Qh F,(2) = lim 2424) 4 F298) — 32) _ 

h=0 h=0 
und daher sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes I erfiillt, welcher be- 
sagt, daB die mittleren Derivierten D* F,(x) und D* F,(x) fast iiberall 


iibereinstimmen miissen. 


Bildet man nun: 
(28) D°F,(z)<f,(z)<SD°F,(x), D*F,(z)<f,(2) < D* F,(z) 


und setzt: 


(28.1) f* (x)= LO hie), 


so lautet unsere Behauptung: 
Die durch (28.1) definierte Funktion f* (x) ist die gesuchte Funktion, 
deren verallgemeinertes Fourierintegral das vorgelegte Integral (19) ist. 
Denn wie aus der Bildung von f*(z) hervorgeht, gehért zu 
f*(a) ein verallgemeinertes Fourierintegral im Sinne der Zuordnung (2). 
Dieses sei: 
(29) f*(x)~ f [a@* (u)cosux + dP" (x) sinu 2], 


0 





%) Es bedeutet in (27): 


G, (x) = lim fao(x)cosrz, G,(2)= Tim fae (s)sinre, 
H=Dy MEO 

G, (x) = lim fave ) costa, 0, (2) = lim fa d¥ (r)sinrz. 
M=@O 6 M=QQ 


Aus den Forderungen, die wir an die Funktionen G(x) und g(x) gestellt haben, folgt 
auch, daB G,(x) und g,(z) (i= 1, 2) denselben geniigen miissen. 


Mathematische Annalen. 100. 19 
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wobei die Funktionen ®*() und Y*(,) im Sinne von (1) gebildet werden. 
Wir haben jetzt nur nachzuweisen, daB : 


(30) D* (u) = O(n), Y*(u) = P(n). 


Und nun werden wir die im § 1 bewiesenen Saitze anwenden; zunichst 
entspricht die Bildung (22) und (23) formal der Bildung (10) und (11). 
Unsere Voraussetzungen gestatten uns iiberdies die Umkehrformel von (22) 
bzw. (23) zu verfeinern. Es ergibt sich nimlich aus dem Hilfssatze I, daB: 


Riz)= Sf i t)dtdy + A,x+B, (¢ =1, 2) 


und daraus folgt wegen (19.1) auf Grund des Tauberschen Satzes fiir 
Integrale, daB 


x 1 > 
Fi (x)= fao(x) mee: Fi(2)= fa P( 1) wreuens fa Y(m) ee. 
U 0 1 


Somit sind bei (22) die Bedingungen, die wir im § 1 an (10) gestellt 
haben, in verscharftem Ma8e erfillt und daher bekommen in Analogie 
zu (10.1) fiir (22) die folgende Umkehrformel: 


ra 
— d*F,(t) sinxt 
($1) Op) — i AA tf os hai 
0 
und daraus wegen (28) und der Bemerkung loc. cit. 10. C): 
Ti 
\ ; 2 /,\ Sin xt 
(31.1) © (u)— lim 5 [ff f,(0) 2taraa. 
vv 


Beriicksichtigt man noch, daB F,(x) = F,(— x) und F, (2) = — F,(— 2), 
so bekommt man aus (31.1): 


- 2 
1 t 
®(u) = lim 5 fac ee dtdi 
0-4 
Ti 
(32) = lim = ffm + fa(t)) ee" deaa 
— 0 —A 


=~ fr *(1) ee ada. 
rae? JJ 


pec er er yer 
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Ganz analog ergibt sich: 
T i 

(33) Y(u) = lim — ffro —— SOE asda. 

er” Ea 
In den Formeln (32) und (33) haben wir vorlaufig Analoga zu den Pollard- 
schen**) Formeln gewonnen und haben keineswegs die Tatsache benutzt, 
da8 laut Voraussetzung f*(t) im Unendlichen die Eigenschaft (U) besitzt. 
Es existieren aber zufolge der Eigenschaft (U), wie schon vorher bemerkt 
wurde, die zu f*(t) gehdérenden Transformierten: 


a 
(32.1) &* (nw) = lim 1 fro tat, 
jzo 7d 
2 
‘35 a 1- ut 
{ $8. 1) Y* (un) = lim 5 rw eee dt. 


Daher ergibt sich nach dem Permanenzsatze der Cesiroschen Summierbarkeit, 
daB die Grenzwerte (32) bzw. (33) mit den Grenzwerten (32.1) bzw. 
(33.1) iiberemstimmen miissen, und daraus folgt, daB: 


®*(u)—= O(n), ¥*(u)= Pin), 


w.z. b. w. 


§ 3. 


Uber die Parsevalsche Formel. 


Im AnschluB an die vorherigen Ausfiihrungen wollen wir fiir eine Klasse 
der von uns betrachteten Funktionen eine Formulierung der Parsevalschen 
Formel angeben, deren Idee auf N. Wiener**) zuriickgeht. Formal wird 
unsere Fassung der Parseval-Formel eine solche sein, daB sie sowohl die 
Parseval-Formel fiir die Fourierschen Reihen ergibt, wenn die betrachtete 
Funktion periodisch und quadratisch integrierbar ist, sowie auch die 
Parseval-Formel fiir die Fourierschen Integrale, falls f(z) in [— 00,00} 
quadratisch integrierbar ist und auBerdem noch geeigneten Bedingungen 
im Unendlichen geniigt; iiberdies wird aber unsere Parseval-Fo-mel fiir 
eine weitere Funktionenklasse gelten, fiir die eine solche bisher nicht auf- 
gestellt wurde. 


Die in diesem Paragraphen betrachtete Funktionenklasse sei folgender- 
maBen gekennzeichnet: f(x) ist eine in [—co,cc] meBbare, in jedem 


%) §, Pollard 1, S. 458. 
*) N. Wiener 1, S. 590-598 (Theorem III). 
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endlichen Intervalle quadratisch integrierbare Funktion, die im Unendlichen 
die Eigenschaft (U) besitzt und fiir die auBerdem der folgende Grenzwert 


existiert: 


. 1 
] 
(34) Gaz seek 





T 
f (ri2))*az =@, (0<a@<l). 
T 
Aus der Voraussetzung (34) folgt nach einer leichten Rechnung, daB die 


folgenden Integrale: 
f (f(z) 
< 1 +\2 [P= 


existieren und daher erst recht das Integral: 





(f(2))" 
_ 1+2* 


Bilden wir nun in Hinsicht auf (1) die Funktionen: 


(85.1) y(n) = (u+h)— @(u—h) == f p(x) cosurdz, 


(35.2) yy(u) = P(u +h) — P(u—a) == f r(x) sinu ede, 


so bekommt man durch die Anwendung der Parsevalschen Formel fiir die 
klassischen Fourierintegrale **): 


(36) A(f,h) = * fire y)* (a) de fot) + vtlan. 


po -@ 


Nun kann man einen Satz von N. Wiener verallgemeinern, den wir 
in folgender Weise aussprechen wollen: 


Hilfssatz V™). Es sei g(x) eine integrierbare Funktion, und es sei: 


a) ot a flowiae <s (0<@<}), 
T 

b) _1_ | g(x)dz—G, (Too), 
rf 


*3) M. Plancherel 1, W. Dorn 1, S. Pollard 2, F. Riesz 1. 
*) M. Jacob 2. Fiir « =0 vgl. S. Bochner und G. H. Hardy 1, N. Wiener 2. 
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dann ist: 
. pica fi sinzh\* S15 Ie 
] dz=G.,, = . : 
— Ya Ja) th ) x a Va I'(a@+2) sin(1—e) 4 
Setzt man g(x)=(f(2))*, so ist der letzte Hilfssatz auf die rechte 


Seite von (36) anwendbar, und man bekommt die angekiindigte Parse 
valsche Formel : 











gite l-—@ 





) Ath b) _ y 
87) hm eeatte Ser M8 = Fe TR) 





sin(1—e) 5 





Fiir «= 0 bekommen wir als Spezialfall die Parseval-Formel fiir die 
Fourierschen Reihen, fiir « = 1 die Parseval-Formel fiir die Fourierschen 
Integrale. Fiir 0 < « < 1 scheint diese Formel neu zu sein. Diese Funktionen- 
klasse ist sicher nicht leer, man setze z. B. 


1 
(38) fl) = en (0<a#<1). 
Die Funktionen (38) haben nach A. Pringsheim*) im klassischen Sinne 
eine Fouriersche Integraldarstellung, sie sind aber nicht quadratisch integrier- 
bar in [— co, co]. Sie besitzen aber im Sinne der Bildungsweise (1) ein- 
deutig bestimmte Transformierte ®(u) und Y(), und daher kann ihnen 
in dem oben definierten Sinne eine Parsevalsche Formel zugeordnet werden. 
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Zur Theorie der Gesellschaftsspiele'). 


Von 
J. v. Neumann in Berlin. 


Einleitung. 


1. Die Frage, deren Beantwortung die vorliegende Arbeit anstrebt, 
ist die folgende: 


n Spieler, S,,S,,...,8,, sptelen ein gegebenes Gesellschaftsspiel ©. 
Wie mu einer dieser Spieler, S,,, spielen, um dabei ein méglichst giinstiges 
Resultat zu erzielen? 

Die Fragestellung ist allgemein bekannt, und es gibt wohl kaum eine 
Frage des taglichen Lebens, in die dieses Problem nicht hineinspielte; 
trotzdem ist der Sinn dieser Frage kein eindeutig klarer. Denn sobald 
n> 1 ist (d. h. ein eigentliches Spiel vorliegt), hangt das Schicksal eines 
jeden Spielers auBer von seinen eigenen Handlungen auch noch von denen 
seiner Mitspieler ab; und deren Benehmen ist von genau denselben 
egoistischen Motiven beherrscht, die wir beim ersten Spieler bestimmen 
méchten. Man fihlt, daB ein gewisser Zirkel im Wesen der Sache liegt. 

Wir miissen also versuchen, zu einer klaren Fragestellung zu kommen. 
Was ist zunichst ein Gesellschaftsspiel? Es fallen unter diesen Begriff 
sehr viele, recht verschiedenartige Dinge: von der Roulette bis zum Schach, 
vom Bakkarat bis zum Bridge liegen ganz verschiedene Varianten des Sam- 
melbegriffes ,,Gesellschaftsspiel* vor. Und letzten Endes kann auch irgend- 
ein Ereignis, mit gegebenen auBeren Bedingungen und gegebenen Handelnden 
(den absolut freien Willen der letzteren vorausgesetzt), als Gesellschaftsspiel 
angesehen werden, wenn man seine Riickwirkungen auf die in ihm 
handelnden Personen betrachtet*). Was ist nun das gemeinsame Merkmal 
aller dieser Dinge? 





1) Der Inhalt dieser Arbeit ist (mit einigen Kiirzungen) am 7. XII. 1926 der 
Géttinger Math. Ges. vorgetragen worden. 

*) Es ist das Hauptproblem der klassischen Nationalékonomie: was wird, unter 
gegebenen auBeren Umstinden, der absolut egoistische ,,homo ceconomicus“ tun? 
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Man darf wohl annehmen, daB es dieses ist: 

Ein Gesellschaftsspiel besteht aus einer bestimmien Reihe von Er- 
eignissen, deren jedes auf endlich viele verschiedene Arten ausfallen kann. 
Bei gewissen unter diesen Ereignissen haingt der Ausfall vom Zufall ab, 
d.h.: es ist bekannt, mit welchen Wahrscheinlichkeiten die einzelnen még- 
lichen Resultate eintreten werden, aber niemand vermag sie zu beeinflussen. 
Die tibrigen Ereignisse aber hangen vom Willen der einzelnen Spieler 
S,,8,,....8, 3. D. h.: es ist bet jedem dieser EHreignisse bekannt, 
welcher Spieler S,, seinen Ausfall bestimmt, und von den Resultaten 
welcher anderer (,,friiherer“) Ereignisse er im Moment seiner Entscheidung 
bereits Kenntnis hat. Nachdem der Ausfall aller Eretgnisse bereits bekannt 
ist, kann nach einer festen Regel berechnet werden, welche Zahlungen die 
Spieler S,,8,,..-, 8, aneinander zu leisten haben. 

Es ist leicht, diese mehr qualitative Erklirung in die Form einer 
exakten Definition zu bringer. Diese Definition des Gesellschaftsspieles 
wiirde so lauten: 

Um ein Gesellschafisspiel % vollstdndig zu beschreiben, sind die 
folgenden Angaben notwendig, die zusammen die ,,Spielregel“ ergeben: 

«) Es mu angegeben werden, wie viele vom Zufall abhdangige Er- 
eignisse oder ,,Ziehungen“ und wieviel vom Willen der einzelnen Spieler 
abhdngige Ereignisse oder ,,Schritte“ erfolgen. Diese Anzahlen seien z 
bzw. 8, die ,,Ziehungen“ bezeichnen wir mit E,, E,,..., E,, die ,,Schritte“ 
ot F,, Fa... F,. 

8) Es muB angegeben werden, auf wie viele Arten jede ,,Ziehung“ 
E, und jeder ,,Schritt“ F, ausfallen kann. Diese Anzahlen seien M, 
bzw. N, (u=1,2,...,2, »=1,2,...,8). Wir bezeichnen die betreffenden 
Resultate kurz mit thren Nummern 1, 2,..., M, bew. 1,2,..., N,. 

y) Bet jeder ,,Ziehung“ E, miissen die Wahrscheinlichkeiten 
ai, af,...,a\Mo der einzelnen Resuliate 1,2,...,M, gegeben sein. 
Natiirlich ist 

¢M>0,e2>0,..., a> 0, 
a) +@¢2+...+ a) = 1. 

5) Bet jedem ,,Schritt* F, muB erstens derjenige Spieler S,, an- 
gegeben sein, der den Ausfall dieses ,,Schrittes“ bestimmt (,,dessen Schritt*‘ 
F, ist): Sw). Ferner miissen die Nummern aller ,,Ziehungen“ und 
» Schritte“ angegeben sein, tiber deren Ausfall er im Momente seiner Ent- 
scheidung tiber F, Kenntnis hat. (Diese ,,Ziehungen“ und ,,Schritte“ 
nennen wir ,,friiher“ als F,.) 

Damit die ganze Sache médglich ist und zeitlich-kausal vorstellbar 
set, darf es keine Zyklen F,,, F,,,..., F,,, F.,,, = F,, geben, derart, dap 


Y p+ 


stets F,, ,,frither“ ist, als F,,.. (g=1,2,...,p). 
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e) SchlieBlich miissen n Funktionen f,, f,,..-,f,, gegeben sein. Jede 
von thnen ist abhdngig von z-+-s Variablen, die bzw. die Werte 


i eee Fae ee eer ee Pye 
ey Fee Se eee 


durchlaufen. Diese Funktionen haben reelle Zahlen als Werte, und es 
gilt identisch 

L+h+...+-fm8, 
Wenn nun im Laufe einer zu Ende gespielten Partie die Resultate der z 
,Ziehungen“ und der s ,,Schritte baw. 2, Lg, +++) Yys Yor++ +9 Vy 
(z,=1,2,...,M,, y,=1,2,...,N,; w=1,2,...,2, y¥=1,2,...,8) 


waren, se erhalten die Spieler S8,,8,,..., 8, voneinander*) die Summen 


AC ee vere, fe 4) ee Oe ee 
f, (2, sete Us, Yyseeer Y,): 

(Trotz der etwas langatmigen Beschreibung handelt es sich hier, wenn 
man genau zusieht, um recht einfache und klare Dinge. Ubrigens hatten 
wir die Definition in mehreren Beziehungen etwas allgemeiner fassen 
kénnen: so hitten wir z. B. zulassen kénnen, daB die M,,N, und 
a” af”... as von den Resultaten der ,,friiheren“ ,,Ziehungen“ und 
, Schritte‘‘ abhiangen, u. 4.; incessen iiberzeugt man sich leicht davon, daB 
dabei nichts wesentlich Neues herauskommt.) 


2. Mit dieser Definition ist der Begriff des Geselischaftsspieles genau 
umschrieben. Es tritt aber auch ganz klar in Erscheinung, was wir bereits 
am Anfang von 1. beriihrten, da8 naémlich die Ausdrucksweise: ,,S,, sucht 
ein méglichst giinstiges Resultat zu erzielen“ eine recht unklare ist. Ein 
fiir den Spieler S,, méglichst giinstiges Resultat ist offenbar ein méglichst 
groBer Wert von f,,, aber wie soll iiberhaupt irgendein Wert von /,, durch S,, 
,erzielt* werden? S,, ist ja allein gar nicht in der Lage, den Wert 
von f,, festzulegen! f,, hangt von den Variablen z,,...,2%,, Y,,--+» Y, &b, 
und von diesen wird nur ein Teil durch den Willen von S,, bestimmt 
(nimlich diejenigen y,, fiir die S,, den ,,Sckritt“ F, hat, d.h. Sy,)=S,, 
ist); die iibrigen Variablen hangen vom Willen der Mitspieler (namlich 
alle iibrigen y,) odér vom Zufall (namlich alle x,) ab. 

In unserem Falle ist der ,,unvoraussehbare“ Zufall noch der leichter 
zu beherrschende Faktor. In der Tat: nehmen wir an, ein f,, hinge auBer 


von jenen y,, die S,, bestimmt (Sip, =S,,), nur von den x, (die vom 


*) Die Identitat 
hthet+..-+fra=0 
driickt aus, daB die Spieler nur aneinander Zahlungen leisten, die Gesamtheit aber 
weder gewinnt noch verliert. 
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Zufall bestimmt werden) ab. Dann wird S,, jedenfalls das Folgende voraus- 
sehen kénnen: Wenn ich auf eine bestimmte Weise spiele, so habe ich die 
und die Resultate (d. i. Werte von f,,) mit den und den Wahrscheinlich- 
keiten zu erwarten (die Wahrscheinlichkeiten «;"’, «:"”, eo sind ja 
gegeben) — unabhingig davon, nach we!chen Prinzipien die iibrigen Spieler 
handeln! Wenn wir nun annehmen, da8 unter ,.giinstigstem Resultat~ 
ein méglichst hoher Erwartungswert zu verstehen ist (und diese oder eine 
ahnliche Annahme mu8 gemacht werden, um die Methoden der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung anwenden zu kénnen‘*) ), so ist die Aufgabe prinzipiell 
gelést. Denn es handelt sich um ein einfaches Maximumproblem: S,, mub 
die Werte der von ihm zu bestimmenden unter den Variablen y, so wahlen, 
da8 der (allein von diesen abhingige) Erwartungswert von f,, méglichst 
gro8 wird. 

Dieser Typus von Gesellschaftsspielen ist es, der in der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, in der sog. ,, Theorie der Gliicksspiele“ behandelt wird. Ein 
charakteristisches Beispiel hierfiir ist die Roulette: es sind k-+1 Spieler 
da (S,,...,8, sind die ,Pointeurs‘, S,,, der ,Bankier“), S,,, hat 
iiberhaupt keinen Einflu8 auf das Spiel®) und das Resultat von S.,, f,, 
(1=1,2,...,) ist allein vom Zufall und von seinen eigenen Handlungen 
abhangig °). 

Schon der Name ,,Gliicksspiele* zeigt, da} das Hauptgewicht auf die 
vom Zufali abhingigen Variablen x,, und nicht auf die vom Willen der 
Spieler abhangigen Variablen y,, gelegt wird. Aber gerade das ist es, was 
uns hier beschaftigen wird. Es soll versucht werden, die Riickwirkungen 
der Spieler aufeinander zu untersuchen, die Konsequenzen des (fiir alles 
soziale Geschehen so charakteristischen!) Umstandes, da8 jeder Spieler 
auf die Resultate aller anderen einen Einflu8 hat und dabei nur am eigenen 
interessiert ist. 


I. Allgemeine Vereinfachungen. 


1. Die in der Einleitung gegebene Definition des Gesellschaftsspieles 
ist ziemlich kompliziert, was angesichts des Umstandes, dai es beliebig 
verwickelte Gesellschaftsspiele geben kann, motiviert erscheinen mag. Trotz- 


*) Die bekannten Einwiinde gegen den Erwartungswert (die seine Ersetzung durch 
die sog. moralische Hoffnung u. a. erstreben), wollen wir unberiicksichtigt lassen: es 
sind andere Schwierigkeiten, die den Gegenstand unserer Betrachtungen bilden. 

®) Er hat es auch nicht nétig, denn auf Grund der Spielregeln gewinnt er pro 
Partie 2-70°/, nach dem Umsatz. 

®) Wie man auf Grund der vorhergehenden FuBnote vermuten wird, ist das in 
diesem Falle eindeutig zu erzielende Resultat fiir das Verhalten der Pointeurs ein 
recht triviales: sie miissen miglichst den Umsatz 0 haben, je naher sie ihm kommen, 
desto besser! 











ET 
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dem lassen sich alle in dieser Definition enthaltenen Gesellschaftsspiele 
auf eine viel einfachere Normalform bringen; sozusagen auf die einfachst- 
denkbare Form iiberhaupt. Wir behaupten namlich: 

Es geniigt, Gesellschaftsspiele folgender Art zu betrachten: 

Es ist Z=1 (d.h. es findet nur eine ,,Ziehung“ statt). 

Es ist s=mn, und zwar ist der »-te ,Schritt* der des Spielers S, 
( Si,) — S,) 

Die Relation ,,friiher* besteht nie (d. h. jeder Spieler muB seine Dis- 
positionen treffen, ohne etwas iiber die anderen oder die ,,Ziehung* zu 
wissen). 

Das Spiel verlaiuft also so: Jeder Spieler S,, (m= 1, 2,...,) wahlt 
eine Zahl 1, 2,..., N,, aus, ohne die Wahlen der itbrigen zu kennen; und 
dann findet eine Ziehung statt, bei der die Zahlen 1,2,..., M mit den 
Wahrscheinlichkeiten «,,@,,...,@¢3, herauskommen kénnen. Die Resultate 
der Spieler sind (wenn die ,,Ziehung“ und die n ,,Schritte“ x, y,, Yq, «++5 Yn 
ergaben): 

f, (x, Yi» +029 Yn) f, (x, Yrs +++ Un)» re fy (®s Yrs math Yn) 

DaB diese scheinbar sehr weitgehende Einschrankung der Méglichkeiten 
in Wahrheit keine wesentliche ist, kinnen wir so einsehen: 

Die ,,Schritte* des Spielers S,, (die mit Sip, = S,,) seien diejenigen 
mit den Nummern »{”, »”,..., 7”. Es ist klar, daB die Annahme, S,., 
kénnte schon vor Beginn des Spieles sagen, welche Wahlen er bei diesen 
Schritten treffen wird, eine unstatthafte ist; d. h. eine Beschrinkung seiner 
Willensfreiheit und eine Anderung (Verschlechterung) seiner Chancen mit 
sich bringt. Denn der EntschluB von S,, bei jedem dieser ,,Schritte* wird 
ja im allgemeinen wesentlich dadurch beeinfluBt werden, wie die Resultate 
derjenigen ,,Ziehungen“ und ,,Schritte“ waren, von denen er im Momente 
des Entschlusses Kenntnis hat. 

Demgegeniiber darf wohl angenommen werden, daB er bereits vor 
Anfang des Spieles auf die folgende Frage zu antworten weiB: Wie wird 
der »;"-te ,Schritt“ ausfallen (k = 1, 2,..., o,,), wenn die Resultate aller 
»Ziehungen“ und ,Schritte* vorliegen, die ,,friiher“ als vf” sind? D.h. 
daB der Spieler von vornherein wei®, wie er in einer genau umschriebenen 
Situation handeln wird; daB er mit einer fertigen Theorie ins Spiel geht. 
Selbst wenn dies bei einem Spieler nicht der Fall ist, leuchtet es wohl 
ein, daB eine derartige Annahme keineswegs seine Chancen verschlechtert. 

Demgemi8 definieren wir die ,,Spielmethode“ des Spielers S,, felgender- 
maBen: 


Um die ,,Spielmethode“ eines Spielers S,, (m=1,2,...,n) voll- 
stdndig zu beschreiben, sind die folgenden Angaben notwendig: 
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S,, habe, wie a die Schritte mit den Nummern v{, vS”, ..., 7. 
Be der EntschluBfassung zum v{""-ten ,,Schritte“ (k=1,2,...,6,,) vor- 
liegend, d. h. ,,friiher“ als dieser, seien die ,,Ziehungen“ ond » Schritte“ 


(m,k) —(m,k) — (m, k) ied ym = (m, k) 
mit den bzw. Nummern fy "”, ba s+ ++ 5 Hany UNE VY”, Hy, woe, Mpck « 


Es mu dann fiir jede mégliche Kombination von Resultaten der ge- 
nannien ,,Ziehungen“ und ,,Schritte (es sind ihrer offenbar nur endlich 
viele méglich) angegeben werden, wie der EntschluB von S,, tiber den 
vf"-ten ,,Schritt* lauten (d.h. wie dieser Schritt ausfallen) wird. 


Man sieht sofort, daB es fiir S,, nur endlich viele Spielmethoden gibt, 
wir bezeichnen diese mit 6{”’, S{”, ..., 63”. 

Nun zeigt man offenbar ganz leicht (und dabei kommt die Annahme 
von Einleitung 1., Definition des Gesellschaftsspieles 4, iiber das Fehlen von 
Zyklen zur Anwendung), daB der Verlauf des Spieles auf eine mégliche 
und eindeutige Weise beschrieben ist, wenn angegeben wird: 

1. Welcher ,,Spielmethoden*« S”,S’,...,S™ sich bew. die Spieler 
S,, S,,..-, 8, bedienen. 

2. Was die Resultate der ,,Zichungen“ E,, E,,..., E, sind. 

Man beachte dabei die zwei folgenden Umstinde: Erstens liegt es im 
Wesen des Begriffes der ,,Spielmethode“, daB alles, was ein Spieler iiber 
die Handlungen seiner Mitspieler und dem Ausfall von ,,Ziehungen“ er- 
fahren oder folgern kann, bereits innerhalb der ,,Spielmethode* Beriick- 
sichtigung findet. Folglich mu8 die Wahl der Spielmethode selbst bei 
jedem Spieler in absoluter Unkenntnis der Wahlen der iibrigen Spieler 
und der Resultate der ,,Ziehungen“ erfolgen. 

“whee” ist hierdurch das —— Erfolgen der Ziehungen 
E,, E,, ..-, H, (wobei bei £,, w=1,2,...,Z, die Zahlen 1,2,..., M, 
mit den ang Wahrecheinlichkeiten = a), eR aie herauskommen kénnen) 
ganz gleichgiiltig geworden: die Spicler miissen ja unabhangig davon handeln, 
d. h. ihre ,Spielmethoden* wihlen. Dann hindert uns aber nichts, diese 
z Ziehungen zu einer einzigen Ziehung H zusammenzuziehen, wobei die 
Zahlenkomplexe 


Big Mics sean MH, (2, =1,2,..., M,, p=1, 2,...,2) 
mit den bzw. Wahrscheinlichkeiten «,*” -«{....-«{** herauskommen kénnen; 
oder was dasselbe ist: die Zahlen 1, 2,..., M(M= M,-M,:...-M,) mit 
den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten, die wir £,, B,,.-., As nennen 


wollen. é 
Wir kénnen also 2. folgendermaBen modifizieren : 
2’. Es muB angegeben werden, was das Resultat der ,,Ziehung* H ist. 


(H kann die Resultate 1,2,...,M mit den bew. Wahrscheinlichkeiten 
B,, By, «++» Bue haben.) 
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Nun sind die in 1. angegebenen Wahlen der Spieler S,, S,,..., 8 


(als Schritte‘ aufgefaBt) und die in 2’. angegebene ,,Ziehung“ (unter Be- 
riicksichtigung des Umstandes, da8 jeder ,Schritt“ in absoluter Unkenntnis 
der iibrigen Umstinde erfolgt) dem urspriinglichen Gesellschaftespiele 
vollkommen 4quivalent; und sie bilden ihrerseits offenbar ein Gesellschafts- 
spiel @’, das in der Tat von der am Anfang dieses Paragraphen erwahnten 
einfachen Form ist. 

2. Als letztes, von unserem Gesichtspunkt aus unwesentliches Element 
soll jetzt auch noch die ,,Ziehung“ aus dem Spiele eliminiert werden; das 
geschieht dadurch, da8 wir an Stelle der tatsichlichen Ergebnisse fiir die 
einzelnen Spieler ihre Erwartungswerte betrachten. Genauer: 

Wenn die Spieler S,, S,,..., 8, die ,,Spielmethoden“ 


o®.62.....6 (w,,=1,2,...,5,, m=1,2,...,n) 


wahlten (wir kénnen iibrigens bereits davon absehen, daB es sich um ,,Spiel- 
methoden“ und nicht um eigentliche ,Schritte‘ handelt, und einfach von 
den Wahlen u,,u,,...,u, sprechen), und bei der ,,Ziehung* H die Zahl 
v(=1,2,...,M) herauskam, so seien die Ergebnisse fiir die Spieler 
S,, 8,,-..,8, baw. 


AC. oer eae Soe eae ee 


Wenn nun nur die Wahlen u,, u,,..., u,, bekannt sind, die ,,Ziehung* v 
aber noch nicht, so sind die Erwartungswerte der f,, f,,..., f,, diese: 


Go -+05 My) = S Baha, %,,-.-,%,) (ms =1,2,..., 9) 


(Aus f, +f, +...+f, =0 folgt g,+9,+...+ 9, =0.) Es ist ganz im 
Geiste der Methode der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wenn wir von der 
»Ziehung“ iiberhaupt absehen und so tun, als ob es nur auf die Erwartungs- 
werte g,,9,,---,g, ankime. Damit gewinnen wir aber den folgenden, 
noch weiter schematisierten und vereinfachten Grundtypus des Gesellschafts- 
spieles. 

Jeder der Spieler 8,,8,,..., 8, wahlt eine Zahl, und zwar S,, eine 
der Zahlen 1,2,..., 2,7) (m=1,2,...,). Jeder hat seinen Entschlup 
zu fassen, ohne tiber die Resultate der Wahlen seiner Mitspieler Kenntnis 
zu haben. Wenn sie die Wahlen 2,,2,,...,%, getroffen haben 


*) Wir kénnten auch noch alle X,, gleich machen, indem wir ein = annehmen, 
das nicht kleiner ist als irgend ein 5,,, und jedesmal den %,,-ten Fall in 2—2,+1 
Unterfille weiter teilen, von denen jeder genau dieselbe Wirkung hat, wie der ur- 
spriingliche. Diese Vereinfachung ist aber unwesentlich. 
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(x, = 1,2,...,2,, m=1,2,...,m), so erhalten sie bzw. die folgenden 
Summen: 

at er 2 eee Se .) eee 2s 
(Dabei ist identisch 9, +9, +... +9, =9.) 

Damit ist diejenige Form der Spielregel erreicht, die (trotzdem sie, 
wie wir soeben zeigten, im wesentlichen nichts an Allgemeinheit verloren 
hat ), nur noch die fiir uns wesentlichen Merkmale des Gesellschaftsspieles 
zeigt. Vom ,,Gliicksspiel* ist nichts mehr da: die Handlungen aller Spieler 
bestimmen das Resultat restlos (weil ja so operiert wird, als ob es ein 
jeder von ihnen nur auf den Erwartungswert abgesehen hatte). Aber dafiir 
tritt das am Ende der Einleitung hervorgehende Prinzip in voller Schirfe 
in Erscheinung: jedes g,, hangt von allen z,, z,, ..., 2, ab. 

Der aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannte Fall: g,, hangt nur 
nur von 2, ab (was natiirlich nicht fiir alle m eintreten kann), erscheint 
nun als vollkommen trivial. 


Il. Der Fall n=—2. 


1. Weiter kénnen wir zunachst in der bisherigen Allgemeinheit nicht 
kommen, es erweist sich vielmehr als zweckmiBig, jetzt den einfachsten 
Fall fiir n zu betrachten. Der Fall n= 0 ist sinnlos, der Fall n= 1 
(wegen g,-+...-+g, = 90) ebenfalls, beidemal ist kein eigentliches Ge- 
sellschaftsspiel vorhanden. Es ist also der Fall mn = 2, der nun in Frage 
kommt. 

Da g,+9,= 0 ist, kann g,—g, g,= —g gesetzt werden. Dann 
lautet die Beschreibung des allgemeinen 2-Personen-Spieles so: 

Die Spieler 8,,8, wahlen irgendwelche der Zahlen 1,2,..., 2, bzw. 
1,2,..., 2, und zwar jeder ohne die Wahl des anderen zu kennen. Wenn 
sie die Zahlen x bzw. y gewdhit haben, so erhalten sie die Summen 
g(x,y) baw. —g(z, y). 

Dabei kann nun g(z,y) jede beliebige Funktion (definiert fiir 
z=1,2,...,2,, y= 1, 2,..., 2!) sein. 

Es ist leicht, sich ein Bild von den Tendenzen zu machen, die in 
einem solchen 2-Personen-Spiele miteinander kampfen: Es wird von zwei 
Seiten am Werte von g(x,y) hin und her gezerrt, nimlich durch §,, 
der ihn méglichst gro8, und durch S,, der ihn méglichst klein machen 
will. S, gebietet itiber die Variable x, und S, iiber die Variable y. Was 
wird geschehen ? : 

2. Wenn S, die Zahl x (x=1, 2,...,2,) gewahlt hat, so hiangt 
sein Resultat g(x,y) auch noch von der Wahl y des S, ab, ist aber 
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jedenfalls > Min, g(x,y). Und diese untere Grenze kann durch geeignete 
Wahl von x gleich Max, Min, g(2, y) (und nicht gréBer!) gemacht werden. 
D.h. wenn S, es will, so kann er g(x, y) (unabhangig von S,!) jeden- 
falls 
= Max, Min, g(x, y) 
machen. Ebenso zeigt man: wenn S, es will, so kann er g(z, y) (un- 
abhingig von S,!) jedenfalls 
< Min, M ; 
machen. = pre (8 8) 
Wenn nun 
Max, Min, g(x, y)= Min, Max, g(x, y) = M 
ist, so folgt aus dem Obigen, sowie daraus, daB S, das g(x, y) méglichst 
groB und S, es méglichst klein machen will, daB g(x,y) den Wert M 
haben wird. Denn S, hat das Interesse, es gro8 zu machen, und kann 
verhindern, daB es kleiner als M wird; S, hingegen hat das Interesse, 
es klein zu machen und kann verhindern, daB es gréBer als M wird. 
Folglich wird es den Wert M haben. 
Nun ist zwar allgemein 


Max, Min, g(x, y) < Min, Max, g(z, y), 


aber es besteht keineswegs stets das —-Zeichen. Es ist vielmehr leicht, 
solche g(x,y) anzugeben, bei denen das <-Zeichen gilt, wo also diese 
Uberlegung versagt. Das einfachste derartige Beispiel ist das folgende: 


== =,=2, g(1,1)= 1, g(1,2)=—-—1, 
g(2,1)=—1, g(2,2)— 1. 
(Es ist offenbar Max Min = —1 und Min Max = 1.) 


Zin anderes Beispiel ist die sog. ,,Morra“ *): 


2,==,=3, g(l,l)= 0, g(1,2)— 1, g(1,3)—=—1, 
g(2,1)=—1, g(2,2)= 0, g(2,8)=— 1, 
9 (3, 1) = 1, 9(3,3)= —1, 9 (3, 3) = 0. 

(Auch hier ist Max Min = —1 und Min Max = 1.) 


DaB diese Schwierigkeit auftritt, kann man sich auch so klarmachen: 
Max, Min, g(x, y) ist das beste Resultat, das S, erzielen kann, wenn 
ihn §, vollkommen durchschaut: wenn S,, sooft S, x spielt, ein solches y 


*) Auch ,,Verbrecher-Bakkarat“ oder ,Knobeln“ genannt. In der iiblichen For- 
mulierung heiBen 1,2,3 ,Papier“, ,Stein“, ,Schere“ (,,Papier verdeckt den Stein, 
Stein schleift die Schere, Schere schneidet das Papier“). 
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spielt, das g(x, y)= Min, g(x,y) wird. (Auf Grund der Spielregeln 
durfte S, nicht wissen, was S, spielen wird, er muBte also aus anderen 
Griinden wissen, wie S, spielt, das ist es, was wir mit ,durchschauen“ 
andeuten wollen.) Ebenso ist Min, Max, g(x, y) das beste Resultat, das S, 
erzielen kann, wenn ihn S, durchschaut hat. Wenn die beiden Zahlen 
gleich sind, so bedeutet dies: es ist gleichgiiltig, welcher von den beiden 
Spielern der feinere Psychologe ist, das Spiel ist so unempfindlich, daB 
immer dasselbe herauskommt. Es ist kiar, daB dies bei den beiden an- 
gefiihrten Spielen nicht der Fall ist: hier kommt alles darauf an, den 
Gegner zu durchschauen, zu erraten, ob er 1 oder 2 (bzw. 1, 2 oder 3) 
wahlen wird. 

Die Verschiedenheit der zwei GréSen Max Min und Min Max bedeutet 
eben, daB von den zwei Spielern S, und 8S, nicht jeder gleichzeitig der 
kliigere sein kann. 

3. Es gelingt aber trotzdem mittels eines Kunstgriffes, die Gleichheit 
der zwei oben erwahnten Ausdriicke zu erzwingen. 

Zu diesem Zwecke werden die Verhaltungsméglichkeiten der Spieler 
S,, S, folgendermaBen erweitert: Es wird von S, nicht verlangt, da8 er 
sich am Anfang des Spieles fiir irgendeine der Zahlen 1, 2,..., 2, 
entscheide. Er soll nur 2, Wahrscheinlichkeiten 


&,,§,; 79%9 és, (é,=0, &20,...,é%, 20, &+&é+...+é:,=1) 


angeben und sodann die Zahlen 1, 2,..., 2, aus einer Urne mit den Wahr- 
scheinlichkeiten &,, &,...,é», ziehen. Er wahlt dann die gezogene Zahl. 
Dies scheint zwar eine Beeintrachtigung seines freien Entschlusses zu sein: 
denn nicht er bestimmt z; ist es aber nicht: denn will er unbedingt ein 
bestimmtes z haben, so kann er §,—1, & =—0 (fiir w+ 2) festsetzen. 
Demgegeniiber schiitzt er sich gegen das ,,.Durchschaut-werden*: denn wenn 
etwa ¢,=¢,=—} ist, so vermag niemand (selbst er nicht!) vorauszusagen, 
ob er 1 oder 2 wihlen wird! 

Ebenso soll S, verfahren: auch er wahlt nur >, Wahrscheinlichkeiten 
Ny» Ng» +++» 2, und verfahrt entsprechend. 

Die Gesamtheit der ¢,,&,,...,&:, wollen wir mit ¢ und die Gesamt- 
heit der 7,, ,,..., yz, mit 4 bezeichnen. Wenn S, é und S, » wahlt, 
so hat S, den Erwartungswert 


ys 
-5 


A(é, n) — p> S9(p, 9) Fy %q 
p=1 q=1 
und S, den Erwartungswert —h(é, 7). Die neue Funktion h(é, 7) um- 
faBt die alte g(x,y) offenbar im folgenden Sinne: wenn &, = n, =1 und 
&,=7,= 0 (fiir u+2, v+y) ist, so ist h(é,)=—g(zx, y). 
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Nun kénnen’ wir fiir h(&,) genau dieselben Uberlegungen anstellen, 
wie vorhin fiir g(x,y). Wenn S, £ gewihlt hat, so ist sein Erwartungs- 
wert mindestens Min, A(£, 1); er kann also den minimalen Erwartungs- 
wert Max. Min, h(&, ») (unabhangig von S,!) erzwingen. Ebenso kann 8, 
verhindern, da8 der Erwartungswert von S, den maximalen Wert 
Min, Max. h(&, 1) tibersteigt. Wieder ist 


Max. Min, h(¢, ») < Min, Max. h(é, ), 


und es fragt sich, ob stets das —-Zeichen gilt. 

Man beachte, de} wir diesmal bessere Aussichten haben als bei 
g(x,y): denn g(x,y) konnte irgendeine Funktion sein, waihrend h(é, 7) 
eine Bilinearform ist! Trotzdem also h(&,) eigentlich eine Verallge- 
meinerung von g(x. y) ist, ist es als Funktion von viel einfacherem Typus 
als dieses. In der Tat werden wir im Abschnitt 3 beweisen, daB die 


Relation 
Max, Min, h(é, ») = Min, Max, h(§, 1) 


(Max. erstreckt tiber alle € mit §,>0,...,éy,20, &é,+...+éy,=1, 
Min, erstreckt iiber alle » mit 4,>0,...,s,20, 9, +...+9z,=1) 
fiir alle Bilinearformen h(&, 7) besteht. 


4. Wir setzen (unter Vorwegnahme des Resultates) 
Max, Min, h(§, y) = Min, Max. h(&, ) = DM. 


Die Menge derjenigen &, fiir die Min, h(¢, 1) seinen Maximalwert M an- 
nimmt, sei %; die Menge derjenigen 4, fiir die Max. h(§,) seinen 
Minimalwert JJ annimmt, sei B. Aus diesen Definitionen folgen dann 
die folgenden Relationen ohne weiteres: 


1. Wenn 5 zu A gehdrt, so ist stets hi f,n) > M. 
2. Wenn » zu B gehort, so ist stets k(=,) < M. 
3. Wenn & nicht zu U gehdrt, so gibt es etn » mit h(&,1)< M. 
4. Wenn » nicht zu BS gehort, so gibt es ein & mit h(&,)> M. 
5. Wenn & zu M und » zu B gehdrt, so ist h(E, ny) = M. 

Auf Grund dieser Relationen 1. bis 5. ist man wohl berechtigt zu 
erkliren : 


S, bzw. S, muf jedenfalls einen zu U gehdrigen Komplex & bzw. einen 
zu B gehorigen Komplex » wdhlen, einerlei welchen. Eine Partie hat 
fiir S, bew. S, den Wert M bzw. — M. 

Ein 2-Personen-Spiel ist offenbar als ,,gerecht“ zu bezeichnen, wenn 
M= 0 ist; und als .symmetrisch*, wenn die Spieler S8,,S, dieselben 
Rollen haben. D.h. wenn bei Vertauschung von & und » (dies setzt 


Mathematische Annalen, 10, 20 
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natiirlich 5, >, voraus) sich auch h(é,7) und —A(é, 4) vertauschen, 
also wenn 

h(E, 4) = — h(n, €) 
oder, was dasselbe ist, 

g(z,y)= —g(y, 2) 
ist, Also: wenn die Bilinearform A(é, 7), oder auch die Matrix g(z, y), 
schiefsymmetrisch ist. In diesem Falle ist es natiirlich auch ,,gerecht“, 
was man so einsehen kann: 


— Max, Min, h(é, 1) = Min, Max, — h(é, 1) = Min, Max, h(m, &) 
= Min, Max, h(£, 7), 
d. h. 
—M=M, M=0"). 


Man iiberzeugt sich leicht, da8 in unseren zwei Beispielen (in 2.) 
M=0 ist, und zwar umfaSt MW nur &, = &,==} baw. &, = &,=—, =}, 
und 8 9, =, =} bzw. »,=7,=7,=}. D.h.: beide Spiele sind ge- 
recht (die ,Morra“ ist sogar symmetrisch), und in beiden mu8 jeder 
Spieler alle Zahlen durcheinander wahlen, und zwar alle mit der gleichen 
Wabrscheinlichkeit. 

Es ist vielleicht nicht uninteressant, noch auf den folgenden Umstand 
mit Nachdruck hinzuweisen. Trotzdem im Abschnitte 1. der Zufall (durch 
die Einfiihrung der Erwartungswerte und Streichung der ,,Ziehungen“) aus 
den zu betrachtenden Gesellschaftsspielen eliminiert wurde, ist er hier 
wieder von selbst aufgetreten: selbst wenn die Spielregel keinerlei ,,hazarde“ 
Elemente enthalt (d.h. Ziehungen aus Urnen) — wie etwa die beiden 
Beispiele aus 2. —, ist es doch unumginglich notwendig, das ,,hazarde“ 
Element, bei der Angabe der VerhaltungsmaBregeln fiir die Spieler, wieder 
in Betracht zu ziehen. Das Zufallsabhangige (,,hazarde“, ,,statistische“ ) 
liegt so tief im Wesen des Spieles (wenn nicht im Wesen der Welt) be- 
griindet, daB es gar nicht erforderlich ist, es durch die Spielregel kiinst- 
lich einzufiihren: auch wenn in der formalen Spielregel davon keine Spur 
ist, bricht es sich von selbst die Bahn. ; 


*) Dabei ist Max Min = Min Max beniitzt worden, d. h. unser relativ tiefer Satz 
iiber Bilinearformen. Trivial, d. h. aus Max Min < Min Max, folgt hier offenbar nur 


Max Min< 0, Min Max >0. 


Wiahrend der endgiiltigen Abfassung dieser Arbeit wurde mir die Note von 
Herrn E. Borel in den Comptes rendus vom 10. Jan. 1927 (Sur les systémes de formes 
linéares ... et la théorie du jeu, S. 52—55) bekannt. Borel formuliert die auf Bilinear- 
formen beziigliche Frage fiir ein symmetrisches 2-Personen-Spiel und stellt fest, daB 
keine Beispiele fiir Max Min < Min Max bekannt sind. 

Unser vorstehendes Resultat beantwortet seine Fragestellung. 
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III. Beweis des Satzes Max Min = Min Max. 
1. Wir andern etwas unsere Bezeichnungen ab, indem wir fiir 21 23 
bzw. M+1, N-+1 schreiben, und fiir g(p, q) «,,- Wir haben dann: 
s N+1 
h (é, n)= — 2 2% ot "q ° 
Infolge der Bedingungen 


Et... témtéunr=1, a t+--- tonto =!1 


ist der Komplex é bereits durch é,,...,& bestimmt, und ebenso der 
Komplex » bereits durch ,...,y- Es ist dann (wir haben keinen An- 
laB, die Koeffizienten zu ws, PY: 


M N 
h(é, = = y Saf, fis 1 2 Ep tel +1 
= q= 


Wir werden auch via nur einen Teil benutzen, indem wir stetige 


Funktionen zweier Variablenreihen f(¢, 7) mit der folgenden Eigenschaft 
untersuchen werden: 


(K). Wenn f(&',) =A, f(€",n) SA ist, 80 ist auch fiir jedes 
0O<b<1, F=82'+(1- 8g" (d.h. &=08+(1—8)&, p=1,2,..., M) 
f(&,n)>A. Wenn f(&,') <A, f(&,") <A tat, so ist auch fiir jedes 
0<9<1, n= +(1—8)n” (dh. ng= Ong +(1—#)n7, g=1,2,..., N) 
f(&,n) SA. 

(DaB das sowohl in den & wie in den 7 lineare h(é, 7) diese Eigen- 
schaft (K) hat, ist klar.) Fiir diese Funktionen f(&, 7) werden wir be- 
weisen : 


Max, Min, f (&, ) = Min, Max, f(&, 7), 


wobei Max, iiber §,>0,..., fy 20, & +...+éy 1 und Min, iiber 
9, 29,--+5 My SO, ny t+--»+my Sl mu erstrecken ist. Dies kénnen 
wir auch so schreiben: 


Max;, Max;,... Max; Min,, Min,,... Min, f(é, 1) 


§&,20 §20 er 1,29 1,20 nyo 
6,51 &,+6,51 &,+...+5uS1 51 ay +0951 2, +---+0ySl 

== Min,, Min,,.. Mir, Max, Max;,... Max;, f(, 1). 
7,29 %%20 ny29 &20 §&20 Ey 20 


451 ny tngS1 2,+---+nyS1 §51 §, +851 §, +... +881 
2. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein: 
M™ f(E,,- +03 & 9 May eee Me) = Maxe, f(&,, npn a ert & 
Eit...+&rS2 
M™ (E55 «<< Es My oes Me) = Ming, f (Ey, «+2 Fs Mas oo +s Me) 


mt.-+0e9S1 
20* 
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Wie man sieht, hebt M* bzw. M” die Abhiangigkeit des f von ¢ bzw. 7, 
auf. Wir wollen beweisen: wenn f der Bedingung (K) (in 1.) ge- 
niigt, so ist 
M* M*... M**M™ yu"... M" f 
= M"M™...M" M" M™... Mf. 
Der Beweis ist offenbar gefiihrt, wenn die zwei folgenden Behauptungen 
bewiesen sind: 
a) Wenn f=/(é,,-...,&,, My, «++, ,) Stetig ist und die Eigenschaft (XK ) 
hat, so gilt dasselbe von M*f und Mf. 
B) Wenn f=f(é,, ..-,§,5 y, +++» 9,) Stetig ist und die Eigenschaft (XK ) 
hat, so ist 
M* M™ f= M™ M* f. 


Zuerst beweisen wir «). Es geniigt aber Mf zu betrachten: fiir 
M™ f verlaufen die Uberlegungen ebenso. 
Es ist 


M* f(é,, at Gad oiicn OT Ry 6 ved Eten Oi sans OD 
om Maxy, f(&,,.-+1 Eo %ys «+09 Me)- 
&,+...+SrSl 


DaB aus der Stetigkeit von f die von f J folgt, ist klar. Es miissen noch 
die zwei Eigenschaften in (KX) untersucht werden. 
Erstens sei 


f* (&, se) ae Nis sees ":)=> A, raat sees oe Misses ") =A, 


Die f* entsprechen Maximalwerten von f in endlichen Intervallen, die, 
da f stetig ist, angenommen werden; etwa fiir & bzw. &;’. Dann ist 


f(&, sees &,, Nis «ees ”s) => A, f(y, ses & iy wees "%) = A, 
und weil f dem (K) geniigt (wir setzen &, = 0&{ + (1— 8) &’,..., &-1 
= 081+ (1—0)&1, und &, = 0g + (1— 8) 4”) 


P (Sy e0y bps Mas eeer MSA, 
Dabei folgt aus 


&>0, &+...¢&<1, &’>0, &+...¢+&' <1 
sofort 
&20, €6+...+é<S1. 


Also ist fiir das Maximum f* um so mehr 


f* (&1, “-3 -1, Niseers ") =A. 
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Zweitens sei 
f (Er) + 00s Srmte Mi eeey a) SA, O° (81s ee Srna Meee HSA. 
Wegen der Maximaleigenschaft von f* gilt fir alle & mit 
&20, &+...¢631 


dann 
1° (bas -0 03 Orr Hs oe GA FO. HOT eas 
Da f dem (K) geniigt, hat dies wieder 
F(bes cnc bothe«cn Qdga 
im = Oni + (1 — dO) ny’, ..., 1, = Ons + (1— 8) n;’) cur Folge; und da 


das fiir alle oben genannte é, gilt, 


f* (1, ooey Ep—ts Mrs eee Me) GA. 

Damit ist unsere Behauptung «) restlos bewiesen. 

3. Weiter soll nun gezeigt werden, daB stets (d. h. fiir alle &,,..., &~1, 
Mis+++ M1) M*M“f=M™"M"f ist. Wenn wir in f(é,...,é,» 
Yy>+++>,) die Variablen §&,,..., &~1, 1,--+» Ye-1 festhalten, so geniigt 
es, als Funktion von é,, , allein, offenbar auch noch der Bedingung (X). 
Es bleibt also iibrig zu beweisen (wir schreiben é, » fiir &,, 9,): 

Wenn f(é,) eine stetige Funktion ist, und wenn aus f(&’,)> A, 
(en) SA fiir & SESE" F(E,n) SA folgt, und aus f(é,') SA, 
f(§.n")SA fiir n' Sn<n" £(§,n) SA folgt, 80 ist 

Max: Min, f(é,7)—Min, Max; f(é, 7). 
OStSa 0SnSd 055d 05550 
(Wir schreiben a und 6 fiir 1 — &; —... — &,_, baw. 1 — m, —... — me-1-) 

Die zu beweisende Behauptung kann auch so formuliert werden: Es 
gibt einen ,,Sattelpunkt“ &,, (0<& <a, OS y,<b), dh. f(&, 7) 
nimmt in 0<7 <b sein Minimum fiir » =», an, und f(é, »,) nimmt 
in 0<é<a sein Maximum fiir § = é, an. 

In der Tat ist erstens jedenfalls 


Max; Min, f (¢, 7) < Min, Max; f (¢, ), 
und zweitens folgt aus der soeben formulierten Behauptung 
Max, Min, f(£, 7) > Min, f (&, 7) =f (S0» %0) 
Min, Max, f(é, ) < Max, f(é, No) ” f (&o, No)» 
Max, Min, f(&,9) = Min, Max, f(&, 2) = f (Eos No)- 
Es gilt also, zwei &,,, von der genannten Beschaffenheit zu finden. 


also 
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— sei fest gegeben, fiir welche Werte von 7 in 0<»<b nimmt 
f(€,) sein Minimum an? Die Antwort ist leicht: Wegen der Stetigkeit 
von f ist diese Menge abgeschlossen und wegen der zweiten Voraussetzung 
iiber f (aus f(&,9")SA, f(€,9")SA folgt f(é,y)< A fir alle 
7’ <7 <7”) ist sie konvex; die einzigen abgeschlossenen und konvexen 
Zahlenmengen sind aber die Intervalle (mit Endpunkten). Diese Menge 
wird also ein Teilintervall des Intervalles 0,6 sein; wir nennen es 
K’(&), K"(é). 

Wenn » fest gegeben ist, so sieht man ebenso ein, daB diejenigen & 
in 0<é<a, fiir die f(&,7) sein Maximum annimmt, ein Teilintervall 
(mit Endpunkten) von 0, a bilden; wir nennen es L’(y), L”(n). 

Offenbar ist stets K’(f)< K”(&), L’(n)<L"(m). Ferner folgt aus 
der Stetigkeit von f(&,), daB K’(&), L’(m) nach unten, und K"(é), 
L” (y) nach oben halbstetige Funktionen sind *°). 

Nun sei wieder é* fest gegeben. Wir bilden die Menge aller ¢** 
mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt ein 7*, so daB f(é*, 7) seinen 
Minimalwert (in OS <b) in »=—7n* annimmt, und f(é, 7*) seinen 
Maximalwert (in 0 < <a) in §=&** annimmt. D.h.: die Vereinigungs- 
menge aller Intervalle L’(y*)< &** < L”(m*), wenn »* das ganze Inter- 
vall K’(é*)<Sn*< K"(é ) durchlauft. 

Im Intervalle K’(é*) << 4* < K”(é*) nimmt die nach unten halb- 
stetige Funktion L’(1*) ihr Minimum und die nach oben _halbstetige 
Funktion L”(y*) ihr Maximum an; also hat die Menge der ¢** sowohl 
ein kleinstes als auch ein gréBtes Element. Sie enthalt aber auch jedes 
dazwischen liegende &’, was man sich so klarmachen kann: Wiire das 
_ nicht der Fall, so lage jedes Intervall L’(y*), L”(y*) ganz vor oder 
ganz nach é’, und es gibe solche von jeder Sorte (die zum kleinsten bzw. 
groBten é** gehérigen). Da 7* ein Intervall durchlauft, hitten die beiden 
Sorten von 7” einen gemeinsamen Haufungspunkt 7’. Da in beliebiger 
Nahe von y’ also sowohl L’(y*)<é' als auch L”(»*)>¢& vorkommt 
(und ZL’, Z” nach unten bzw. oben halbstetig ist), muB L’(n’)<é’, 
L"(n')>é sein; dh. &’ gehért doch zu einem der Intervalle: zu 
L(y’), L"(n'). 

%”) Wir wollen den Beweis fiir K’(&) skizzieren, fiir die drei anderen Funktionen 
geht er ebenso. 

Wenn K’(£) =0 ist, ist die Behauptung trivial, da stets K’(¢)>0 ist; es sei 
also K’()>0. Fir 0S y= K’'(E)—« (e€>0) ist stets ((£, 1) + Min, f(£, 7), und 
da f(&,) stetig ist, 7 (5,7) <= Min, /(&,)—34 (fiir ein geeignetes 6>0). Wenn 
also ¢ geniigend nahe bei & liegt, so ist noch immer f(¢, 7) << Min, f(£,)—%4 
(weil sowohl f(¢, 7) ale auch Min, /(¢, 1) stetig ist); dh. f(¢, 7) nimmt sein Minimum 
(in n, fir OS n<b) in OS 4 SK’ (E)—« nirgends an. Also muB.K(¢) > K(§)—«. 
Das ist aber gerade die behauptete Halbstetigkeit nach unten. 
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Unsere &** bilden also ein Teilintervall (mit Endpuankten) von 0, a, 
wir nennen es H’(é*), H”(é*). H’(&*) ist das Minimum der L’(n*), 
H” (é*) das Maximum der L”(*), fir K’(é*)<n*< K"(é*). Man 
sieht leicht ein, daB wieder H’(é*) nach unten und H”(é*) nach oben 
halbstetig ist (dies folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von K "(é*), 
K" (&*) und L’(n*), L”(n*)). 

Wir sind offenbar am Ziele, wenn wir ein &* (0<é*<a) aus- 
findig machen kénnen, welches gleichzeitig ein &** ist, d.h. eines mit 
H’ (&*) 2” < H" (é*). 

Gibe es kein solches &*, so lage jedes Intervall H’(é*), H” (é*) 
ganz vor oder ganz nach é*, und es gibe solche von jeder Sorte (nam- 
lich €* =a bzw. *=0). Da &* ein Intervall durchlauft, hitten die 
beiden Sorten von é* einen gemeinsamen Haufungspunkt ¢’. Da in be- 
liebiger Nahe von £’ also sowohl H’(é*)<é* also auch H”(é*)>é* 
vorkommt (und H’, H” nach unten bzw. nach oben halbstetig ist), mu8 
H'(&’) < &', H"(é’)>€" sein; d.h. é’ gehért doch zum Intervalle H’( é’), 
H” ( &’) é 

Damit ist aber die letzte Behauptung (und somit auch die Behaup- 
tung £) bewiesen. Wir haben also unseren Satz restlos bewiesen. 


IV. Der Fall n =3. 


Nachdem wir in den Abschnitten II, III den Fall n= 2 erledigt 
haben, wenden wir uns dem nichst komplizierten Falle n = 3 zu. 

Es liege also ein 8-Personen-Spiel vor, das im Sinne der Beschrei- 
bung am Ende des Abschnittes I durch drei Funktionen g,,g,,g, von 
drei Variablen x, y, z(a =1, 2,...,2,, y=1, 2, ..., 24,2 =1, 2,..., 33) 
charakterisiert ist; dabei gilt identisch 


i+9+9,=9. 


Es war im Falle n= 2 méglich, den Wert einer Partie fiir jeden 
Spieler S,, S, zwingend zu bestimmen, es ergab sich: 


2, 2, . =, 2, 
Wert fiir 8, 4 Max, Min, 5 29 (p, q) §.”= Max, Min, >» Py A (p, q) EN 
p=1 q=1 p=1 q=1 


z, % _& % 
Wert fiir S, = — Min, Max, > 29 (p,9)é,,= Max, Min, & Zn? 9) Ng 
wobei gilt 

Wert fiir S,-+ Wert fir S,—0. 


Versuchen wir nun auch im Falle n = 8 die Werte einer Partie fiir 
die drei Spieler S,, S,, S, zu berechnen! Nehmen wir etwa an, diese 
Werte waren bzw. w,,w,,w,. Dann ist es klar, daB diese Werte, um 
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allgemein und ohne jede weitere Erérterung befriedigend zu sein, die fol- 
gende Eigenschaft haben miiBten: Keine zwei Spieler diirfen in der Lage 
sein, sich durch Koalition beim Spiele einen gréBeren Erwartungswert ver- 
schafien zu kénnen, als die Summe der ihnen zugeteilten ,,Werte einer 
Partie. Ferner muB w, + w,—+w,=0 sein: denn die Spieler leisten ja 
nur Zahlungen aneinander. 

Wenn aber 


Max. Min, x v x 9,(Pqr) + Go (pqr))é,.4,.= M, .; 


Max. Min, ey vi Soran + 93(P97))5,.g = Ms, 
= 1 q=1 r=1 . 


v v 


Max. Min, x VN v ig. (par) + 93(Pq7r))&,,7, = M, ; 


p=1 q=1 r=1 

gesetzt wird (die &,, bilden ein <9 von Wahrscheinlichkeiten, ebenso 
die y,; analog fiir und &,,,7,), so kénnen S, und S,, dadurch 
daB sie koalieren, ein gewéhnliches 2-Personen-Spiel gegen S, spielen 
und sich dabei (nach dem vorhin Gesagten) den Erwartungswert M, , 
erzwingen; ebenso S, und S, den Erwartungswert M,,; und S, und 8. 
den Erwartungswert M,,. Also muB 


+u,2M,,, w+, 2M,,, w,t+ue M, 5. 


1 3& 


Spr? "Qq 


w, + w, + w, = 0 
sein. Dies ist offenbar dann und nur dann méglich, wenn 


. M,.+M, + - M,, <0 
ist. 
Nun ist, wie wir in 2. zeigen werden, stets 


M, . Ba M, ; ar M, ; = 0, 


und es ist leicht, Beispiele anzugeben, wo das > -Zeichen gilt. Ein solches 
3-Personen-Spiel ist z. B. das folgende: 


2,= =,= 2, =3. Wenn es unter den x,, x,, 2, (d. h. den Wahlen 
der S,. S,, S,, wir schrieben dafiir bisher auch x,y,z) zwei solche gibt, 
dap x,=¥v, x,=m ist, so bilden u,v ein ,echtes Paar“. Es gibt offen- 
bar entweder kein echtes Paar oder ein einziges. 

Wenn es kein ,echtes Paar“ gibt, so sei g, = 9,=9,=—0. Wenn es 
ein ,echtes Paar“ gibt, so sei es u,v, und die dritte der Zahlen 1, 2,3 
set 4. Dann sei 9,=9,=1, 9,= —2. 

Bei diesem Spiele ist offenbar M, ,— M, , = M,, = 2 (irgend zwei 
koalierte S,, 48 S, kénnen, indem sie » baw. Mu sin, ein ,echtes Paar“ 
bilden und dadurch dem dritten, S,, die Summe 2 abnehmen!), also 
M, . fi M, - M, , =6>0. 
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Der Sinn des Versagens eines jeden Wertungsversuches bei diesem 
Spiele ist offenbar der folgende: Um die Summe 2 zu gewinnen, brauchen 
sich nur irgendwelche der drei Spieler zusammenzutun, sie kénnen dann 
den dritten ohne weiteres auspliindern, trotzdem die Spielregel absolut 
symmetrisch, d. h. das Spiel formal gerecht ist’*). Aus der Symmetrie 
wiirde folgen, daB der Wert fiir jeden Spieler gleich 0 sein mu8, dies ist 
aber offenbar falsch: Zwei Spieler brauchen nur zu wollen, und sie kénnen 
sich dann den Gewinn 2 verschaffen! Wie ist dieser Widerspruch aufzu- 
lésen ? 


2. Gehen wir systematisch yor. Es ist stets 


M, » + M, ; ve M, , = 0. * 


Denn es ist offenbar: 


- 

=} 

on in ¥ 
M, , = Max; Min, 


p=1 


\¢ 


. 


= (9 (Par) + 9_(P9r))e4%, 


ir 


2 


M4 


= 
" 


(auf Grund unseres Satzes iiber 2-Personen-Spiele) 
Ly B 

<a y 3 

= Min, Max, Y » 

p=lgq=ir 


a 
oy 


Meu 


(91(P97) + 9o(P9T) Eno, 


1 


r =; =; =; ~ 
= — Max, Min, ’ 3 3 93(Pqr)é,9%,> 
p=1 q=1 r=1 


wir miissen also 
Max,’ Min, 5'9s(P97)S5a% + Max, Min,» 59,(Pqr) 59M 
+ Max, Min, 5 9,(par)éer mp” SO 
beweisen, d. h. fiir alle Systeme 7’, 7)”, 7)” 
Min,» 59, (Pgr) Spot + Min, 5 g,(pqr) Sorta 
Par Pa? 
+ Min, Sg, (par) eer tip’ <0 
P,d7T 





™) Man sieht hieran, da8 unser Beispiel alles andere als ein Fall von ,,Patho- 
logie“ von Spielen ist: es ist vielmehr ein in praxi recht hiufiger und charak- 
teristischer Fall. Im Einklang damit werden wir in IV, 3. und V, 1. sehen, daB es 
sogar der allgemeine Fall des 3-Personen-Spieles ist. 

2) Inhaltlich ist dies ohne weiteres klar: S, und S, kénnen in Koalition gegen 
S, bestenfalls M,,, erzwingen, also S, fiir sich allein (gegen alle) bestenfalls — M,,, 
(wegen unseres Satzes iiber das 2-Personen-Spiel); ebenso kann S, fiir sich allein 
bestenfalls —M,,, erzwingen. Koaliert kénnen aber S, und S, bestenfalls M,,, 
erzwingen; ,]’union fait la force“, d. h. 


—M,.,—-M,3;SM2, My o+M,,,+ M29. 


2,3 = 
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Dies ist aber der Fail, es geniigt ja 


tt bor nee 


bpe° =e a» =r Te, ber = lhe Tr 
zu setzen, dann wird (wegen g, + 9g, +9, = 9) 
29s (P94) We Ha Te" + S So( PIP) Ue Ha Tn’ +S 9(PAT) Trip Me’ = 0. 
Pr GT pat x 


Da8 das Zeichen > wirklich vorkommt, haben wir gesehen, der Fall 
des Zeichens = ist also als ein ausgearteter Grenzfall anzusehen. 

Nehmen wir nun an, der Spieler S, erhebt Anspruch auf einen Ge- 
winn von w, pro Partie. Wie kann er seinen Anspruch durchsetzen? 
Offenbar auf zwei Wegen. 

Erstens kann er versuchen allein zu spielen. Dann gerat er im wesent- 
lichen in ein 2-Personen-Spiel, in dem er auf der einen Seite steht und 
S,, S, auf der anderen (koaliert). Der Wert dieses Spieles fiir ihn ist 
also — M,, pro Partie. Diese Lésung kommt also nur fiir w, < — M,, 
in Frage; nehmen wir daher w, >— M,, an 

Dann bleibt nur die zweite Méglichkeit iibrig: er mu8 versuchen 8S, 
oder S, zum Bundesgenossen zu bekommen. Da er im Bunde mit S, oder 
S, pro Partie die Summe M, , oder M,, gewinnen kann, aber davon w, 
fiir sich behalten will, so kann er S, die Summe M, ,—w, pro Partie 
als Preis des Biindnisses anbieten, und S, die Summe ‘iM, s—,. Es ist 
jedoch vollkommen ausgeschlossen, daB S, oder S, dieses Angebot annimmt, 
wenn sie miteinander verbiindet mehr als (M, ,—w,) +(M, , —w,) pro 
Partie gewinnen kénnen. D. h. wenn 


1 
(2, 4 —w,)+ (M, —w,)< M, ;, WrF (M, » + M, , se M, ;) 
ist. : 
Wir kénnen also sagen: S, hat gar keine Aussicht, einen Anspruch 
w, durchzusetzen, der 
1 
>— M,,, > 7 (mM, at M,, — M,,) 


ist. Die zweite Zahl ist > als dia erste (wegen M,, + M,,+M,,20), 
also muB jedenfalls 


1 
ws 5 (Mis + M, , = M, ) = 0, 
sein. Ebenso kann gezeigt werden: es mu8 
1 
W, S5(M, 2 + Mss — M, ,) = %,, 


woz = ( M, , + M,, — M, ,) = ®, 








hee het he Si 


Come 











| 
; 


Ce See 
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Nun sind aber diese oberen Grenzen fiir die Anspriiche der drei Spieler, 
@,, ,, #,, ohne weiteres realisierbar. Denn wenn sich etwa S,, S, ver- 
biinden, so kénnen sie (gegen S,) den Gewinn M, ,= #, + ®, exniclen; 
und ebenso kénnen sich S,, 8, bzw. S,, 8S, durch ein Biindnis die Gewinne 
M, , = %, + @, bzw. M, , = #, + , pro Partie sichern. Also: die héchst- 
méglichen und dabei dennoch vollkommen motivierten Anspriiche der drei 
Spieler S,, S,, 8S, sind bzw. @,, @,, #, (als Gewinn pro Partie). 

3. Inwiefern ist aber diese Wertung mit der in 1. erkannten Unmég- 
lichkeit einer allgemeinen Wertung vereinbar? Wenn M, , + M, , + M, ,==0 
ist, so besteht ja keine Schwierigkeit: dann ist 


0,=—— M,,; 0,=—— M,,, 0, = — M, ;: 


d. h. jeder Spieler kann seinen Anspriichen allein, auch ohne Hilfe eines 
anderen (und einer méglichen Koalition seiner Gegner trotzend), Geltung 
verschaffen. Es kénnen also alle drei Spieler ihre Anspriiche gleichzeitig 
durchsetzen, demgema8 ist auch 


@,+%,+ #,=0. 
Anders ist es fir M,,+ M,,+M,,>0. Wegen 
0,>—-M,,, ®%>-M,,, %>-—M,, 
kann dann kein Spieler seinen Anspruch allein durchsetzen, und wegen 
@, + W, + , = 5 (Myo + M+ Mys) >0 
kénnen niemals alle drei zugleich befriedigt werden. Aber wegen 
0,+%,=M,,, 0, +, = M, ,, 0, +#,= M, , 


ist jedes Paar von Spielern, welches sich (zum Auspliindern des dritten) 
verbiindet, des Erfolges gewi8: sie kénnen ihre Anspciiche voll befriedigen, 
der dritte wird freilich pro Partie nur bzw. — M,,, —M,,, —M,,, er- 
halten, und daher um }(M,,-+ M,,-+M,,) hinter seinem motivierten 
Anspruch zuriickbleiben. 

Dies kann auch so formuliert werden: Jeder der drei Spieler S,, S,, S, 
mu8 trachten, sich mit einem anderen Spieler zu verbiinden. Wenn ihm 
das gelingt, so erhilt er pro Partie die bzw. Summe 


1 1 
5 (MM, . + Ms — M,s), 5 (M,.+ M,,— M,,5), 


5 (Mh, s + MM, ; 7¥ M, ;): 






























316 


J. v. Neumann. 


wenn es ihm aber nicht gelingt (d. h. wenn die zwei anderen koalieren), 
so erhalt er bzw. nur 


— HM, ;, —HM,;, —M, ,. 


Eine noch etwas variierte Beschreibung des Sachverhaltes, die vielleicht 
die pragnanteste ist, ist die folgende: 


«) Eine Partie hat fiir die Spieler S,,8,,8, die bzw. ,,Grundwerte“ 
Sa 1 . 
v= 3 (M+ U3 - 2M, 5); »=3 (M, 2+ M, , — 2M,,5); 
1 
>= 5 (M,; +M, ,—2M, .). 


Das ist eine regelrechte Wertung da v, + v, + v, = 0 ist. 


B) Aber tiber die ,,Grundwerte“ hinaus besteht fiir irgend zwei Spieler, 
die sich gegen den dritten verbiinden, die Méglichkeit, je 1 D zu gewinnen, 
wahrend der dritte (gleichfalls tiber seinen ,,Grundwert“ hinaus) } D ver- 
liert. Dabet ist 


D= M,, a M, st M,, 3>0 ™). 
(Auch der zuerst behandelte Fall D= M,,+ M,,+ M,,=0 kann in 


diese Formulierung mit einbezogen werden: «) ist das dortige Resultat 
und #) fallt wegen D = 0 fort.) 

Man sieht an dieser Lésung sofort: das 3-Personen-Spiel ist etwas 
wesentlich anderes als das von zwei Personen. Die eigentliche Spielmethode 
der einzelnen Spieler tritt zuriick: sie bietet nichts Neues, da die (unbe- 
dingt eintretende) Bildung von Koalitionen das Spiel zu einem 2-Personen- 
Spiele macht. Aber der Wert der Partie fiir einen Spieler hangt nicht 
nur von der Spielregel ab, er wird vielmehr ganz entscheidend dadurch 
beeinfluBt (wenigstens, sobald D > 0 ist), welche der drei an sich gleichmég- 
lichen Koalitionen S,, 8,; S,, S,; S,, 8, zustande gekommen ist. Es macht 
sich geltend, was dem schablonenmaBigen und ganz ausgeglichenen 2-Per- 
sonen-Spiele noch véllig fremd ist: der Kampf. 


V. Ansitze fiir > 3. 


1. Fiir n > 3 ist es bis jetzt nicht gelungen, allgemeingiiltige Resul- 
tate zu erzielen. Der beste Wegweiser, der hier zur Verfiigung steht, mag 
die Analogie zu den bereits erledigten Fallen n = 2,3 sein; diese sollen 
deshalb hier noch einmal zusammengestellt werden: 


13) Es ist iibrigens 


1 1 1 
1 = —-M, + gD, = ust gD, a> ratgD. 

















a 
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n=2. Es wird definéert: 
_ M= Max, Min, Sg, (pq)é,, “)- 
P,@ 


Das Spiel hat fiir die Spieler 8S,, 8, die bzw. Werte M, — M pro Parwe. 
n=3. Es wird definiert: 


M,, = Max, Min, 2 (9 (par) + g.(P9r)) §,4, 
M, , = Max, Min, =, (a(R ar) + 93(P97)) EM 
M,, ag Max, Min, =, (9 (P ar) +93(pqr)) se Ny =) 


D=M,,+M,,+ M, ;- 


Es ist D=0, und es sind zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem, ob 
D=0 oder D> 0 ist. 

D=0. In diesem Falle hat das Spiel fiir S8,,S8,, 8, die bzw. Werte 
—M,,, —M,3, —M,,, pro Partie. 

D> 0. In diesem Falle hat das Spiel fiir 8,, S,, 8, die bzw. ,,Grund- 
werte’ —M,,+3D, —M,,+ 35D, —M,.+%D pro Partie. Zu den 
»Grundwerten“ ist aber noch ein weiteres Glied zu addieren, um die rich- 
tigen Werte zu erhalten; dieses riihrt daher, daB irgend zwei Spieler, die 
sicn gegen den dritten verbiinden (einerlei welche zwei!), sich tiber den 
»Grundwert“ hinaus noch einen Gewinn von je }D pro Partie verschaffen 
kénnen, wahrend der dritte Spieler } D pro Partie (tiber seinen Grundwert 
hinaus) verliert. 

Aus dieser Zusammenstellung sieht man klar: der Fall n=2 und 
der Fall n = 3, D=0 gehéren zum selben Typus. Dagegen reprisentiert 
der Fall n = 3, D> 0 (wie bereits am Schlusse von IV festgestellt wurde) 
einen neuen Typus. Wir wollen diese zwei Typen als den eindeutigen 
bzw. den symmetrisch-mehrdeutigen bezeichnen; es ist wohl zu erkennen, 
was mit diesen Benennungen gemeint ist. 

Besteht nun Aussicht, da8 sich auch fiir n > 3 alle Gesellschaftsspiele 
auf diese zwei Typen bringen lassen? Oder hat man mit der Méglichkeit 
neuer Komplikationen zu rechnen? Es wire insbesondere das Auftreten 
von asymmetrisch-mehrdeutigen Typen ins Auge zu fassen, d. h. von 
solechen, bei denen die entscheidenden Koalitions- Méglichkeiten nicht mehr 


%*) Die Max; und Min, sind zu erstrecken iiber alle Systeme von Wahrscheinlich- 
keiten, d. h. wir verlangen 


alle §£,20, 3§,=1; alle §&,,20, S§,,=1; usw. 
und analog 4 i 


alle 7,20, Sn,=1; usw. 
D 
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symmetrisch iiber alle Spieler verteilt sind. (Bei n = 3 ist das ja nicht 
der Fall: die eventuellen Asymmetrien der Spielregel gehen véllig in den 
»Grundwerten“ der drei Spieler auf, zur Koalitionshildung aber sind alle 
Spieler gleichfahig: denn alle drei Koalitionen §,,S,; 8,,8,; S,,8, 
kommen gleichmaBig in Betracht.) Diese Frage soll im folgenden etwas 
naher betrachtet werden. 


2. Um ein allgemeines n-Personen-Spiel zu charakterisieren, fihren 
wir die folgenden Konstanten ein: 


SS & 
M ,.,, Ma, **** MR) oo Max, Min, _) i ets 
Zn 
PAD (p,, eee, P,) + *** + Iu, (Pr ewes Pu) Ep, oP a igri” 
wobei 4,, 4,,.--+,/4, irgendwelche k verschiedene unter den Zahlen 1, 2,...,n 


sind und »,,%,.--,%,, die itibrigen (Max, ist zu nehmen fiir alle 
eee eee. CEN =1, und Min, fir alle 7,,.., 20, 
ty a “ : Me aie ’ ET 

pS: =). Mu, aaearanial ist offenbar diejenige Summe, deren Ge- 
winn pro Partie die koalierten Spieler 8, ,...,S, gegen die koalierten 
Spieler S,,..., 8, , erawingen kénnen (das Spiel ist ja nur ein 2-Per- 
sonen- Spiel) . 

Offenbar ist M,;,; = 0. Ferner folgt aus unserem Satze iiber 2-Personen- 


’n-k 


Spiele, da8 My m) = — | oe ist. SchlieBlich seien u,,..., 4,3 
Var -+09%3 Oys-++> Qn, Greil zueinander komplementire Teilmengen von 
1,2,...,”. Wenn die Spieler 8, -- 8,5 ferner 8, Se 8,, und 


S,,---»8,,, fest koaliert sind, so ist dies ein 3-Personen-Spiel, und es 
ist (wir versehen die auf dieses letztere Spiel beziiglichen GréBen mit 


einem Akzent ) 


M:.. = M ,., gece, Mgr rye ey) 
Mss = hand eo oo) M., any 
Ms, = My.» rey rencnt) = — Mugs me)* 
Nach unseren Resultaten iiber 3-Personen-Spiele ist aber 
My. + My,s+ Mas 20, 
d. h. 
M 


Caper marry eereg) S Magoo uy TMi yy rnd” 


Zusammenfassend kann also gesagt werden: 

Ein gegebenes n-Personen-Spiel ordnet jeder Tetimenge p,, jt,,.--s My 
von 1,2,...,n eine Konstante M,,,, rowes my) 2 (ndmlich diejenige Summe, 
deren Gewinn pro Partie die Koalition der Spieler 8, ,...,8,, gegen die 
Koalition der iibrigen erzwingen kann). Das System der Konstanten 
M, meng erfillt stets die folgenden drei Bedingungen: 
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1. My, =0. 


BoM yor ug) F Moy rege) 
komplementare Teilmengen von 1, 2,...,n sind. 


BoM sess age 90-09 0g) SM genes gy TH Mioyeoven nye WED May -++y My UN 
Yi, +++) % elementfremde Teilmengen von 1, 2,...,n ind"), 

Es ist nicht schwer, die Umkehrung zu beweisen, d. h. zu jedem System 
von Zahlen M;m, (M durchlauft alle 2" Teilmengen von 1, 2,..., m), das 
den Bedingungen 1.—3. geniigt, ein Gesellschaftsspiel anzugeben, hei dem 
die genannten Konstanten eben diese Werte Mm) haben. Wir sehen davon 
ab, hier ein solches Beispiel — das keineswegs tiefliegend ist — durch- 
zudiskutieren. 


=0, wenn p,,..., 4, und »,,...,¥ 


n-k 


3. Ich glaube die Vermutung aussprechen zu diirfen, daB die Wert- 
und Koalitionsverhaltnisse bei einem Gesellschaftsspiele durch diese 2” Kon- 
stanten allein bestimmt sind. Fiir n = 2,3 ist das, wie wir sahen, der 
Fall**), fiir n > 3 steht der allgemeine Beweis noch aus. Denn wihrend 
bei n= 2 iiberhaupt nicht koaliert werden kann und bei n= 3 nur auf 
eine Art (naimlich ,,zwei gegen einen“), wachsen die Méglichkeiten fiir n = 3 
rasch an: schon bei n = 4 mu8 man entscheiden, ob Koalitionen ,,drei gegen 
einen“ oder zwei gegen zwei“ sich bilden werden, d. h. bei welchen Biind- 
nissen die daran beteiligten Spieler die besten Chancen haben werden. Bei 
n= 4 gelingt noch die Diskussion der Hauptfille (allein auf Grund der 
Mim)!), aber eine befriedigende allgemeine Theorie fehlt zur Zeit noch. 

Wenn unsere Vermutung richtig ist, so haben wir damit alle Gesell- 
schaftsspiele auf eine letzte natiirliche Normalform gebracht: jedes System 
von 2” Konstanten M;m), die den Bedingungen 1.—3. geniigen, stellt eine 
Klasse ,,taktisch aquivalenter“ Gesellschaftsspiele vor?’). 


*) Inhaltlich ist diese Behauptung ebenso klar, wie die in FuBnote **) S. 313 be- 
trachtete. 
18) Es ist fir n =2 





M,,=0, M,, = 4M, M.)=~—H4M, M 3,9) = 93 
und fiir u=3 
MN, =0, Mi) e —M,,; Mi) - —M, M5) ” M, o> Mi.) M,,,> 
M\ 1,3) = M,,s> M 0,3) = Ma, M\ 3,2,3) =0. 


1”) Eine gewisse Normierungsméglichkeit fiir die M (az) besteht noch darin, da8 man, 
in Analogie zu den ,,Werten“ (einer Partie) fiir n = 2 und den ,Grundwerten* fiir n = 3, 
»Grundwerte“ v,,v,,...,U, fiir die Spieler S,,S,,...,S, einfiihrt. Fiir den dariiber 
hinausgehenden Teil des Spieles erhalt man dann natiirlich die neuen Konstanten 
* 
Mim; Mm) xR 
(Fortsetzung der FuGnote 17 auf michster Seite.) 
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Zum Schlusse méchte ich noch bemerken, daB8 in einem demnichst 
erscheinenden Nachtrage eine numerische Berechnung von einigen bekannten 
2-Personen-Spielen erfolgen soll (Poker, allerdings mit gewissen schema- 
tisierenden Vereinfachungen, Bakkarat). Die Ubereinstimmung der dabei 
herauskommenden Resultate mit den bekannten Faustregein der Spieler 
(so z. B. der Bewejs der Notwendigkeit des ,,Bluffens* beim Poker) kann 
als eine empirische Bestitigung der Resultate unserer Theorie angesehen 
werden. 


Man wihlt die v, zweckmaBigerweise so, daB 
Ma) = Mis) =-- = Miny> V7, +0, +...+0, =0 


ist, d. h. jeder Spieler fiir sich allein gleichstark ist, und nur in den Koalitionsméglich- 
keiten Unterschiede bestehen. 
(Aus 1.—3. folgert man leicht, daB der gemeinsame Wert der 
- * * 
Misys Mays --» Miny SO 


a) = 


ist; wenn er =0 ist, so sind alle My, =0, dh. das Spiel — nach Auszahlung der 
»Grundwerte* — eindeutig. Er gibt somit eine Art MaB fiir die Mehrdeutigkeit des 
Spieles, d. h. die taktischen Méglichkeiten, die es bietet). 


(Eingegangen am 24. 7. 1927.) 
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Zur Axiomatik der Geometrie. I. 


Uber Hilberts Vollstindigkeitsaxiom’). 
Von 
Richard Baldus in Karlsruhe. 


1. Das am eingehendsten untersuchte und am weitesten bekannte 
Axiomensystem der Euklidischen Geometrie ist das von D. Hilbert in seinen 
beriihmten , Grundlagen der Geometrie“ entwickelte. Es bestand in der 
urspriinglichen Fassung, in der Festschrift zur Enthiillung des Géttinger 
Gaub-Weber-Denkmals (1899), aus folgenden fiinf Axiomgruppen: I. Axiome 
der Verkniipfung, II. Axiome der Anordnung, III. Parallelenaxiom, IV. Axiome 
der Kongruenz, V. Archimedisches Axiom. Von der 2. Auflage (1903) an 
wurde das Parallelenaxiom hinter die Kongruenzaxiome geschoben, weiter- 
hin wurde in der letzten Gruppe dem Archimedischen Axiom das Voll- 
stindigkeitsaxiom hinzugefiigt, das nach Hilbert nun ,,den SchluBstein des 
ganzen Axiomensystems bildet“*). 


2. Der Wortlaut des Vollstindigkeitsaxioms ist®): V2 (Axiom der 
Vollstandigkeit). Die Elemente (Punkte, Geraden, Ebenen) der Geometrie 
bilden ein System von Dingen, welches bei Aufrechterhaltung simtlicher 
genannten Axiome keiner Erweiterung mehr fahig ist, d. h.: zu dem System 
der Punkte, Geraden, Ebenen ist es nicht méglich, ein anderes Sy. 2m von 
Dingen hinzuzufiigen, so daB in dem durch Zusammensetzung entstehenden 
System simtliche aufgefiihrten Axiome I bis IV, V1 erfiillt sind.“ Gemeint 


‘) Bis auf Nr. 8 und 9 im wesentlichen, mit Ausnahme der Anmerkungen, vor- 
getragen auf der Kissinger Msathematikertagung, September 1927, vgl. Jahresber. d. 
Deutsch. Mathem. Vergg. 37 (1928), 2. Abt., 8.3. Auf Anregung von Herrn P. Bernays 
hin oder veranlaBt durch die neuesten Arbeiten der Herren P. Finsler und B. Baer sind 
zur urspringlichen Fassung der vorliegenden Arbeit aus dem September 1927 Nr. & 
und 9, sowie die Anmerkungen ®), *), *) hinzugekommen. 

*) D. Hilbert, ,Grundlagen der Geometrie“ (weiterhin kurz als ,Grundlagen“ 
zitiert), 4. bis 6. Auflage, S. 23. 

8) ,Grundlagen“, 8. 22. 
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ist dabei nach Hilbert eine Erweiterung, bei der die friiheren Axiome in 
der friiheren Weise giiltig bleiben sollen, d. h. ein Punkt, der vor der Er- 
weiterung zwischen zwei Punkten liegt, soll dies auch nach der Erweiterung 
tun, kongruente Strecken und Winkel sollen kongruent bleiben usw. 

Den Axiomen der 1. Auflage muBte das Vollstindigkeitsaxiom hinzu- 
gefiigt werden, weil dadurch erst jede Deutung des Axiomensystems not- 
wendig zur Cartesischen analytischen Geometrie fiihrt; man erspart damit 
die Einfiihrung eines ausdriicklichen Stetigkeitsaxioms, z. B. des noch spiter 
zu nennenden Cantorschen Axioms. 

Das Vollstindigkeitsaxiom stellt die originellste Leistung Hilberts in 
der Axiomatik dar und ist auBer in der Geometrie auch in den Axiomen- 
systemen anderer mathematischer Gebiete aufgenommen worden‘). Um so 
merkwiirdiger ist es, daB es in der Literatur, wenigstens soweit ich sie 
kenne, keine Stelle gibt, die iiber das von Hilbert selbst Gesagte mathe- 
matisch-axiomatisch wesentlich hinausgehend sich mit diesem merkwiirdigen 
Axiom befaBte; man findet: nur rein referierende Erwahnungen, ohne eigene 
Stellungnahme®). Und doch la8t sich, wie wir erkennen werden, noch 
manches dariiber sagen. 


3. Das Hilbertsche Vollstandigkeitsaxiom fordert die Vollstandigkeit 
der drei Systeme von gedachten Dingen, der Punkte, Geraden und Ebenen. 
{%} sei nun eine Deutung des Axiomensystems, die zwar in den Punkten 
vollstandig, aber in den iibrigen Elementen (Geraden, Ebenen) erweiterungs- 
fahig sei. {8} sei eine solche aus {%} erweiterte Deutung, g eine ihrer 
nicht in {%} enthaltenen Geraden. Dann miiBte g zufolge Axiom I 3 
wenigstens zwei Punkte von {$8} und damit auch von {%} enthalten, 
diese wiirden nach I1 in {&} eine Gerade bestimmen, die auch Gerade 
von {8} wire, und als solche nach I 2 mit g identisch sein miiBte. Daher 
ist {M%} in den Geraden und, wie man entsprechend erkennt, auch in 
den Ebenen nicht erweiterungsfahig*). Die Systeme der Geraden und 

*) So von Hilbert selbst schon vor der Geometrie, 1890, in der Arithmetik, vg]. 
,»Grundlagen* 8. 240; weiterhin auch in der Mengenlehre, vgl. P. Finsler, ,Uber die 
Grundlegung der Mengenlehre. I. Teil“, Math. Zeitschr. 25 (192€), S. 6883—713, ins- 
besondere 8. 691. 

5) Eine Ausnahme macht M. Geiger, ,Systematische Axiomatik der Eukidischen 
Geometrie“, Augsburg 1924, 8S. 271, in dem Anhange S. 265—269, doch beziehen sich 
seine Bemerkungen mehr auf die Asthetik der Axiomatik, wihrend es uns hier auf das 
wirkliche, man kénnte sagen praktische, Arbeiten mit den Axiomen ankommt. 

*) Derselbe Beweis liefert den schirferen Satz: Enthalten zwei Deutungen der 
Hilbertschen Axiome der Verkniipfung dieselben Punkte und sind die Geraden (Ebenen) 
der einen von beiden Deutungen auch Gerade.(Ebenen) in der anderen, dann ent- 
halten die beiden Deutungen auch dieselben Geraden (Ebenen). Die Anwendung 
dieses Satzes auf die Geraden und Ebenen zeigt, daB die Deutungen identisch sind. 
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Ebenen sind demnach vollstandig, wenn das System der Punkte vollstindig 
ist, d. h.: 


Man kann Hilberts Vollstdéndigkeitsaxiom dadurch verscharfen, dap 
man nur die Volisténdigkeit der Punkte (nicht auch die der Geraden und 
Ebenen) fordert. 


4. Die axiomatische Frage, ob in der Euklidischen Geometrie das 
Parallelenaxiom aus den iibrigen Axiomen beweisbar sei, hat in bekannter 
Weise zur Nichteuklidischen Geometrie im engsten Sinne, zur hyperbolischen 
Geometrie gefiihrt, in welcher ein dem Euklidischen widersprechendes 
Parallelenaxiom gilt’), wahrend alle iibrigen Axiome der Euklidischen 
Geometrie beibehaiten werden. Sucht man in méglichst weitgehender An- 
lehnung an Hilberts Axiomensystem der Euklidischen Geometrie ein Axiomen- 
system der hyperbolischen Geometrie, dann wird man naturgeméB das 
Parallelenaxiom noch weiter zuriickschieben als H:~ ~tt, nimlich an das Ende 
des Axiomensystems, mu dann aber das Vollstaindigkeitsaxiom als Schlub- 
stein weglassen und (vor dem Parallelenaxiom) ein Stetigkeitsaxiom ver- 
wenden, etwa das Cantorsche, das, kurz gesprochen, lautet: ,Enthilt eine 
Gerade eine unendliche Folge von Strecken, von denen jede innerhalb 
der vorhergehenden liegt, und konvergieren die Lingen dieser Strecken 
gegen Null, dann gibt es einen Punkt, der innerhalb aller dieser Strecken 
liegt “ *), 

Man hat demnach nun folgende Reihenfolge der Axiomgruppen fiir 
die Euklidische Geometrie: I. Verkniipfung, II. Anordnung, III. Kongruenz, 
IV. Stetigkeit (Archimedisches und Cantorsches Axiom), V. Euklidisches 
Parallelenaxiom®). Setzt man an die Stelie von V ein hyperbolisches 
Parallelenaxiom, dann erhilt man statt der Euklidischen die hyperbolische 
Geometrie. Diese Axiomgruppen I bis IV liefern daher den diesen beiden 
Geometrien gemeinsamen Teil, das ist in der Bezeichnung J. Bolyais die 
absolute Geometrie. 

5. In der absoluten Geometrie kann man nun in bekannter Weise 
(rechtwinklige) Punktkoordinaten einfiihren, indem man zunichst in einer 
Geraden, der X-Achse, einen Koordinatenanfangspunkt O und einen von 
ihm verschiedenen Einheitspunkt Z annimmt und irgendeinem Punkt R 


*) Bei R. Baldus, ,Nichteuklidische Geometrie (Hyperbolische Geometrie der 
Ebene)“, Sammlung Géschen, Berlin und Leipzig 1927, 1528. ( weiterhin zitiert als ,,N.G.*) 
findet man 8. 70 eine enge Fassung eines Nichteuklidischen Parallelenaxioms. 

*) »N.G.“, S. 44—-45 enthilt eine engere Fassung des Cantorschen Axioms, die, 
wie in einer spiteren Note gezeigt werden wird, noch verschirft werden kann. Hier, 
wo es sich um die Betrachtung des Vollstindigkeitsaxioms handelt, mége davon ab- 
gesehen werden, 

*) Enge Fassung ,N.G.“, 8. 55. 
21° 
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der X-Achse als z-Koordinate die mit der Einheit OH gemessene Linge 
der Strecke OR zuordnet, und zwar mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen, je nachdem R auf der Halbgeraden O—£ liegt oder nicht. 
Nach dem Archimedischen Axiom gehért zu jedem Punkte der X-Achse 
ein reeller Koordinatenwert, nach dem Cantorschen Axiom erschépfen diese 
Koordinatenwerte die reellen Zahlen (d. h. die unendlichen Dezimalbriiche). 
Die Beziehung zwischen den Punkten der X-Achse und den reellen Zahlen 
(einschlieBlich der Null) ist daher ausnahmslos umkehrbar-eindeutig™). Nun 
wahit man eine Ebene durch die X-Achse als (X,¥)-Ebene und versieht 
ihre beiden durch die X-Achse getrennten Halbebenen mit entgegengesetzten 
Vorzeichen. Jetzt findet man zu irgendeinem Punkte Q der (X, Y)-Ebene 
ein reelles Zahlenpaar (2, y) von Koordinaten, indem man das Lot aus Q 
auf die X-Achse fallt, dessen -- immer existierender — FuBpunkt & sei; 
die z-Kc dinate von R ist avch die von Q, und die mit der Einheit OZ 
gemessene Linge der Strecke QR ist die y-Koordinate von Q mit dem 
Vorzeichen der Halbebene, in der @ liegt. Damit sind die Punkte der 
(X, Y)-Ebene den Paaren reeller Zahlen (z, y) ein-eindeutig zugeordnet. 
Den durch die (X, Y)-Ebene getrennten Halbriumen gibt man entgegen- 
gesetzte Vorzeichen und kann nun zu irgendeinem Punkte P des Raumes 
ein reelles Zahlentripel (x, y,z) von Koordinaten bestimmen, indem man 
das — wieder immer existierende — Lot PQ auf die (X, Y)-Ebene fallt; 
dieses liefert die z-Koordinate, waihrend die (z, y)-Koordinaten von Q 
gleichzeitig zu P gehéren. Daraus folgt: 


In der absoluten Geometrie lassen sich die Punkte des Raumes den 
Tripeln (x,y,z) reeller Zahlen ein-eindeutig zuordnen. 

6. Wegen der Ein-eindeutigkeit dieser Zuordnung bilden die Punkte 
der absoluten Geometrie ein vollstindiges System, da ja jeder neu hinzu- 
denkbare Punkt ein Zahlentripel beanspruchen wiirde, das schon vergeben 
ist. Dann folgt aber aus der SchluBweise von Nr. 3 ohne weiteres, daB 
auch die Geraden und Ebenen der absoluten Geometrie vollstindige Systeme 
bilden. Demnach gilt der dem Vollstandigkeitsaxiom nachgebildete 


Volistandigkeitssatz™). Hs ist nicht médglich, zu einer Deutung 
der Axiome der absoluten Geometrie (Nr. 4, I—IV) irgendwelche Dinge 
(,,Punkte“, ,Gerade“, ,,Ebenen“) so hinzuzudenken, daB in der erweiterten 
Deutung wieder die Axiome der absoluten Geometrie gelten und dap die 
axiomatischen Beziehungen der Elemente (Punkte, Gerade, Ebenen) der ur- 
spriinglichen Deutung bei der Erweiterung erhalten bleiben. 





) Weiterhin kurz als ,ein-eindeutig“ bezeichnet. 
it) .N.G.*, 8. 51 ist der Vollstandigkeitssatz fiir die absolute Geomotrie der 
Ebene abgeleitet. 
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7. Wir hatten die absolute Geometrie gewonnen, indem wir das 
Parallelenaxiom und das Vollstandigkeitsaxiom aus dem Hilbertschen System 
der Euklidischen Geomtrie weglieBen und das Cantorsche Axiom hinzu- 
fiigten. Denkt man sich den soeben bewiesenen Vollstindigkeitssatz der 
absoluten Geometrie wieder als Axiom eingefiihrt, dann folgt daraus in be- 
kannter Weise die Aussage des Cantorschen Axioms und es ergibt sich 
damit, daB man die absolute Geometrie auch gewinnen kann, indem man 
aus dem Hilbertschen Axiomensystem nur das Parallelenaxiom wegliSt 
und, ohne Einfiihrung des Cantorschen Axioms, das Vollstindigkeitsaxiom 
beibehilt. Da man aus der absoluten Geometrie, wie gesagt, die Euklidische 
durch Anfiigung des Parallelenaxioms erhilt, ergibt sich daraus: 

Das Vollstandigkettsaxiom hat in Hilberts Axiomensystem der Eukli- 
dischen Geometrie nichts mit dem Parallelenaxiom zu tun, es braucht 
nicht den SchluBstein des Axiomensystems zu bilden, sondern kann vor 
das Parallelenaxiom und hinter die tibrigen Axiome gesetzt werden**). 

8. Dieses Vorschieben des Vollstandigkeitsaxioms ist gleichbedeutend 
mit einer Verscharfung der Hilbertschen Fassung, da aus dem Vordersatze 
das Parallelenaxiom weggelassen wird. 

Im Anschlu8 an die hier vorliegenden Ausfiihrungen macht mich Herr 
P. Bernays auf Grund einer Vorlesungsbemerkung von Herrn D. Hilbert 
darauf aufmerksam, daB man in dieser Verschirfung noch weiter gehen 
kann, da man im Vordersatze des Vollsténdigkeitsaxioms nur die Axiome 
der Gruppen I, Il, dazu die linearen Kongruenzaxiome III 1—3 und das 
Archimedische Axiom aufzunehmen braucht. Es geniigt somit die Forde- 
rung der linearen Vollstdéndigkett, und das Vollstindigkeitsaxiom hat auch 
mit der Winkelgeometrie nichts zu tun. Dies kann man z. B. in folgen- 
der Weise erkennen: 

Zunachst miissen bei jeder Erweiterung einer Deutung der Axiome I 
nach Nr. 3 neue Punkte auftreten. Nun liege eine Erweiterung einer Deu- 
tung der Axiomgruppen I, II vor. Dann kann man stets eine alte Ge- 
rade mit einem neuen Punkte finden: Denn sind A,B,C,D die vier 
alten, nicht in einer Ebene liegenden Punkte des Axioms1I8 und ist N 
ein neuer Punkt, dann liegt er entweder auf einer der sechs Verbindungs- 
geraden von zweien dieser vier Punkte, womit die gesuchte Gerade ge- 
funden ist, oder er tut dies nicht. In diesem letzten Falle kann man so- 
fort eine alte Ebene mit einem neuen Punkte finden, indem man die 
Ebene ABN betrachtet. In dieser liegt, wenn sie alte Ebene ist, die ge- 
suchte Ebene vor. Ist sie aber neue Ebene, dann hat sie mit der alten 


12) Dasselbe gilt natiirlich fiir die hyperbclische Geometrie, wenn man statt des 
Euklidischen ein hyperbolisches Perallelenaxiom einfiihrt. 
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Ebene BCD nach I7 noch einen weiteren — nach [8 nicht auf der 
Geraden AB liegenden — Punkt gemeinsam und zwar einen neuen Punkt, 
da sonst ABN nach 14 nicht neue Ebene ware. Daher ist nun in BCD 
eine alte Ebene mit einem neuen Punkte gefunden. 


Um nun eine alte Gerade mit einem neuen Punkte zu finden, be- 
trachten wir die alte Ebene mit dem neuen Punkte. Nach 13 enthilt 
sie drei alte, nicht in einer Geraden liegende Punkte, sie mégen P,Q, R 
heiBen, X sei ihr neuer Punkt. Liegt X auf einer der drei Geraden durch 
zwei alte Punkte, dann ist dies die gesuchte Gerade, andernfalls gibt es 
nach II2 einen alten Punkt S zwischen Q und R und die Gerade SX 
ist entweder die gesuchte alte Gerade mit dem neuen Punkt oder sie ist 
eine neue Gerade. Im letzteren Falle kann sie P nicht enthalten und 
trifit daher nach dem Axiom von Pasch II 4 eine der alten Geraden PQ 
oder PR und zwar in einem neuen Punkte, da sonst S X nicht eine neue 
Gerade wire. Damit ist in jedem Fall eine alte Gerade mit einem neuen 
Punkte gefunden. 

Nun schlieBt man analog Nr. 5 und 6: Liegt irgendeine Deutung der 
Axiomgruppen I, II und der Axiome III 1—3 sowie des Archimedischen 
und des Cantorschen Axioms vor, dann kann diese nicht erweiterungsfihig 
sein, denn in einer solchen Erweiterung miiBte nach dem soeben Gesagten 
eine alte Gerade mit einem neuen Punkt auftreten. In dieser kénnte man, 
wie in Nr. 5 in der X-Achse, eine Metrik einfiihren und die alten Punkte 
dieser Geraden wiirden schon die Zahlenreihe erschépfen. 

Daraus ergibt sich zunichst folgender, gegeniiber der Fassung von 
Nr. 6 

Verscharfter Vollstandigkeitssatz: Hs ist nicht méglich, zu 
einer Deutung der Axiome der Verkniipfung, der Anordnung, der linearen 
Kongruenz sowie des Archimedischen und des Cantorschen Axioms irgend- 
welche Dinge (,,Punkte“, ,Gerade“, ,,.Ebenen“) so hinzuzudenken, dap in 
der erweiterten Deutung wieder die genannten Axiome gelten und daf die 
durch sie in der urspriinglichen Deutung bestimmten Beziehungen bei der 
Erweiterung erhalten bleiben. 

Weiterhin folgt nun aus einem zu Nr.7 analogen Schlusse, daB es ge- 
niigt, im Vordersatze des Vollstandigkeitsaxioms nach den Axiomgruppen I 
und II nur die Axiome II] 1—3 und das Archimedische Axiom aufzu- 
fiihren. 


9. Die kongruenten Ubertragungen, die durch die Kongruenzaxiome III 
gewahrleistet werden, gestatten vielfach aus dem Verhalten bestimmter 
Elemente auf das Verhalten aller Elemente zu schlieBen, wodurch sich, 
wie der Verfasser gezeigt hat, Verscharfungen Hilbertscher Axiome der 
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spiteren Gruppen ergeben: so geniigt es, das Kuklidische (wie auch das 
hyperbolische) Parallelenaxiom fiir einen bestimmten Punkt und eine be- 
stimmte Gerade auszusprechen (statt fiir jeden Punkt und jede Gerade)**) 
oder das Archimedische Axiom nur fiir eine bestimmte Halbgerade**). 
Ahnlich kann man hier schlieBen: Tritt in einer Erweiterung einer Deutung 
auf einer alten Geraden g ein neuer Punkt N auf, ist A ein alter Punkt 
von g und ist A eine andere alte Gerade mit dem alten Punkte B, dann 
erhalt. man durch Abtragung der Strecke A N auf h von B aus — Axiom III 1 — 
auch auf A einen neuen Punkt. Nach Nr. 8 geniigt es daher, durch das 
Vollstandigkeitsaxiom das Auftreten eines neuen Punktes auf einer einzigen 
alten Geraden auszuschlieBen. 

Das bisher Gesagte gibt zusammengefaBt folgendes gegeniiber der 
Hilbertschen Fassung (Nr. 2) 


Verscharftes Vollstandigkeitsaxiom: YM bezetchne die Gesamt- 
heit der Axiome I, Il, 11 1—4, V1, g eine (irgendwie) bestimmte Gerade. 
Die Menge der Punkte von g ist bei Erfiillung der Axiome U nicht er- 
weiterungs{ahig, d.h. man kann zu einem System von Punkten, Geraden 
— darunter g —, Ebenen, welche die Axiome % erfiillen, nicht irgend- 
welche Dine als Punkte — darunter einen neuen Punkt von g —, Ge- 
rade, Ebenen derart hinzudenken, da die durch die Axiome U festgelegten 
Beziehungen im urspriinglichen System bei der Erweiterung erhalten 
bietben und daB im erweiterten System wieder die Axiome U% gelten. 

Wiirde man, was wir vermeiden wollten, Hilberts Reihenfolge der 
Axiome durch ZerreiBung der Axiomgruppen abandern, dann kénnte man 
nach dem soeben Gesagten den Axiomgruppen I, II die linearen Kon- 
gruenzaxiome und das Archimedische Axiom folgen lassen und dann das 
soeben ausgesprochene Vollstandigkeitsaxiom anschlieBen. 


10. Aus dem Vollstindigkeitssatze von Nr. 6 folgt nun eine bemerkens- 
werte Tatsache: Jede Deutung des Axiomensystems der absoluten Geo- 
metrie ist vollstandig im Sinne des Vollstaindigkeitsaxioms. Fiihrt man in 
zwei verschiedenen Deutungen der absoluten Geometrie rechtwinkelige 
Punktkoordinaten nach Nr. 5 ein, dann sind die Punkte dieser Deutungen 
durch die Zahlentripel ein-eindeutig aufeinander bezogen. Und doch gibt 
es axiomatisch wesentlich verschiedene Deutungen, wie man sofort erkennt, 
indem man das Axiomensystem der absoluten Geometrie einmal im Euklidi- 
schen, ein anderes Mal im hyperbolischen Raume deutet. Diese beiden 
Deutungen sind zwar in den Punkten, aber nicht mit Erhaltung der 





18) .N.G.“, 8.55 (und 70). 
14) R. Baldus, ,Uber das Archimedische Axiom“, Math. Zeitschr. 26 (1927), 
‘8. 757—761. 











328 R. Baldus. 


axiomatisch festgelegten Beziehungen in den Geraden und Ebenen ein-ein- 
deutig aufeinander beziehbar, was schon aus dem Verhalten der Parallelen 
folgt**). Nicht alle Deutungen des Axiomensystems der absoluten Geo- 
metrie sind daher (holoédrisch) isomorph. D. h.: 


Ein Axiomensystem kann im Sinne des Vollstandigkettsaxioms voll- 
stindig sein, ohne daB dessen sdmtliche Deutungen isomorph sind, d. h. 
unter Erhaltung der axiomatisch festgelegten Begriffe und Beziehungen 
elementweise ein-eindeutig aufeinander beziehbar**). 

11. Erst nach Fortsetzung des Axiomensystems der absoluten Geo- 
metrie in einem Parallelenaxiom gelangt man in der Euklidischen wie in 
der hyperbolischen Geometrie zu den Gleichungen der Geraden und der 
Ebene, zur Trigonometrie und zum analytischen Erfassen aller axiomati- 
schen Beziehungen sowie zu lauter isomorphen Deutungen. 

Bezeichnet man ein Axiomensystem als monomorph*’), wenn es nur 


**) Ausfiihrlich spricht sich dies mit alleiniger Verwendung axiomatisch festge- 
legter Begriffe und Beziehungen folgendermaBen aus: Sind zwei Deutungen {D} und 
{D'} der absoluten Geometrie aufeinander isomorph abbildbar, dann miissen den 
Punkten einer Ebene « die Punkte einer Ebene «’ entsprechen, einem Punkt P von « 
entspricht ein Punkt P’ von «’, einer Geraden g von «, die P nicht enthilt, eine 
Gerade g’ von «’, die P’ nicht enthilt, einer Geraden h in « durch P eine Gerade h’ 
in «’ durch P’, einem Schnittpunkte von h mit g ein Schnittpunkt von h’ mit g’. 
Ist {D} Euklidisch und wire {D’} hyperbolisch, dann gibt es genau eine Gerade 
durch P in a, welche mit g keinen Punkt gemeinsam hat, wihrend in a’ mehrere 
Gerade durch P’ mit g’ keinen Punkt gemeinsam hitten, daher kénnen diese beiden 
Deutungen nicht isomorph sein. 

%®) Sind Deutungen eines Axiomensystems vollstindig im Sinne Hilberts, d. h. 
nicht erweiterungsfahig, dann brauchen sie nach dem soeben Gesagten nicht isomorph 
zu sein; nachdem die Bezeichnung ,Vollstaindigkeitsaxiom“ eingefiihrt ist, kann man 
daher die Wahl der Bezeichnung _,,vollstiindig“ z. B. bei H. Weyl, ,,Philosophie der 
Mathematik und Naturwissenschaft“ (im Handbuch der Philosophie), Miinchen und 
Berlin 1927, 8. 162 nicht als sprachlich gliicklichen Griff bezeichnen, wenn man auf 
S. 22 den Satz findet, ,Ein Axiomensystem ist vollstindig, wenn irgend zwei inhalt- 
liche Interpretationen desselben notwendig isomorph sind‘. 

1?) Hierfiir finden sich in der Literatur auch noch andere Bezeichnungen, z. B. 
»kategorisch“, ,,vollstindig“, vgl. Anm. **). 

Ein weiteres Beispiel eines vollstindigen, polymorphen Systems mit einer un- 
endlichen Menge von Elementen gab in der Kissinger Diskussion Fraulein E. Noether. 
Sie stellt mir folgende Ausfiihrungen dariiber zur Verfiigung: Die algebraisch abge- 
schlossenen, absolut algebraischen Kérper bilden ohne Angabe der Charakteristik ein 
Beispiel fiir vollstandige, nicht isomorphe Bereiche. Dabei hei®t ein Kérper absolut 
algebraisch, wenn jedes seiner Elemente algebraisch ist in bezug auf den darin ent- 
haltenen Primkérper, d. h. den aus dem Einheitselement abgeleiteten Kérper. Ein 
Kérper & heiBt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Element eines beliebigen Er- 
weiterungskérpers, das algebraisch in bezug auf © — und folglich in bezug auf den 
Primkérper — ist, zu & gehért; anders ausgedriickt: wenn jedes Polynom mit Ko- 
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noch isomorphe Deutungen zulaéBt**) (Satz von Nr. 8), dann ist damit 
gezeigt: 

Das Axiomensystem der absoluten Geometrie ist vollstindig im Sinne 
des Vollstandigkeitsaxioms, aber nicht monomorph. Erst durch Hinzu- 
fiigung eines (Huklidischen oder hyperbolischen) Parallelenaxioms wird 
das Axiomensystem monomorph. 

Das ist die wirkliche Bedeutung des Parallelenaxioms. 

Wahrend andere Axiome der Euklidischen Geometrie innerhalb ein- 
zelner méglicher Deutungen selektiv wirken, den Geltungsbereich der vor- 
angehenden Axiome einschrinken, indem sie aus den weitesten Deutungen 
der vorhergehenden Axiome Teile als unbrauchbar ausscheiden, Deutungen 
verengern, schrankt das Parallelenaxiom keine Deutungen ein, sondern 
greift aus ihnen isomorphe heraus und verwirft die iibrigen**). 


effizienten aus % in Linearfaktoren mit Koeffizienten aus & zerfallt. Die oben genann- 
ten Kérper lassen sich also definieren: Jedes Element ist algebraisch in bezug auf den 
darin enthaitenen Primkérper und der Kérper geniigt dem Vollstaindigkeitsaxiom be- 
ziiglich dieser Forderung. Die Existenz dieser Kérper ist durch Steinitz bewiesen — 
bei beliebigem Primkérper. Da der Primkérper aber entweder dem Kérper der ratio- 
nalen Zahlen isomorph sein kann (Charakteristik Null) oder dem Restklassensystem 
nach einer Primzahl (Charakteristik p), so gibt es unendlich viele nicht isomorphe 
Interpretationen. Dagegen folgt aus einem weiteren Steinitzschen Satz (Fundamental- 
satz der algebraisch abgeschlossenen Erweiterungen), daB bei Vorgabe der Charakte- 
ristik die Interpretation bis auf Isomorphie eindeutig ist. (Steinitz, Algebraische Theorie 
der Kérper, Crelle 137.) 

*8) Isomorph heiBt immer isomorph im Sinne des betreffenden Axiomensystems. 
So sind z. B. zwei affin aufeinander bezogene Ebenen fiir den Euklidischen Geometer, 
der nur die Axiomgruppen I, IT eingefiihrt hat, aufeinander isomorph abgebildet, nach 
Einfiihrung der Axiome III nicht mehr. 

Hier ein Beispiel eines Axiomensystems, das eine beliebige Zahl von Deutungen 
zulaBt, deren jede endlich viele Elemente enthilt, jede ist vollstindig im Sinne des 
Vollstindigkeitsaxioms, dabei sind keine zwei dieser Deutungen isomorph: A, As, ..., 
A,..-. seien die Elemente des Systems. Es gibt eine Beziehung ,A, folgt auf A,“ 
zwischen zwei Elementen, die folgenden Axiomen geniigt: I. Folgt A, auf A,, dann 
folgt nicht auch A, auf A,. IL. Jedes Element folgt genau einem und jedes Element 
hat genau ein ihm folgendes. Nimmt man einen orientierten Kreis, dann ist eine 
Gruppe von drei Punkten auf ihm eine mégliche Deutung, ebenso eine Gruppe von 
vier Punkten, von fiinf usf. Man kann keine dieser Deutungen unter Erhaltung aller 
axiomatischen Beziehungen des ,Folgens“ erweitern, weiterhin lassen sich keine zwei 
der genannten Deutungen so ein-eindeutig aufeinander abbilden, daB bei der Abbil- 
dung alle Bezichungen des ,Folgens“ erhalten bleiben. 

1°) Man kann das Euklidische und das hyperbolische Parallelenaxiom so fassen, 
daB die beiden Axiome eine vollstindige Disjunktion iiber die Parallelen ausdriicken, 
vgl. ,N. G.“ 8.55 und 70, sowie 8. 72—73. Damit zerfillt die Gesamtheit der Deu- 
tungen der absoluten Geometrie in die beiden Klassen der Euklidischen und der hyper- 
bolischen Deutungen. 











CY 


330 R. Baldus. 


12. Polymorphe und monomorphe Axiomensysteme kénnen sich in 
wesentlichen Punkten unterscheiden, z. B. das absolute und das Euklidi- 
sche oder hyperbolische Axiomensystem in folgender Weise in der Ent- 
scheidbarkett: 

Die absolute Geometrie ist polymorph, sie lat axiomatisch wesent- 
lich verschiedene Deutungen zu. Es gibt in ihr Fragen, die sicher nicht 
entscheidbar sind, z. B. die nach der Zahl der Parallelen in einer Ebene 
zu einer Geraden durch einen Punkt, die nach der Winkelsumme des Drei- 
ecks, tiberhaupt jede einem Parallelenaxiom aquivalente Frage. Die Axiomen- 
systeme der Euklidischen oder hyperbolischen Geometrie dagegen sind 
monomorph, jede ihrer Deutungen kann auBerdem — was fiir die nun 
folgende Bemerkung wesentlich ist — in analytischer Form gefaBt werden: 
daher fallt hier die grundsdtzliche geometrische Entscheidbarkeit mit der 
analytischen Entscheidbarkeit zusammen und man wird die eine gleich- 
zeitig mit der anderen bejahen oder bestreiten, je nachdem man Formalist 
oder Intuitionist ist®®). 

Ein zweiter Unterschied bezieht sich auf das Operieren mit speziellen 
Deutungen: Bei einem monomorphen System sind alle Deutungen iso- 
morph. Solange es sich nur um Begriffe und Beziehungen handelt, die in 
dem betrefienden Axiomensystem gefaBt sind, kann man daher aus einer 
speziellen Deutung auch mit Mitteln, die aus anderen Axiomensystemen 
stammen, schlieBen, wie man es z. B. bei der Deutung der hyperbolischen 
Geometrie innerhalb der Euklidischen Einheitskugel tut, wenn man pro- 
jektive oder Euklidische Satze dabei in die hyperbolische Sprache iiber- 
setzt™*). In einer polymorphen Geometrie wie der absoluten wdre das 
unzuldssig, in ihr diirfte man beispielsweise aus der Deutung im Euklidi- 
schen Raume nicht auf die Winkelsumme im Dreiecke schlieBen. 

Hiermit wollen wir die Betrachtungen iiber monomorphe und poly- 
morphe Axiomensysteme verlassen und zum Vollstandigkeitsaxiom zuriick- 
kehren. 


13. Wer das Hilbertsche Vollstindigkeitsaxiom kennenlernt, fiihit 
sich angesichts der Allgemeinheit seiner Aussage unsicher, hat die Emp- 
findung, daB es sich dem logischen Zugriff entzieht, in seiner Tragweite 





*) Popular dargestellt in des Verfassers Schrift ,Formalismus und Intuitionismus 
in der Mathematik“, Karlsruhe 1924, 45 S. 

Die soeben durchgefiihrte Betrachtung soll selbstverstindlich keine allgemeine 
Aussage iiber polymorphe und monomorphe Axiomensysteme liefern, sondern bezieht 
sich auf die speziellen Verhiltnisse der absoluten und der Euklidischen Geometrie; 
diese sind zwar stark durch den polymorphen oder monomorphen Charakter, aber 
nicht allein durch ihn bestimmt. 

1) Vgl. ,.N.G.*, S. 144. 
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nicht tibersehen la8t. Hieraus entspringt auch die in Nr. 2 erwahnte Zu- 
riickhaltung in seiner Behandlung. Geht man den logischen Griinden fiir 
dieses Gefiihl nach, dann entdeckt man, daB sich von zwei Seiten her 
ernstliche axiomatische Einwinde gegen das Vollstandigkeitsaxiom erheben 
lassen: 

Zunachst haben nach den ,Grundlagen“* 8.2 die Axiome der Geo- 
metrie die Aufgabe, die Beziehungen wie ,zwischen“, ,,parallel“, ,kon- 
gruent“ usw. zwischen den gedachten Dingen, den Punkten, Geraden und 
Ehenen zu beschreiben. Das ist doch wohl so zu verstehen, daB die 
Axiome von den gedachten Dingen und nur von diesen handeln, so daB 
man z. B. bei der Untersuchung der Brauchbarkeit einer Deutung ledig- 
lich die bei der Deutung gedachten Dinge und nicht auch andere Dinge 
auf ihre formallogische Vertriglichkeit mit den Axiomen hin zu priifen 
hat. Demgegeniiver fordert das Vollstindigkeitsaxiom, daB man zu den 
gedachten Dingen keine anderen Dinge mehr hinzudenken kann, es ent- 
halt demnach eine Aussage nicht nur iiber die gedachten Dinge, sondern 
tiber alle iiberhaupt denkbaren Dinge. Um das Vollstindigkeitsaxiom als 
Axiom erhalten zu kénnen, miiSte man daher in den Axiomen auch Aus- 
sagen tiber andere als die in der betreffenden Deutung des Axiomen- 
systems gedachten Dinge zulassen, was den Axiomenbegriff in der Geometrie 
in bedenklicher und auch iiberfliissiger Weise erweitern wiirde*’). 


14. Dazu kommt noch ein anderer, systematisch-axiomatischer Nach- 
teil: Die Aussage des Vollstandigkeitsaxioms , Wenn die Axiome A, B,C,...,N 
erfiillt sind, dann...“ setzt die Geltung aller dieser genannten Axiome 
A, B, C,..., N voraus. Wollte man nun priifen, ob eines dieser Axiome, 
etwa B, von den iibrigen Axiomen einschlieBlich des Vollstaindigkeitsaxioms 
unabhangig, das soll heiBen, aus ihnen nicht beweisbar ist, dann miiBte man 
in bekannter Weise das Axiomensystem A, non B,C,..., N untersuchen, 
dazu das Vollstaindigkeitsaxiom ,Wenn die Axiome A, non B,C...,N er- 
fiillt sind, dann ...“. Das ist aber nun nicht mehr das friihere Vollstan- 
digkeitsaxiom, weil ja sein Vordersatz anders lautet, er enthalt ,non B“ 
statt ,B“. Daher kann man in der bisher einzig bekannten Weise nur 
zeigen, daB im Vordersatze des Vollstandigkeitsaxioms nicht genannte 


*) In Kissingen hat Herr A. Fraenkel in einer Besprechung darauf hingewiesen, 
daB die Mengenlehre nicht anders monomorph gemacht werden kann, als durch ein 
»Postulat“ im Sinne Geigers, nimlich durch ein Beschrinktheitsaxiom, gegen das ahn- 
liche Einwinde vorgebracht werden kénnen, wie gegen das Vollstandigkeitsaxiom. 
Solange dies nicht vermieden werden kann, ahnlich wie es in der Geometrie durch 
Hinzunahme des Cantorschen Axioms geschieht, ist die Geometrie in gewissem Sinn 
axiomatisch einfacher als die Mengenlehre, da ihre Axiome nur von den an der Spitze 
des Axiomensystems eingefiihrten Dingen zu handeln brauchen. 
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Axiome von ihm unabhingig sind, z. B. nach unserer Nr. 7 das Parallelen- 
axiom, dagegen kann man von keinem im Vollstandigkeitsaxiom genannten 
Axiom zeigen, daB es nicht aus ihm und den tibrigen Azxiomen folgt**). 

15. DaB hier eine wirkliche Gefahr vorliegt, mége an zwei Beispielen 
gezeigt werden: Das Axiom I 8 lautet: Es gibt wenigstens vier nicht in 
einer Ebene gelegene Punkte“. Angenommen, es erfiillte eine Deutung der 
Euklidischen Geometrie dieses Axiom nicht, dann kénnte man die dabei 
gefundene ebene Geometrie durch Hinzudenken des iibrigen Euklidischen 
Raumes erweitern, die Deutung wire daher nicht vollstindig, d. h. das 
Axiom 18 folgt aus dem Volistandigkettsaxiom™). 

Auch der Zusammenhang zwischen dem Archimedischen und dem 
Vollstandigkeitsaxiom ist beachtenswert: In den ,Grundlagen“ 8. 22/23 
findet sich der Satz: ,Die Erfiillbarkeit des Vollstandigkeitsaxioms ist 
wesentlich durch die Voranstellung des Archimedischen Axioms bedingt; 
in der Tat laBt sich zeigen, daB zu einem System von Punkten, Geraden 
und Ebenen, welche die Axiome I—IV*) erfiillen, stets noch auf mannig- 
fache Weise solche Elemente hinzugefiigt werden kénnen, da8 in dem durch 
Zusammensetzung entstehenden System die Axiome I—IV ebenfalls simt- 
lich giiltig sind; d.h. das Vollstindigkeitsaxiom wiirde einen Widerspruch 
einschlieBen, wenn man den Axiomen I—IV nicht noch das Archimedische 


%) Herr Finsler weist — und dagegen ist logisch nichts einzuwenden — a. a. O. 
8. 699 eine enger gefaBte Unabhingigkeit seiner Axiome nach, namlich die Unbeweis- 
barkeit jedes Axioms aus den vorhergehenden. Der Gefahr der Einfiihrung iiberzahliger 
Axiome ist damit aber nicht begegnet, da ja auch ein vorhergehendes Axiom aus 
einem spateren beweisbar sein kann. 

%) Ahnliche Uberlegungen gelten fiir andere Existenzialaxiome in Verbindung 
mit einem Vollstandigkeitsaxiom, z. B. fiir das Hilbertsche Axiom I 3. 

Wiahrend so einerseits 18 aus dem Vollstandigkeitsaxiom folgt, kann man anderer- 
seits, wie Herr P. Bernays bemerkt, ohne in Widerspruch mit dem Vollstindigkeits- 
axiom zu geraten, an Stelle von 18 ein gegenteiliges Axiom einfiihren. ,Es gibt 
keine vier Punkte, die nicht komplanar sind.“ 

Auch auf einen andern Umstand sei in diesem Zusammenhange hingewiesen: Die 
Hinzufiigung eines Vollstandigkeitsaxioms zu einem Axiomensystem hat nur dann einen 
Sinn, wenn es unter allen méglichen Deutungen der bisherigen Axiome nicht mehr 
erweiterungsfabige gibt. Wiirde man z. B. das Axiom 17, welches die Dreidimensio- 
nalitét des Raumes ausspricht, weglassen, alle iibrigen Axiome beibehalten und als neue 
Forderung hinzufiigen, das System der Punkte solle endlich viele Dimensionen haben 
(ohne Angabe einer bestimmten Dimensionszabl), dann wire jede Deutung dieses 
Axiomensystems durch Einbettung in einen héheren Raum erweiterungsfahig und es 
gabe daher keine Deutung fiir das aus diesen Axiomen und dem Vollstandigkeits- 
axiom gebildete Axiomensystem. Auf einen analogen Fall bezieht sich der Einwand 
gegen Herrn Finslers a. a. O. aufgestelltes Axiomensystem bei R. Baer, ,Uber ein Voll- 
standigkeitsaxiom in der Mengenlehre“, Math. Zeitschr. 27 (1928), S. 536—539. 

*) Verkniipfung, Anordnung, Kongruenz, Euklidisches Parallelenaxiom. 
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Axiom hinzufiigt. Das scheint zunichst nichts anderes zu bedeuten, als 
da8 durch einen indirekten Beweis gezeigt wird, daB aus dem Vollstaindig- 
keitsaxiom und den iibrigen Axiomen das Archimedische Axiom folgt. Tat- 
sichlich ist aber noch folgende Auslegung méglich: Fiigt man zu den 
Axiomen I—IV kein Axiom iiber die Vergleichbarkeit von Strecken hinzu, 
dann ist jede Deutung erweiterungsfahig. Fiigt man das Archimedische 
Axiom hinzu, dann gibt es vollstandige Deutungen. Dabei bleibt noch die 
Méglichkeit bestehen, daB auch bei Fortsetzung der Axiome I—IV in 
einem Nichtarchimedischen Axiom vollstandige Deutungen denkbar sind**). 
Hier wire die (nach Nr. 14 unmédgliche) Feststellung der Unabhingigkeit 
des Archimedischen Axioms von allen anderen Axiomen einschlieBlich des 
Vollstindigkeitsaxioms besonders wertvoll. 

16. Gegen das Vollstandigkeitsaxiom als Axiom, dies ist unser End- 
ergebnis, bestehen ernste Bedenken. Aber seine in genialer Allgemeinheit 
formulierte Aussage liefert in der absoluten und damit in der Euklidischen 
wie der hyperbolischen Geometrie den Vollstandigkeitssatz von Nr. 6, so- 
wie dessen Verschirfung von Nr. 8. Dieser Satz stellt ein Unikum der 
Beweistechnik dar, denn bei seinem Beweise wird nur von den an der 
Spitze des Axiomensystems eingefiihrten Dingen ausgegangen, werden aus- 
schlieBlich Axiome beniitzt, die lediglich von diesen gedachten Dingen 
handeln, und doch gelangt man dabei zu einer Aussage iiber alle tiber- 
haupt denkbaren Dinge. So verdankt man Hilbert im umfassendsten Satze 
der Geometrie ein einzigartiges Beispiel mathematischer Beweiskraft. 


Karlsruhe i. B., im September 1927. 





*®) Eine andere Auffassung iiber den logischen Inhalt des hier zitierten Satzes 
aus den Grundlagen“ findet man bei P. Finsler, ,Erwiderung auf die vorstehende 
Note des Herrn Baer“, Math. Zeitschr. 27 (1928), 8S. 540—542 auf 8. 542. Ihr tritt 
Herr R. Baer in seiner unmittelbar darauffolgenden Note ,Bemerkungen zu der Er- 
widerung von Herrn P. Finsler* entgegen. 


(Eingegangen am 27. 9. 1927.) 








Die trigonometrische Approximation fiir eine Klasse 
von veraligemeinerten fastperiodischen Funktionen. 


Von 


Robert Schmidt in Kiel. 


Einleitung und Definitionen. 

Auf der Diisseldorfer Tagung habe ich iiber eine Klasse von Funktionen 
vorgetragen, die folgendermaBen erklart sind: 

Definition’). Hine Funktion f(x), die samt dem Betrage thres 
Quadrats in jedem endlichen Intervall im Lebesgueschen Sinne integrier- 
bar ist, soll Wellenfunktion heiBen, wenn folgendes zutrifft: 

1. Zu jedem Paar e>0, @>0 gibt es ein L(e, 0)>0, ein 
l(e,@)>0 und reelle Zahlen t(e,) derart, dap 

If(€ +t) —f(E)| Se 
wesentlich iiberall erfiillt ist, d. h. in jedem Intervall x< §<2x-+L der 
Linge L héchstens bis auf eine Menge %(e,9,1t,x, L) vom Map 
\B\ Sol; 
und zwar sind die Zahlen « in jedem Intervall der Lange | mindestens 
einmal vertreten. 

2. Zu jedem e>0 gibt es ein (2) >0 und ein L(e) >0, so dap, 
wenn © eine beliebige Teilmenge eines beliebigen Intervalls x <E<2x+L 
vom Map 

\O|< on 
ist, stets 
rf ireiaese 


erfillt ist. 


*) Vgl. Jahresbericht der D. M. V. 36, Heft 1/4, S. 2—3. Die dort vorausgesetzte 
Stetigkeit von f(x) ist im Rahmen der vorliegenden Untersuchung belanglos. 
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Unter den Wellenfunktionen sind die fastperiodischen Funktionen von 
Herrn H. Bohr*), ferner die von den Herren W. Stepanoff*) und N. Wiener *) 
angegebenen und untersuchten Funktionenklassen enthalten °). 

In der vorliegenden Abhandlung werde ich den Problemkreis des 
Fischer-Rieszschen Satzes, aus dem heraus ich auf die Wellenfunktionen 
gefiihrt wurde, ganz beiseite lassen. Das Ziel ist vielmehr die Aufstellung 
und der Beweis eines Analogons des Satzes von Herrn Bohr iiber die gleich- 
mapige Approximierbarkeit der fastperiodischen Funktionen durch tri- 
gonometrische Polynome*). Mit diesem Analogon ist die Analyse der Wellen- 
funktionen in genau dem Umfange geleistet, wie es in der Theorie der 
fastperiodischen Funktionen durch den Bohrschen Approximationssatz der 
Fall ist. 

Was die Formulierung eines solchen Analogons anbetrifft, so wird es sich 
zunaichst darum handeln, dem Begriff der gleichmaBigen Konvergenz einer 
Funktionenfolge in passender, d. h. der Natur der Wellenfunktionen ange- 
messener Weise einen neuen Begriff zur Seite zu stellen. Die ,,im Mittel 
scharfe Konvergenz“ einer Funktionenfolge erweist sich als geeignet: 


*) H. Bohr, Zur Theorie der fastperiodischen Funktionen I, II, III, Acta Mathe- 
matica 45, S. 29—121; 46, S. 101—214; 47, S. 237—281 (1924—26), und eine Reihe 
weiterer Abhandlungen. 

*) W. Stepanoff, Uber einige Verallgemeinerungen der fastperiodischen Funktionen, 
Math. Annalen 95 (1926), 8S. 473—498. 

*) N. Wiener, On the representation of functions by trigonometrical integrals, 
Math. Zeitschr. 24 (1925), 8. 575—616. 

5\ Ober den Bereich der Wellenfunktionen hinaus gehen unter Umstinden die- 
jenigen Funktionen, die Herr O. Toeplitz: Ein Beispiel zur Theorie der fastperiodischen 
Funktionen, Math. Annalen 98 (1927), S. 281—295, als ,Belegungen vom Typus A“ 
bezeichnet. Diese erfiillen unmittelbar die Forderung 1 der Wellenfunktionen, die 
Forderung 2 jedoch dann und nur dann, wenn die dort auftretenden Integrale 

1 








J \ga(s)|%ds beschrinkt sind, wahrend Herr Toeplitz allgemeiner — hierin ist eine 
0 


Bemerkung, die Herr Toeplitz auf Grund einer miindlichen Mitteilung von mir am 
Schlusse seiner Arbeit angefiigt hat, zu berichtigen — solche Belegungen vom Typus A 
1 


x 
betrachtet, fiir die nur Sef gn (8)|*ds konvergiert. Dies ergibt sich daraus, daB 
n=1 é 2+T 


fiir jede Wellenfunktion der Grenzwert lim 7 | f (€)|* dé gleichmaBig in x existiert 
T>2 
Ps 


T 
($4), wahrend Herr Toeplitz von seinen Belegungen nur das Vorhandensein von 
+T 
1 : 
lim = | |f(&)|*dé fordert. 
reo 2T J edd 


*) Acta Mathematica 46, 8. 184. 
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Definition. Die Funktionen f,(x), f,(x),... seien samt den Betra- 
gen ihrer Quadrate in jedem endlichen Intervall im Lebesgueschen Sinne 
integrierbar. Eine solche Funktionenfolge soll im Mittel scharf konver- 
gent heiBen, wenn es zu jedem e > 0 ein L(e) > 0 und einen Index n(e) 
gibt derart, dap 


a+L 


if in)—f@)hagse* 


erfillt ist fiir alle Indexpaare p=>n, gq=n und alle x. 

Es ist klar, was unter ,,scharfer Konvergenz im Mittel gegen eine 
Grenzfunktion“ zu verstehen ist. — Eine Funktionenfolge, die im Mittel 
scharf gegen eine Grenzfunktion konvergiert, ist offenbar im Mittel scharf 
konvergent. 

Der Begriff der scharfen Konvergenz im Mittel ist nicht wetter als 
der in der Theorie der fastperiodischen Funktionen gebrauchliche Begriff 
der Konvergenz im Mittel, bei dem nur 


+T 
lim gp J If) — f,(§)|*dé <e* 


fiir alle Indexpaare p>n, g=n gefordert wird; da jener Begriff wirk- 
lich enger ist als dieser, lehrt die Funktionenfolge 


1 fir —nSzrsi+n 
0 sonst, 


f(z)= | 
oder die Folge von fastperiodischen (stetigen reinperiodischen) Funktionen 


f(x) = {o's fir kn*crckn*+n 
0 sonst 
(k=0, +1, +2,...). 

Beide Funktionenfolgen konvergieren im Mittel gegen f(z) = 0, sie 
sind aber nicht im Mittel scharf konvergent. 

Wenn andererseits die Funktionen f,(2), f,(xz),... reinperiodisch mit 
gemeinsamer Periode m und im Mittel konvergent sind, dann sind sie auch 
im Mittel scharf konvergent (ZL =m). Die scharfe Konvergenz im Mittel 
ist also eine Verallgemeinerung der Konvergenz im Mittel fiir ein endliches 
Intervall, jedoch eine nicht so weitgehende wie die Konvergenz im Mittel 
im Sinne der Bohrschen Theorie. 

Trotz ihres Charakters als Verallgemeinerung der Konvergenz im Mittel 
fiir ein endliches Intervall ist, wie sich zeigen wird, die scharfe Konver- 
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genz im Mittel als Analogon der gleichmdafigen Konvergenz anzusehen; es 
gilt namlich — und das ist das Ziel dieser Untersuchung — der folgende 
Approximationssaiz: 

Zu jeder Wellenfunktion 


f(x) ~ Sa,e** 
v=1 
gibt es eine Folge von trigonometrischen Polynomen der Form 
ka P 
Q,, (x) _ yo” e' ear! 
v=1 


die im Mittel scharf gegen f(x) konvergiert. D.h. also, zu jedem «> 0 
gibt es ein L(e)>0 und einen Index n(e) derart, daf 


a2+L 


+ fie)—reeyitagse 


fiir alle »=>n und alle x erfiillt ist. 


Der erste Abschnitt bringt die Existenz der erforderlichen Integral- 
mittelwerte, insbesondere die Existenz der Fourierkoeffizienten der Wellen- 
funktionen. Hierbei stellt sich die Identitét der Wellenfunktionen mit einer 
Funktionenklasse heraus, die sich aus der wichtigen Untersuchung von Herrn 
H. Weyl*) zur Theorie der fastperiodischen Funktionen als die allgemeinste 
ergibt, auf die sich die Methode von Weyl direkt anwenden lat. Diese 
Feststellung gestattet es, den Beweis der Parsevalschen Gleichung fiir 
Wellenfunktionen durch den Hinweis auf die Entwicklungen von Weyl zu 
erledigen. 


Im zweiten Abschnitt beweise ich den oben formulierten Approxima- 
tionssatz. — Es darf wohl schon hier kurz beleuchtet werden, warum sich 
der Beweis des Approximationssatzes wesentlich von den bekannten Be- 
weisen analoger Sitze unterscheidet. Der Grund liegt darin, daB die Defini- 
tion der scharfen Konvergenz im Mittel nicht an einen Entfernungsbegriff 
im Funktionenraume ankniipft. Wahrend man zum Beweise von Approxi- 
mationssitzen hinsichtlich gleichmaSiger Konvergenz oder Konvergenz im 
Mittel nur eine approximierende Funktion (Polynom) nachzuweisen hat, 
deren Entfernung von der zugrunde gelegten Funktion vorgegeben klein 
ist, kann eine solche Vereinfachung bei Approximationssitzen hinsichtlich 
scharfer Konvergenz im Mittel der Natur der Sache nach nicht eintreten. 


*) H. Weyl. Integralgleichungen und fastperiodische Funktionen, Math. Annalen 
97 (1927), S. 338—356. 
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I. Abschnitt. 
$1. 
Vorbereitende Betrachtungen iiber die Definition der Wellenfunktionen. 

Der Zweck der Forderung 2 in der Definition der Wellenfunktionen 
wird im folgenden der sein, an solchen Stellen ¢ abschitzend einzugreifen, 
wo die Forderung 1 keine Anspriiche an die Differenzen f(¢ + 1) — f(é) 
stellt, also in den Mengen %. Da8 die Forderung 2 diesen Zweck zu 
erfiillen wirklich geeignet ist, ist nicht ohne weiteres erkennbar, da das 
L(e) aus 2 zunachst in keiner Beziehung zum L(«,#) aus 1 steht. Tat- 
sichlich darf jedoch angenommen werden, daB die Langen L(e) und 
L(e,%) tibereinstimmen; genauer: 

Zu jedem «> gibt es ein &(e) > 0 und ein L(e)>0 derart, dap 
L sowohl als L(e) in 2 als auch — mit diesem 0 — als L(e,#) in 1 
geeignet ist. 

Das ergibt sich sofort daraus, daS man die Forderungen 1 und 2 
ohne sachliche Anderung durch die folgenden Forderungen la und 2a 
ersetzen kann: 

la. Zu jedem Paar e>0, @>0 gibt es ein L,(e,0)>0, ein 
l(e,®) > 0 und reelle Zahlen t(e, 3) derart, daf 

InE+e)—£(8)|<e 
wesentlich tiberall erfillt ist, d.h.in jedem Intervall «<< §< 2+ L einer 
beliebigen Lange L=>L, héchstens bis auf eine Menge B(e, 0,1, x, L) 
vom Map 
[B| SOL; 
und zwar sind die Zahlen t in jedem Intervall der Lange | mindestens 
einmal vertreten. 

2a. Zu jedem e>0 gibt es ein O(e)>0 und ein L,(e)>0, 80 
dag, wenn © eine beliebige Teilmenge eines Intervalls x << §<2x-+ L der 
beliebigen Lange L=>L, vom Map 

/O| < ob 
tst, stets 
Ef in(eraese’ 
erfillt ist. 
Beweis fiir die Gleichwertigkeit von 1 mit la und 2 mit 2a. 


Wenn die Forderungen la und 2a erfiillt sind, dann sind es offenbar 
auch 1 und 2. — Das Umgekehrte ist, soweit es die Forderungen 1 und la 
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betrifft, fast selbstverstindlich. Nimmt man niamlich 1 als erfiillt an, und 
schreibt dort fiir den Augenblick L,(e,#) und 1, (2, @) statt L(e, #) und 
l(e, #), so sind, behaupte ich, 


L,(¢,0)=D,(e,5) und (2, 0) =I, (2,5) 


als L, und / in 1a geeignet. Denn ist L > L, beliebig, und die natiirliche 
Zahl n gemaiB nL, < L <(n-+1) LZ, bestimmt, so gilt fiir ein beliebiges, 


als t(e,5) in 1 brauchbares t: Die Ungleichung |f(¢+ 1) — f(é)|<e 


ist erfiillt in jedem Intervall e<§<2-+(n-+1)JZ, héchstens bis auf 


eine Menge vom MaS (n n+1)>L)= ="th ae nL, <0L, und das um 


so mehr in jedem Intervall << 2+ L. 

Es bleibt noch zu zeigen: Wenn die Forderung 2 erfiillt ist, dann 
ist es auch 2a. Zunichst ergibt sich aus 2, wenn man etwa e=1 wihlt, 
fir ZL = L(1) die Beschranktheit von 


a+b 


1 1r(8)|*@e, 


daraus die Beschranktheit von 


z+1 


J If(é) |e, 


und weiter bei jedem festen A, >0 die Existenz einer Zahl K >0 der- 
art, daB 


Z+A 
1 
(1) +f iretaes x 
ist fiir alle A > A, und alle z. Endlich ergibt die Schwarzsche Ungleichung 
Z+A 
(2) 4 f \reiaesK 


fiir alle A> A, und alle z. 
In 2 werde fiir den Augenblick #,(¢) und L,(e) statt #(e) und L(e) 
geschrieben, und XK sei so bestimmt, daB (1) fiir A, = L, erfiillt ist. Ich 


behaupte nun: Wenn die natiirliche Zahl m, so gewahlt wird, daB 
K* . 2e* 


m= 3 
ist, dann sind #(¢)—0,(5) und L,(e)—m,.Z,(5) als # und L, in 20 


geeignet. — Zum Beweise sei das Intervall J =(z,2+L) mit L>L, be- 
292% 
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liebig gewahit, und © bezeichne eine beliebige Teilmenge dieses Intervalls 
vom MaB |O|/< #@L. Es sei ferner 


mL, <L<(m+1)L, (L,= Ly (5), 
so daB also m=, ist. Ich betrachte das Intervall 
J, = (z,2+mL,) 
und seine Teilintervalle 
J,=(2,2+ Ly), J, =(e@+Ly,2+2L,), ..., J,=(e@+(m—1) L,,2+mL,) 
Es bezeichne ©, den Durchschnitt von J, und ©; es ist 
Oo] S|O| SOL <2dmL,. 

Ferner bezeichne O, den Durchschnitt von J, und © (u#=1,2,..., m). 
Die Mae |©,| sollen in der Form 
(3) |\O,| = 3, -L, (s=1,2,..., m) 
geschrieben werden. Es bedeute allgemein n, die Anzahl derjenigen Inter- 
valle J, (u=1,...,m), fiir die 
(4) vO Sd, <(¥+1)0 (» = 0,1, 2, ...) 


ist. Von einem gewissen », etwa »=—k-+1 an sind alle diese Anzahlen 
= 0, und es ist dann 


No tn, +... +n, =m. 
Ferner ist wegen (3) und (4) 
n,-OL,+n,-20L,+...+n,-kOL,</O,|+...+/O,)/=|0,|<20mL,, 
also 
Son, <2m. 


v=1 
Andererseits kann man, wenn ein bestimmtes u ins Auge gefaBt wird und 
x00, <(x+1)0 
ist, O, in x +1 Teilmengen 
O,=O,,+O.+--- +0, vos 
zerlegen derart, daB 
[O,1| SOL, «.-, Oy v1! SOL, 


erfiillt ist. Dann wird, da jede der Mengen ©,,,...,0, .,, im Inter- 
vall J, als Menge © in 2 geeignet ist, 


i Jireiaesz J 


Our 


tote J so+0F. 


My med 
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Nunmehr erhalt man 


ay Jinerazet(t f+...42 f)s 1 30 (+15 
oe on 








Oo, ° a 
1 e*f S - 1 «? 
=n 9 | rnt+ Sats -<(2m+m)—<5; 
v=1 v=0 
schlieBlich 
z+(m +1) L, 
1 L 1 LT, 1 
Q. z+mL, 
eas Ge. 8, 
daraus wegen ™~° ly <1 > + he % 


Ubereinstimmung der Wellenfunktionen mit einer Funktionenklasse 
von Weyl. 


Nach diesen Vorbereitungen beweise ich nunmehr die Identitaét der 
Klasse der Wellenfunktionen mit der Funktionenklasse, die von Herrn Weyl 
in der zitierten Arbeit eingefiihrt wurde, und zwar zuerst in der Form der 
Definition, die Herr Weyl mit (V) bezeichnet*): 

Satz 1. Hine Funktion f(x), die samt dem Betrage thres Quadrats 
in jedem endlichen Intervall integrierbar ist, ist dann und nur dann eine 
Wellenfunktion, wenn es zu jedem «> 0 ein L,(e)> 0, ein l(e)>0 und 
reelle Zahlen t(«) gibt derart, dap 


2+L 


(5) iJ ire+e - rite ce 


fir alle L>L, und alle x erfiilit ist; und zwar sind die Zahlen t in 
jedem Intervall der Lange | mindestens einmal vertreten. 


1. f(a) sei eine Wellenfunktion. Zu gegebenem «> 0 kénnen dann 
LI, >0 und > 0 so bestimmt werden, daf 


(6) LJ i@rars s 


®) Math. Annalen 97 (1927), S. 354. 
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im Sinne der Forderung 2a erfiillt ist. Nachdem insbesondere # so fixiert 
ist, lassen sich 7 und L, so wahlen, daB 
(7) If(€+t)—f(8)|S5 


im Sinne der Forderung 1a erfiillt ist. Wenn ZL, die gréSere der Zahlen 
L, und L, ist, so treffen (6) und (7) im angegebenen Sinne jedenfalls fiir 
alle L>L, zu. Wegen (7) ist 


2+L 


rf ire+o—reitaes ett fire +y—reiras, 
z ¥ 
wo |$| < OL, so daB also $ als O in (6) genommen werden kann: 
rf ireiaes, 
B 
ferner 


tf ie+rars sy, 
daher 


z+L 


Ef iets) rears erat pet cet, 


2. f(x) mége die Eigenschaft (5) haben. Zu gegebenem Paar « > 0, 
#?> 0 kann man dann LZ und / so bestimmen, dab 


z+L 


(8) 1 firetn—re)ltasse-a 


erfiillt ist fiir alle z, und zwar fiir Zahlen t, die in jedem Intervall der 
Lange / mindestens einmal vertreten sind. Mit diesem LZ = L(e,#) und 
diesem | = 1(e,#) geniigt f(a) der Forderung 1. Denn wenn § die Teil- 
menge des [ntervalls (2, 2+ L) ist, auf der 


If(E+r)—f(E)| >e 
ist, so folgt aus (8): 


z+L 
(Bist fire+o—re@itassi [ sero, 
B =z 
\B| < OL. 


DaB f(x) auch der Forderung 2 geniigt, folgt so: Zunichst bestimme 
men Z und / so, daB 


S| 
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z+L 


rfire+y)—r@taess 


fiir alle x und geeignete rt zutrifit. Nachdem z beliebig gewahlt ist, nehme 
man ein t aus dem Intervall (—z,—2-+1), so daB also fir y= 2-+1 
das Intervall (y, y+ LZ) ganz dem von x unabhingigen Intervall (0, L +- 1) 
angehért. Es bedeute nun © eine vorliufig beliebige meBbare Teilmenge 
von (z,z-+L), und ©’ die zu © kongruente Teilmenge von (y, y + L). 
Dann ist 

2+L 


rf ineiaesy fire+oltae+ i fire+o—r(e)itae 
a z 
<7 Jiroitan+ s. 


Das zuletzt auftretende Integral liegt unterhalb “-, wenn nur || unter 


einer geniigend kleinen, von x unabhangigen positiven Schranke gelegen 
ist. Zu gegebenem e > 0 laBt sich also in der Tat ein # > 0 so bestimmen, 
wie es hehauptet wird. 


Man kann jetzt nach dem Vorgange von Herrn Weyl] weiterschlieBen, 
also von der Definition (V) zuriickgehen auf die urspriingliche Definition 
der Weylschen Funktionenklasse (dort 8. 16, Nr. 3), dann den AnschluB 
an die Eigenwerttheorie der linearen Integralgleichungen herstellen und so 
die Parsevalsche Gleichung gewinnen (dort § 4 und § 6 SchluB). Bei der 
Durchfiihrung dieses Weges in allen Einzelheiten, insbesondere beim Nach- 
weis der Existenz der Fourierkoeffizienten, stellen sich jedoch Wieder- 
holungen in den Beweisen ein. Aus diesem Grunde erscheint es mir 
zweckmaBig, von vornherein die Existenz aller in Betracht kommenden 
Mittelwerte sicherzustellen; dabei wird auch der eben erwihnte direkte 
Ubergang von der einen zur anderen Definition der Weylschen Funktionen- 
klasse eingespart. — Dann andert sich jedoch die Anordnung des Stoffes 
bis zur Parsevalschen Gleichung fiir Wellenfunktionen gegeniiber der von 
Herrn Wey] skizzierten so erheblich, daB es wohl — mindestens aus Griinden 
der Bequemlichkeit fiir den Leser — angebracht ist, die Sitze und Be- 
weise mit einiger Ausfiihrlichkeit zu behandeln. Das geschieht in den 
nachsten beiden Paragraphen. Der entscheidende Teil der Untersuchung 
von Herrn Weyl, der Beweis der Parsevalschen Gleichung, bleibt natiirlich 
unberiihrt. 
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§ 3. 
Der Mittelwert M{f(ax)}. 
Satz 2. Wenn f(x) eine Wellenfunktion ist, dann gibt es zu jedem 
e>0 ein L,(e)>0 derart, dap 
| a’ +L 2’ +k | 
1 1 
i J rerae—j [rec 
erfillt ist fiir alle L>L, und alle Paare x’,x”. 
Zum Beweise mége das « des Satzes 1 durch i ersetzt werden, und 


es kann und soll dort 1 > Z, angenommen werden. Es folgt: Wenn r eine 
beliebige oberhalb 1 gelegene Zahl + des Satzes 1 ist, r>J/, dann ist 


Se 





| a+r a’+t | 
(9) ; fraz—+ freazlss 
| “ 
fiir alle Paare x’,x” erfiillt. Nachdem nimlich z beliebig gewablt ist, 


werde unter den Zahlen + des Satzes 1 eine solche, etwa +t’, gewahit, daB 
y= a2—v’ in das Intervall (0,7) fallt, 


0<y<l. 
Dann ist 


Z+t © 


 { r(e)ae—1 freer < r tr .f 
z 0 z v 
Tif}. 1 Fresenas— freayae 
z y | ¥ y 
<! fine+ey-rerana, 
an F 
f0f 
U 


<7 fine+s)—re)tae—4,. 
0 











yt+rt 











+t t 


3 at 


v 





<if |r(€ +4) —£(8) [Pde 











Wegen t>/1>L, kann sowohl auf J, als auch auf J, die Abschitzung (5) 


angewendet werden, 


Py nell 
Sig ud 155. 
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Es ist daher 
a+r a’+t 
1 1 1 
+f - tf S| 
Um den Beweis des Satzes 2 zu Ende zu ela’ werde nunmehr das 
obige t>/ fest gewahlt; die Schranke K geniige den Anforderungen von 
(2) mit A, = Z,, und es sei yt? Dann ist 
L,= N,°t 
ein L,, dessen Existenz zu beweisen ist. Es sei nimlich L > L, beliebig, und 


ntsL<(n+1)r, 
also n>n,. Man erhalt mit Riicksicht auf r>12> L,: 


(10) 






































@+nr 

ifr eae— 5 fre ya 

2+L a+L Z+nr 
<\i—*|-fireias+|2 frer—2 [reas 
2+L Ztntt+e 
si-+fir@leett-t fir@ieesix+ins2xst. 
Weiter ist 
2 +L a’'+L 








iJ reas ~- z J r(e)ae 


| a’+L “nel 
1 1 1 1 
CaITes Bi ake ai 

2’ a’ 2” a’ 
Von diesen drei Summanden sind die ersten beiden unter ; gelegen. 
Setzt man (10) fiir die Paare 

w’,2"; a’ +r, e+; ...45 o't+(n—1)t, 2” +(n—1)t 

an und bildet das arithmetische Mittel, so erkennt man, daB der dritte 
Summand unter > die ganze Summe also unter « gelegen ist. Damit ist 














‘ der Satz 2 bewiesen. 





Der Satz 2 involviert offenbar die Existenz des Mittelwertes 


+0 
M{f(2)} —lim gy | f(8) a8 
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fiir jede Wellenfunktion, ist jedoch damit nicht ausgeschépft. — Wenn eine 
Funktion F(x) diese Eigenschaft hat: Zu jedem e > 0 gibt es ein L, (2) > 0 
derart, daB 


2" +L a'+L 


Ef Peae— 7 [rceae|<. 





erfiillt ist fiir alle L >, und alle Paare x’, x”, dann will ich sagen, 
M{F(x)} existiert; 
zugleich soll M{F(x)} zur Bezeichnung des dann vorhandenen Mittel- 
wertes M{ F(x)} dienen. — Mit M{F,(x)},..., M{F, (x)} existiert auch 
M{e, F,(z)+...+¢, F,(z)} =e MF, (x)}+...+¢,M{F, (z)}. 
Der genaue Inhalt des Satzes 2 la8t sich nun wiedergeben durch den 
Satz2a. Fiir jede Wellenfunktion f(x) existiert M{f(x)}. 
Wenn I{F(x)} existiert, und F(z) in der Weise von Parametern 
abhangt, daB sich die Zahlen L,(e) unabhingig von den Parametern be- 
stimmen lassen, so mége das durch ,IN{F(ax)} existiert gleichmapig in 


den Parametern“ zum Ausdruck gebracht werden. — Insbesondere existiert 
dann It{ F(x + s)} gleichmaBig in s. 


§ 4. 
Der Mittelwert M{|/(a)|*} und die Fourierkoeffizienten. 

Man iiberzeugt sich ohne Miihe, daB sich der Beweis fiir die Existenz 
von I{f(x)} ohne wesentliche Anderungen durchfiihren laBt, wenn von 
f(a) nur folgendes vorausgesetzt wird: 

w) f(x) und |\f(x)| sind in jedem endlichen Intervall integrierbar. 

B) f(x) gentigt der Forderung1 in der Definition der Wellenfunk- 
tionen. 

y) Zu jedem e>0 gibt es ein > 0 und ein L>0O, so daB, wenn 
D eine beliebige Teilmenge eines beliebigen Intervalls x < &<2x-+-L vom 
MaB |\D\ < OL ist, stets 


t firte\ae <e 
o 
erfilit ist. 


Wenn f(x) eine Wellenfunktion ist, dann haben, behaupte ich, die 
Funktionen f(z -+-s)-/(x) und f(x+-8)- f(a) die Eigenschaften a) bis y). Beim 
Beweise kann ich mich auf f(z -+ #)-f(2°) beschrinken; fiir f(x + s)-f(2) 
ergibt sich das Entsprechende, wenn man iiberall den Querstrich fortlaBt. 
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Die Eigenschaft «) kommt der Funktion f(2-+ #)/() offenbar zu. 
Hinsichtlich y) folgt das gleiche aus der Schwarzschen Ungleichung: 


(z J r(é +0) F(8)| at) < al f(é +8) eal f(g) |"dé Set, 


unabhangig von s. 
Endlich mége K so gewiahlt sein, daB 


a+A 


Tf ircgy(tae sx 


fiir alle A4>1 und alle x zutrifit (1). Zu gegebenem Paar « >0, 8 > 0 
kann nunmehr nach Satz 1 ein L > 1 und ein 1 > 0 so bestimmt werden, daB 


2+L 


bfiretey—reyrars ee 


im Sinne jenes Satzes erfiillt ist. Es ist 
f(w+e+t)f(e2+rt)—f(2+8) f(z) 


=f(e+se+)[f(e+r)—f(x)]+F(2)[f(e+e+t)—f(z+8)], 
und daher mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung 


z+L 2 
(2 fire-retnre+e—re+nrciae) 


2+L 2+L 


<2} fireteteitae-t {iret —r@iras 


2+L z+ 


L 
+2-7fir(eyiae-t fire+ete)—rete)itas 


: 
<4 Kt 2 — 620°, 
z+L 


Ef ire +e+ Fe +e) — e+e) F(@)|de S00 


fiir alle x, und zwar fiir Werte r, die in jedem Intervall der Lange / 
mindestens einmal vertreten sind; auBerdem sind L und / unabhangig von s. 
Wenn nun § die Menge der Stellen ¢ des Intervalls (x, 2+ L) ist, 
fiir die 
[f(E+s+2)F(E+t)—£E+8)F(E)i>e 
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ist, so erhalt man 
relB| Se, 


P| SOL. 


Damit ist gezeigt, daB f(x-+s)f(z) fiir jeden Wert s die Bigen- 
schaft #) hat; und zwar sind die Zahlen L(e,#) und I(e,) unabhangig 
von 8. 

Auf Grund der Bemerkungen zu Beginn dieses Paragraphen ist dem- 
nach bewiesen: 


Satz 3. Fiir jede Wellenfunktion f(x) existieren 
M{f(x+s)F(x)} und M{F(z+s)F(z)} 


gleichmafig in s. 
Fiir jede Wellenfunktion existiert insbesondere 


M {| f(x) |*}. 


Ferner existiert 
m(s) = M{| f(z +8) — f(x) |*} 


gleichmaBig in s, und nach Satz 1 folgt fiir jedes e > 0 die Existenz einer 
Zahl l(e«) > 0 derart, daB 


(11) m(s)<e* 


in jedem Intervall der Linge / fiir mindestens ein ¢ erfiillt ist. Die Zahlen 
8@=t=t(e), die der Ungleichung (11) geniigen, sind den zu e gehérigen 
Verschiebungszahlen“ der fastperiodischen Funktionen genau analog, und 
kommen mit diesen iiberein, wenn f(z) fastperiodisch ist. Weyl nennt 
diese Zahlen t ,,Fastperioden vom Anniherungsgrad e“. Es steht nichts 
im Wege, diese Bezeichnungen auf die durch (11) erklarten Zahlen 1 fiir 
Wellenfunktionen zu iibertragen. Die Verschiebungszahlen oder Fastperioden 
der Wellenfunktionen sind jedoch, weil zu ihrer Definition die Existenz 
gewisser Mittelwerte vorausgesetzt werden mu8 oder das doch nur miihsam 
zu umgehen ist, nicht geeignet, die primire Rolle zu spielen wie die Ver- 
schiebungszahlen in der Bohrschen Theorie. — Wenn 1,,..., 1, Verschie- 
bungszahlen der Wellenfunktion f(z) sind, die zu e gehdéren, so ist 
t, +...-+1, eine Verschiebungszahl von f(z), die zu ne gehért, denn 
man hat 


m(t, +...+14,)<n(m(t,)+...+ m(t,)) <(ne)’. 


Herr Weyl hat bemerkt, daB fiir jede Funktion f(z) seiner Klasse 
— also fiir jede Wellenfunktion — die zugeordnete Funktion 


g(s) = M{f(x +s) f(x)} 
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fastperiodisch ist; in der Tat erhilt man bei beliebigem ¢ mit Hilfe der 
Schwarzschen Ungleichung 
lg(s+t) —g(s) aoe +t) —f(z+8)): “ead 
SM {| f(x + 8 +t) — fe + 8) |"}-M {| F(x) |"} = m(t)-M {| F(z) |*}, 
und (11) liefert jetzt fiir alle s und fiir geniigend dicht gelegene +r 


ig(@+t)—g(8)| Se. 
Die Stetigkeit von g(s) folgt aus der Stetigkeit von m(t) an der 
Stelle t= 0, die ihrerseits aus 
L 


lim 7 -| | f(E +2) &)|?d& = M{| f(a +t) — f(z) |*} 


£00” 


gleichmaBig in ¢, und bei festem LZ nach Lebesgue 


lim fing+t)—r(etaz—o 
abzulesen ist. 
Wegen 
m(s)= M{f (z+ s)f(w+s)}— M{f(z+ #) f(x)} -—M{F(z +8) f(x)} 
Nebel f(x)} = 29(0) —g(s) —9(s) 
ist auch m(s) fastperiodisch im Bohrschen Sinne. 


Die Existenz des Fourierkoeffizienten der Wellenfunktiorien haingt nun 
wesentlich von der Giiltigkeit des Summensatzes fiir Wellenfunktionen ab: 


Satz 4. Wenn f,(x) und f,(x) Wellenfunktionen sind, dann ist auch 
die Summe f(x) =f, (x) + f,(x) eine Wellenfunktion. 

Denn weil die Funktionen m, (s) und m,(s), die den Wellenfunktionen 
f,(%) und f,(2) zugeordnet sind, fastperiodisch sind, so ist es auch ihre 
Summe m,(s)-+m,(s). Zu jedem ¢>0 gibt es also ein 7>0, und 
nunmehr in jedem Interval] der Linge / mindestens ein 1 derart, daf 

1 2 
| m, (¢ +7) + m, (8 +1) —m, (8) — m,(8)| <> 
fiir alle s erfiillt ist. Daraus fiir s = 0: 
m, (t) + m,(t) SF. 


Andererseits gibt es ein Z,, so da8 fiir alle L > L,, alle x und alle s 


2+L 
EJ inG+e)-Z@ la —m@ise (y= 1, 2) 
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zutrifft, daher 


2+L | z+ 


pJire+)—relaesaly J 


oa 


L 
|f (E+) — &(€) |? dé — m, (x) 


2+L } 
i fists) = f, (€) |* dé — mM, (t)| + 2(m,(t) + m,(t)) Se*. 


| 





1.2 
Te 


Nach Satz 1 ist also f(x) eine Wellenfunktion. 

Aus den Siatzen 3 und 4 folgt, wenn /, (x) und f,(2) Wellenfunktionen 
sind, die Existenz von Mt {(f, (x) + fy(x))*} und M{(f, (x) — f, (x))*}, 
daraus weiter wegen 4fg =—(f+g)*° —(f—g)* der 

Satz 5. Wenn f,(x) und f,(x) Wellenfunktionen sind, dann existieren 

M{A(z)-fA(z)} und = MIF, (x)-f(x)|}- 
Fiir jede Wellenfunktion f(a) existiert insbesondere 
a(di) = M{ f(x) e-***} (Areell). 


Aus der fiir beliebige b,,..., 6, und reelle paarweise verschiedene y,,..., 4, 
giiltigen Identitat 


M {| f(x) — 3b, efmr#|*} = M{| f(z) |} — Sl a(m,)|" + 3 b,—a(u,)|” 
v=] = v= 


erschlie8t man in bekannter Weise die Abzahlbarkeit der Werte /, fiir die 
a(4) +0 ausfallt, und nennt diese Werte i,,1,,... die Fourterexponenten, 
die Konstanten a, = a(d,), a, =a(A,),... die Fourierkoeffizienten, die 


Reihe Da,eiu= die Fourierrethe von f(x), 


v=1 


f(x) Nice Da, ef, 
v=1 


Aus der obigen Identitét folgt ferner die Konvergenz der Reihe 
»j\a,|*, und die sog. Besselsche Ungleichung 
v=1 


S\a,|* <M{\ f(x) |*}. 


¥ 
= 


ee 


Damit ist alles zusammengestellt, was erforderlich ist, um daran den 


Beweis von Herrn Wey] fiir die Parsevalsche Gleichung anzukniipfen: 
Satz 6. Fiir jede Wellenfunktion 


f(z) ~ Sa, e's 
v=1 














Trigonometrische Approximation. $51 
tst 
Sa,|*—= Mi f(z) *} 
und — damit gleichbedeutend — 


n?>o ¥ 


lim M{| f(x) — Ya, e%=|*} = 0. 


Il. Abschnitt. 
§ 5. 
Vorbereitungen. 


Hilfssatz. Wenn f(x) eine Wellenfunktion ist, so gibi es zu jedem 
e>0 en L,(e)>0, und weiterhin zu jedem Paar 9 >0,o>0 ein 
6 = 4(e, 0, «) von folgender Beschaffenheit: Aus jeder Wellenfunktion F(x), 
die f(x) im Mittel mit der Genauigkeit 6 approximiert, 


M{| F(x) — f(x) |*} <3’, 


lapt sich mit Hilje von Verschiebungszahlen t,, ...,t,, , der Funktion f(x), 
die zu o gehdoren, eine Wellenfunktion G(x) von der Form 


F(a+1.)+...+F(r+t,_,) 
G(z)= ° ~ =4 





geuinnen, fiir die 

M {| G(x) — f(x) |*} So? 
und zugleich 

+L, 


i f lace) — 10g) |e <e* 


fiir alle x zutrifft. AuBerdem ist 


t+Lo 


i fire+e)—r@)tae sae 
oa 
fiir alle x und alle zu « gehdrigen Verschiebungszahlen von f(x) erfiillt. 
Beweis. Fiir jedes e > 0 mége I(e) so beschaffen sein, da in jedem 
Intervall der Lange / mindestens eine zu e gehérige Verschiebungszahl von 
f(a) gelegen ist. Wegen der gleichmaBigen Existenz von {| f(a+s) —f(x)|*} 
kann man A, = A,(e¢) so wahlen, daB 


z+A 
+ fire +1) —f(é)|"dé <2e? 
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fiir alle x, alle A > A, und alle zu ¢ gehérigen Verschiebungszahlen von 
f(x) erfiillt ist. — Nunmehr sei ein ¢ >0 gegeben. Die Zahl 


Ly = L,(¢) = Max (4. (¢)» do (5)) 


wird sich als geeignet erweisen. 

Zunichst ist die letzte Behauptung des Hilfssatzes offenbar erfiillt. 
—- Es seien 9 und o zwei weitere positive Zahlen. Ohne Verlust an All- 
gemeinheit darf 9 unterhalb einer vorgegebenen Schranke angenommen 
werden; es sei 


e<5 ud oe<z. 
Die natiirliche Zahl k = k(e, 0,0) werde so gewahlt, daB 


kL, =>l(¢) 
ausfallt. Endlich sei 


b= 5(e, 0,0) = Min (5,4), 


und F(z) eine Wellenfunktion, die f(z) mit cer Genauigkeit 6 approxi- 


miert. Fiir ein passendes L, das oberhalb 2% L, angenommen werden kann, 


und alle z ist dann 
e+L 


Lf \P@)— reas < 20% 


Die natiirliche Zahl m werde gemaiB 
2mkL,cL<2(m+1)kL, 


bestimmt, und nunmehr seien 1,,...,1,,_, 
gehorige Verschiebungszahlen von f(z) aus den Intervallen 


2ukLy<t,<2ukL,+1(e) (u=0,...,m—1), 


insbesondere t, = 0, und es werde 1, = L gesetzt®). Es ist dann 


zug, also gewiB auch zu ; 


T.+1— 3, > Le (u=0,...,m—1) 
und 
4mkL,>L. 


Ich behaupte: Die Wellenfunktion 


m—1 
1 
G(z) = — DS) F(z +t,) 
u=0 
leistet das Verlangte. In der Tat erhilt- man 


®) Natiirlich braucht 1,, keine Verschiebungszahl zu sein. 
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z+Lo 
i fie) rela 


<23% fi Ines) NOI YF fire ty) nets Nae 


m—-1 Sttp+i—Tp 


se\? 
<4(5) + amt & firets)-1e++)\ae 


m—1 @tte+: 


s4(s) +2 fire —rerae 


2+L 


=4() +54 [| Fee) ~ (8)\"ae <4(£) + 16 kd" <e?. 


Ferner ist 
M{| G(x) — f(x) |*}—= M {|2 d (F(z ++,)—f(@)) 





sft 3 re+ - re)l"} 


SRO MIF +4 —te+t,)[}+2 SM nets 4) — f(2)|*} 


S28 4209S 45 = 


Damit ist der Hilfssatz bewiesen. Der Approximationssatz des nichsten 
Paragraphen wird sich nun als Folge aus dem Satze 7 ergeben. 


Satz 7. Wenn die Folge von Wellenfunktionen f,(x), f,(x),... tm 
Mittel gegen die Wellenfunktion f(x) konvergiert, dann kann man daraus 
eine Folge von Wellenfunktionen g,(x),g,(2),... gewinnen, die im 
Mittel scharf gegen f(x) konvergiert. Dies gelingt mit Funktionen g, (x) 
von der Form 


9, (x) = : 1 Spletet. 
Oe oe 

Zum Beweise seien allgemein fiir jedes Tripel e >0,0 >0,0>0 die 
Zahlen L, = L,(e) und 6=4(«, 0,0) so bestimmt, daB die Aussage des 
Hilfssatzes fiir f(x) giiltig ist. Nachdem ¢,,¢,,... als positive monotone 
Nullfolge gewahlt ist, 

&,>&> ...->0, 
Mathematische Annalen. 100. 23 
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seien L,, L,,... erklart durch 


L, = 1, (4); L, = L,(%), ney L, = L,(), 
Fiir jedes » werde ferner der Reihe nach gesetzt 


am a(t d01) 


a =o. ga) 
Me cae Sas ce 
821 = 3 (Et, Ze, 3.) 





4? 4,’ 
(ry) & &y (») 
by” = (7, gE, 6°21). 

Ein beliebiges » werde jetzt festgehalten. Die oberen Inaies »y in 
(12) kénnen dann vorlaufig fortgelassen werden. Fiir einen passenden 
Index n ist voraussetzungsgemaB 

M {| f(z) — f(z) |"} Sor. 
Anwendung des Hilfssatzes auf F(x) = /f,(2) liefert eine Wellen- 
funktion G(x) = f,,(2), die den Bedingungen 
atl, 
1 \2 
1 J \fue (8) — (8) "a << (*) 
fiir alle z, und zugleich 
M{| f,, (x) Fe f(x) \*} Sor, 
geniigt. Auf F(x)=/,,(a) laBt sich der Hilfssatz erneut anwenden. Es 
entsteht G(z)=f,,_,(z) mit 


a+Ly-, 


ier J Nfaw-a(8)- f(e)|"ae <(*) 





und zugleich 
M{| fy,-1 (2) — f(x) |"} Sys. 
Und so fort. Beim vorletzten Schritt hat man f,,(x) mit 
z+L, 
+f itea(e)—r(@itae < (4) 
und zugleich . 
M {| fue (w) — (x) |*} SA; 
schlieBlich f,, (2) mit 


z+L, 


i J tas (8) — £(8)|*a8 < (4) 





a 


sae St 
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Die Wellenfunktion 
9 (@) = fx (2) 
hat folgende Eigenschaft: Hs ist 


a+Ly 


(13) i fioe)—rleyraese? 


fiir alle x und fiir jeden Index x=1,...,» erfillt. Denn fiir x =1 
stimmt das mit dem Ergebnis des letzten Schrittes iiberein. Fiir x = 2 
kann man so schlieBen: g(x) ist von der Form 


m—1 


9(2) => She(e+t,), 


#=0 


WO T%,,.-+; Tj, Verschiebungszahlen von f(z) sind, die zu ree also wegen 
& 


is <j auch zu ? gehéren. Unter Benutzung der letzten Aussage des 


Hilfssatzes erhalt man 


a+, m-1 *t+l, 
ff 98) reat SD, J Ital +4) Nae 
P =. t+L, : . v ; ZtLs 3 
<2 Sz Sirete—nerae+2d Ff itae+s)-16 +4) ie 
<4(3)+2(3) <4. 


Eine ahnliche Erwigung wie im Falle x —2 fiihrt auch allgemein 
(2<*%<») zum Ziele: g(x) ist von der Form 


m—1 


g(z)=+ Sf,.(2+1,) 


wad 
wo jede der Zahlen 1,,...,1,,_, eine Summe von Verschiebungazahlen von 
f(x) ist, die zu c gehéren*®); die Anzahl der Summanden ist x — 1, die 
Zahlen to, ..., %} 1 Sind also Verschiebungszahlen von f(z), die zu (x—1) **, 
also wegen (x — It<% auch zu 7 gehéren. Alles weitere verliuft 
genau analog zum Falle x = 2. 


%) Z. B. erhalt man fiir x = 3: 


1 m,-1 1 m,-1 m,—1 
g(z)= in, » fas (2+?) = mm, oy > fas (2+ rf) +2"). 
u=0 “a=0 v=0 


23° 
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Ferner hat g(x), wie sich nach dem letzten Schritt, x=», ergibt, 
die Form 


g(x) => S'f,(z+¢,). 


a= 


Fiir jedes y= 1,2,... erhalt man eine solche Funktion 


My 
1 . 
9, (2) = a >) fay (® + Cn”) - 
wal 


Ich behaupte: Die so entstehende Folge von Wellenfunktionen g, (x), g, (2), ... 
konvergiert im Mittel scharf gegen f(x). Bestimmt man nimlich zu ge- 
gebenem « >0 den Index » so, daB «¢,<e ist, so sind L, und dieses n 
solche Werte von L(e) und n(e), wie sie in der Definition der scharfen 
Konvergenz im Mittel gegen eine Wellenfunktion gefordert werden. Denn 
in bezug auf jeden Index y>n spielt n selbst die Rolle eines x in (13). 


§ 6. 
Die trigonometrische Approximation fiir Wellenfunktionen. 
Satz 8. Zu jeder Wellenfunktion 


f(x) ~ S'a, et* 
v=1 
gibt es eine Folge von trigonometrischen Polynomen der Form 
kn 
Q,, (xz) = so e** (x =1,2,...), 
v=1 


die im Mittel scharf gegen f(x) konvergiert. 


Dieser Satz folgt unmittelbar aus den Siatzen 6 und 7. Bedeuten 
nimlich P,(x) die Abschnitte der Fourierreihe von f(z), 


7 , 
P,(z)= Sa,e""* (k=1,2,...); 
r=1 


so konvergiert die Folge von Wellenfunktionen f,(x) = P, (x), f,(x)=P,(2),.-. 
im Mittel gegen f(x) (Satz 6), und der Satz 7 liefert die Funktionenfolge 


mm, < 
a= v=1 * ual 


an 
=D) bee’ foe, ®: 22), 
v=1 


die im Mittel scharf gegen f(2) konvergiert. 


1 = (n) fs — idem iA 
9u(2)= (2) = S Peale to) = S'(L Sa, he) he 


(Eingegangen am 15. 1. 1928.) 


























Uber die Verallgemeinerungen fastperiodischer 
Funktionen. 


Von 


Harald Bohr in Kopenhagen. 


An die ersten Arbeiten iiber fastperiodische Funktionen (Acta math. 
Bd. 45, 46, 47) hat sich eine Reihe von weiteren Arbeiten angeschlossen. 
Unter anderem sind mehrere Verallgemeinerungen dieser Funktionenklasse 
angegeben*). Die ersten solchen Verallgemeinerungen riihren von Stepanoff 
her (Math. Ann. Bd. 95); unabhaingig von Stepanoff wurde auch Wiener 
(Math. Zeitschr. Bd. 24) bei seinen bedeutsamen Untersuchungen iiber 
Fourierintegrale auf eine der Stepanofischen Funktionenklassen gefiihrt. 
Eine sehr weitgehende Verallgemeinerung wurde nachher von Besicovitsch 
(Proc. London Math. Soc. Bd. 25) angegeben. SchlieBlich hat Weyl am 
Ende seiner sehr interessanten Arbeit ,,Integralgleichungen und fastperio- 
dische Funktionen“ (Math Ann. Bd. 97), in welcher eine neue Begriindung 
der Hauptsitze der Theorie der eigentlichen fastperiodischen Funktionen 
gegeben wurde, eine von den oben erwahnten verschiedene Verallgemeine- 
rung des Begriffes der Fastperiodizitaét aufgestellt und die so verallgemei- 
nerte Funktionenklasse mit Hilfe seiner Methoden untersucht. An diese 
Weylsche Abhandlung schlieBt sich die der vorliegenden kleinen Abhand- 
lung vorangehende Arbeit von R. Schmidt; eine kurze Voranzeige seiner 
Resultate hatte Schmidt schon in einer Note in den Jahresberichten der 
deutschen Mathematikervereinigung (Bd. 36) verdffentlicht. 

Diese verschiedenen Verallgemeinerungen und andere damit zusammen- 
hangende sind neuerdings von Herrn Besicovitsch und mir einer eingehen- 
den Untersuchung unterworfen worden. Die allgemeinen Gesichtspunkte, 
die wir dabei zugrunde legen, sowie eine Anwendung derselben auf die 


1) Ich beschiaftige mich im folgenden nur mit Funktionen einer reellen Variablen 
und lasse analytische Funktionen einer komplexen Variabeln sowie Funktionen mehrerer 
Variablen auB8er Betracht. 
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Stepanofischen Funktionen, haben wir bereits in einer Abhandlung in den 
Mitteilungen der danischen Akademie (Bd. 8) dargestellt. Eine umfassende 
Untersuchung des ganzen Fragenkomplexes werden wir demnichst in einer 
weiteren gemeinsamen Arbeit in den Acta mathematica verdffentlichen. Da 
so viele der einschligigen Arbeiten gerade in den Mathematischen Annalen 
erschienen sind, mag es vielleicht gestattet sein, auch an dieser Stelle auf 
die Gesichtspunkte von Besicovitsch und mir kurz einzugehen — und zwar 
indem ich im wesentlichen einen Vortrag wiedergebe, den ich im Januar 
1928 in der Géttinger Mathematischen Gesellschaft gehalten habe — und 
dariiber hinaus beispielsweise zu berichten, wie die Resultate von Weyl und 
Schmidt sich in den Rahmen unserer allgemeinen Untersuchungen einordnen. 

1. Zunachst ein paar Worte iiber die Theorie der eigentlichen fast- 
periodischen Funktionen (kurz f. p. Funktionen). 

Unter der abgeschlossenen Hiille einer Menge ® von Funktionen 
F(x) (—co<2< 00) wollen wir diejenige Funktionenmenge H (@®) ver- 
stehen, welche aus der gegebenen Menge @ entsteht, wenn diese durch Hin- 
zufiigung aller solcher Funktionen erweitert wird, die gleichmafig fiir alle x 
durch Funktionen der Menge ® approximiert werden kénnen. 

Es bezeichne iiberall im folgenden E die Menge aller Exponential- 
polynome (endlichen Summen von ,,reinen Schwingungen“) 


8(z) = dae’ (A, reell). 
v=1 


Ferner bezeichne F' die Menge der f.p. Funktionen, d. h. die Menge 
aller stetigen Funktionen f(z) (— co <2< oo) mit der folgenden Eigen- 
schaft: Zu jedem ¢>0 gibt es eine ,,relativ dicht“ liegende Menge von 
Zahlen ( Verschiebungszahlen) t= t(¢) mit 

|f(a+r1)—f(a)|<e (—co<%<0o0); 
hierbei sollen die Worte ,,relativ dicht“ bedeuten, da8 in jedem Intervall 
einer gewissen Linge 1 =1(e) mindestens eine der Zahlen t vorhanden ist. 

Ein Hauptsatz der Theorie der f.p. Funktionen (der Approximations- 
satz) besagt, daf die Menge F' gerade die abgeschlossene Hiille von E 
tst, also 


(1) F=H(E) 














Durch diese Gleichung wird unsere Funktionenklasse von zwei verschiede- 
nen Gesichtspunkten aus charakterisiert: einerseits durch Schwingungs- 
eigenschaften als abgeschlossene Hiille von endlichen Summen reiner 
Schwingungen, und andererseits durch Verschiebungseigenschaften (Perio- 
dizitatseigenschaften) als f. p. Funktionen. 


arta > 
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Zu jeder f. p. Funktion gehért eine Fourierreihe 5’ A,e'4**, welche 
ihrerseits die Funktion f(z) eindeutig bestimmt. Der Summationssatz von 
Bochner (Math. Ann., Bd. 96), der den beriihmten Fejérschen Summations- 
satz fiir Fourierreihen reinperiodischer Funktionen auf f. p. Funktionen iiber- 
trigt, liefert einen Algorithmus, welcher von der Fourierreihe aus zu gleich- 
maBig approximierenden Exponentialpolynomen fiihrt. 

2. Bei der Aufgabe, die Theorie der f. p. Funktionen zu verallgemeinern, 
wird es sich vor allem darum handeln, den Approximationssatz, d.h. die 
obige Gleichung (1) zu verallgemeinern. Dabei kann man in zwei ver- 
schiedenen Weisen vorgehen. 


Entweder kann man von der linken Seite der Gleichung ausgehen, 
d. h. direkt versuchen, die Definition der Fastperiodizitét zu erweitern, vor 
allem dadurch, daB man die Forderung der Stetigkeit aufgibt und zu 
Funktionen iibergeht, die nur solchen Bedingungen unterworfen sind wie 
etwa der der MeBSbarkeit oder Integrierbarkeit im Lebesgueschen Sinne. 
So ist z. B. Stepanoff, der als erster und mit groBem Erfolg das Problem 
der Verallgemeinerung in Angriff genommen hat, vorgegangen. Die Auf- 
gabe wird dann sein, die Schwingungseigenschaften der so definierten ver- 
allgemeinerten f.p. Funktionen zu studieren. 

Oder man kann umgekehrt von der rechten Seite der Gleichung (1) 
(also von den Schwingungseigenschaften) ausgehen, indem man den Begriff 
der abgeschlossenen Hiille der Klasse E verallgemeinert, d. li. einen ande- 
ren Limesbegriff als den der iiberall gleichmaBigen Konvergenz zugrunde 
legt. Man wird hier vor die umgekehrte Aufgabe gestellt, nimlich, fiir die 
so definierte abgeschlossene Hiille der Menge aller Exponentialpolynome 
die zugehérigen verallgemeinerten fastperiodischen Eigenschaften zu erfor- 
schen. In dieser Weise ist vor allem Besicovitsch vorgegangen. 

Fiir eine systematische Behandlung der Theorie der Verallgemeine- 
rungen f. p. Funktionen bietet sich, unserer Ansicht nach, der letzte Ge- 
sichtspunkt als der natiirlichere dar. Die Aufgabe ist hier eine ganz klare 
und eindeutige; man betrachte nach und nach verschiedene Grenzpro- 
zesse G, bilde jedesmal die entsprechende abgeschlossene Hiille Hg(H) und 
suche danach diese Funktionenklasse durch Periodizitiatseigenschaften zu 
charakterisieren. 

3. Im folgenden werde ich mich, der Kiirze halber, auf Funktionen 
der Klasse L* beschrinken, d. h. der Klasse aller Funktionen f(z) 
(— co < 4% < oo), die samt dem Betrag ihres Quadrats in jedem endlichen 
Intervall im Lebesgueschen Sinne integrierbar sind; nur diese Klasse L* 
kommt namlich fiir die spitere Diskussion der Resultate von Weyl und 
Schmidt in Betracht. Besicovitch und ich haben iibrigens alle Klassen L”, 
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wo p eine beliebige Zahl > 1 ist, untersucht; hierbei zeigt sich die Klasse L* 
(und nicht etwa die Klasse L*) insofern als die natiirliche Grundlage, als 
man von dieser ersten Klasse heraus leicht zu den héheren Klassen auf- 
steigen kann. 

In der Theorie der reinperiodischen Funktionen der Klasse L*, wo 
es sich um ein endliches Intervall (a,b) handelt, wird bekanntlich der 
folgende Limesbegriff zugrunde gelegt: Es soll lim f, (2) = f(a) bedeuten, 
daB der Mittelwert 


6 
1 
sty Jirte) —t(2) "ee 
fiir n—+ co gegen 0 strebt. Oder anders ausgedriickt, indem wir in der 


bekannten Weise einen Entfernungsbegriff zweier Funktionen einfiihren: Es 
wird die Entfernung (Distanz) von f(z) und g(x) durch 





Df (z),9(z)]= jz: ba J \f (2) — 9(2)|*dz 


definiert, und danach der Limesbegriff lim f, (2) = f(z) einfach durch 


D(f(2),f(2)]—+0 fir > co 
erklart. 

In der Theorie der fastperiodischen Funktionen handelt es sich prin- 
zipiell um ein unendliches Intervall — co < x < co. Wenn man den obigen 
Limesbegriff, oder besser den obigen Entfernungsbegriff, von einem endlichen 
auf ein unendliches Intervall zu iibertragen wiinscht, wird man vor die Wahl 
mehrererer verschiedener Méglichkeiten gestellt, von denen jede ihre beson- 
deren Eigentiimlichkeiten und ihr besonderes Interesse darbietet. Wir 
fiihren drei solcher Entfernungsbegrifie ein, die wir mit Ds[f(z),g(x)], 
Dz{f(x),g(x)] und Dw[f(x),g(a)} bezeichnen, weil sie auf das engste 
mit den Verallgemeinerungen der f. p. Funktionen von Stepanoff, Besicovitch 
und Weyl verkniipft sind. 


Der Stepanoffsche Entfernungsbegriff ist durch 





/ 2+L 
Ds{t(2), 9(2)} -/ Ob. Gr. 7 fir(é)—9(e)iae 


gegeben. Hierbei ist L eine feste positive Zahl; ihr Wert ist gleichgiiltig 
(sie kann z. B. gleich 1 angenommen werden), weil der Grenzbegriff, welcher 
durch diesen Entfernungshbegriff festgelegt wird, wie leicht zu sehen, von 
dem speziellen Werte von L nicht abhiangt. 
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Bei dem Besicovitchschen Entfernungsbegriff Dg({f(x),g(x)] wird 
der Mittelwert sogleich iiber das ganze Intervall — co < x < oo erstreckt: 





T 
. 1 
Dz(f(x),9(z)]) = |/ ins =)! f(x) —g(x)|*da. 
=r 
Der Weylsche Entfernungsbegri} ist schlieBlich ein ,,Mittelding“ zwischen 
den beiden obigen; es wird hier zuniichst, wie bei Stepanoff, eine feste 
Lange L betrachtet, die man aber danach iiber alle Grenzen wachsen laBt: 





2+L 


Dut (z),9(2))=J/ lim Ob. Gr. + [\r()—9(é) "ae. 


Es ist mit anderen Worten bei dem Weylschen Entfernungsbegriff die Ent- 
fernung zweier Funktionen f(z) und g(z) klein, wenn nur fiir irgendein 
(vielleicht ungeheuer groBes) L der Mittelwert 


+ firce)—o(eyitae 


fiir alle x klein ausfallt. H 

Bei jedem der drei Entfernungsbegriffe wird der entsprechende Limes- 
begriff 

S-lim f,(z)=f(x), B-limf,(z)=f(z), W-limf,(z)=f(z2) 
durch die Relation 


Ds{f(x),f,(z)] +0, Dalf(x),f,(z)]~+9, Dw[f(#), f,(z)] +0 
erklart. Und jedesmal wird mit Hilfe des zugrunde gelegten Limesbegriffes 
die abgeschlossene Hiille der Menge EF gebildet, also beziehungsweise 


Hs(E), Hs(E), Hw(#). 


4. Bevor ich zur Besprechung der allgemeinen Methode iibergehe, 
durch welche Besicovitch und ich die — zum Teil schon durch die friihere 
Literatur bekannten — Verschiebungseigenschaften aufsuchen, welche diese 
drei Funktionenklassen Hs(.E), Hp(E), Hw(E) charakterisieren, seien die 
folgenden Bemerkungen eingeschaltet iiber die eigentiimlichen Eigenschaften, 
welche jeder dieser drei Klassen ihr besonderes Interesse verleihen. Die 
Stepanofische Klasse ist die engste und daher die einfachste; in der Tat 
hat sie sehr viele Eigenschaften mit der (natiirlich darin enthaltenen) Klasse 
der eigentlichen f. p. Funktionen gemeinsam; vor allem bleibt hier — im 
Gegensatz zu den beiden anderen Klassen — der Satz von der eindeutigen 
Bestimmtheit einer Funktion durch ihre Fourierreihe einigermaBen gut 
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erhalten; er lautet, daB eine Stepanofische Funktion durch ihre Fourier- 
reihe bis auf eine Menge vom Mafe Null bestimmt ist. Das Interesse 
der Besicovitchschen Klasse liegt nicht nur darin, daB sie bei weitem die 
umfassendste ist; ihre besondere Bedeutung gewinnt sie dadurch, da8 erst 
hier das Analogon des Riesz-Fischerschen Satzes gilt; es besagt, daB die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine unendliche Reihe 
S'A,e'“*"* die Fourierreihe einer Besicovitchschen Funktion ist, einfach 
darin besteht, daB '| A, |* konvergiert. SchlieBlich bringt die Weylsche 
Klasse ihre Stellung als natiirliche Mittelstufe zwischen der Stepanofischen 
und der Besicovitchschen Klasse durch mehrere interessante und charakte- 
ristische Eigenschaften zum Ausdruck. 

5. Indem wir nun den Faden der Entwickelung wieder aufnehmen, 
stehen wir also vor der Aufgabe, die drei Funktionenklassen Hs(2), 
H,(E), Hw(E) durch Periodizitatseigenschaften zu charakterisieren, also 
vor genau derselben Aufgabe, welche fiir die mit Hilfe gleichmaBiger Kon- 
vergenz abgeschlossene Hiille H'(E) durch die Gleichung 
(1) H(E)=F 
gelést wurde. 

Durch eine fduBerst einfache, aber prinzipiell wichtige Betrachtung 
fiihren Besicovitch und ich dieses Problem auf das entsprechende, durch 
die Gleichung (1) geléste Problem in der urspriinglichen Theorie zuriick. 
Indem wir die Tatsache beriicksichtigen, aaé die gleichmaBige Konvergenz 
der engste aller betrachteten Grenzprozesse ist — d.h. daB die mit Hilje 
gleichmafiger Konvergenz abgeschlossere Hiille H(E) die engste aller 
Hiillen H(E) ist — kénnen wir nimlich den Approximationssatz (1) der 
urspriinglichen Theorie beim Aufbau der verallgemeinerten Theorien direkt 
als fertiges Resultat benutzen, ohne (wie es die friiheren Verfasser getan 
haben) auf den Beweis dieses Satzes zuriickzukommen. Aus der Ungleichung 


EC H(E)¢ He(£), 
wo G@ irgendeinen der drei obigen Grenzprozesse S-, B- oder W-lim be- 
deutet, folgt nimlich unmittelbar 

Hg(E) = He(H(E£)), 
also, wegen H (EE) = F, 





He (E) = He(F) |. 











Hiermit ist aber gezeigt, daB das Problem der fastperiodischen Charakte- 
risierung der Funktionenklasse Hg(E) einfach damit gleichbedeutend ist, 
die Wirkung zu untersuchen, welche der betrachtete GrenzprozeB G hervor- 
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bringt, wenn er auf die eigentlichen }. p. Funktionen der urspriinglichen 
Klasse F ausgeiibt wird. Wir brauchen uns also gar nicht mehr mit der 
Klasse H, d. h. mit der Theorie der Schwingungen zu befassen; die Ver- 
bindung zwischen Schwingungen und Periodizitatseigenschaften ist ein fiir 
allemal durch die urspriingliche Gleichung (1) zustande gebracht; was zu 
untersuchen iibrig bleibt, hat nur noch mit reinen Verschiebungseigen- 
schaften zu tun. 


Was die Behandlung der Stepanofischen Funktionen von diesem Ge- 
sichtspunkte aus betrifft, vergleiche man die schon oben zitierte Abhand- 
lung von Besicovitch und mir in den Mitteilungen der dinischen Akademie, 
und was die entsprechende — aber viel schwierigere — Untersuchung der 
Besicovitchschen Klasse anbelangt, verweise ich auf unsere gemeinsame, 
bald erscheinende Arbeit in den Acta mathematica. Hier soll nur mit 
einigen Worten auf die Weylschen Funktionen eingegangen werden, die 
ebenfalls in unserer Acta-Arbeit ausfiihrlich behandelt werden. 


6. Die Definition der von Weyl in seiner Arbeit iiber Integralglei- 
chungen und f. p. Funktionen eingefiihrten verallgemeinerten f. p. Funktionen 
(wir wollen sie als W.f.p. Funktionen bezeichnen) lautet: 


Eine Funktion der Klasse L” soll eine W.f.p. Funktion genannt wer- 
den, falls es zu jedem e > 0 eine relativ dicht liegende Menge von Zahlen t 
sowie ein zugehériges L, derart gibt, daB fiir jede dieser Zahlen + die Un- 
gleichung 


a2+L 


Ob. Gr. + fire +1) —f(8)|"db <e 


—-e2<z<@e 
fir L > L, besteht. 

Das Hauptresultat von Weyl, insofern von Verallgemeinerungen die 
Rede ist, besagt (obwohl in etwas anderer Formulierung), daf die Klasse Fy 
der W.}. p. Funktionen gerade mit der oben eingefiihrten Hiille Hw (E) 
tibereinstimmt, also 


(2) Hy (E) = Fw. 


Weyl bewies diesen schénen Satz, indem er zeigte, daB die auf der 
Theorie der Integralgleichungen beruhende Methode, welche er zum Beweise 
der Hauptgleichung H(EH)=F der urspriinglichen Theorie ausgebildet 
hatte, auf die Klasse der W.f. p. Funktionen iibertragbar war. In unserer 
Acta-Arbeit werden Besicovitch und ich eine neue Begriindung dieser Weyl- 
schen Gleichung (2) geben, und zwar in der oben angedeuteten Weise mit 
Hilfe der Relation Hy()= Hw(F'). Da wir somit auf den Beweis der 
Hauptgleichung (1) gar nicht zuriickkommen, sondern sie in fertiger Form 
benutzen, ist es fiir unsere Herleitung des Weylschen Satzes ganz gleich- 
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giltig, in welcher Weise diese Gleichung (1) abgeleitet wird — ob mit 
der urspriinglichen mehr elementareren Methode, ob mit der von Wiener an- 
gegebenen Methode, welche die Hilfsmittel der modernen Theorie der reellen 
Funktionen heranziehen, oder mit der oben erwaihnten Weylschen Methode. 
Und haben wir erst die Gleichung Fw = Hw(E) bewiesen, kénnen wir 
nachher alle iibrigen Eigenschaften der W. f. p. Funktionen: daB die Summe 
zweier W.f. p. Funktionen wieder eine W. f. p. Funktion ist, daB der Mittel- 
wert einer W.f. p. Funktion existiert, da sie eine Fourierreihe besitzt usw. 
sofort ableiten, indem wir von der Charakterisierung Hw(E) (statt von 
Fw) ausgehen. 

Zu leichterem Verstindnis des unten Folgenden werde ich den Weyl- 
schen Approximationssatz Fw= Hw(E) auch in der folgenden Formu- 
lierung aussprechen, wo explizite zum Ausdruck gebracht ist, was es eigent- 
lich bedeutet, da8 eine Funktion f(z) der abgeschlossenen Hiille Hw (2) 
angehdrt. 

Damit eine Funktion f(x) der Klasse L* eine W.f.p. Funktion sei, 
ist notwendig und hinreichend, da8 sie in der folgenden Weise durch Sum- 
men von Schwingungen approximiert werden kann: Es soll eine Folge von 
Exponentialpolynomen 

&,(#), Gg(2), .--5@,(#), ».- 


sowie zwei dazu gehérige Zahlenfolgen 


OP & ass >&,... (e, — 0) 
und 
es ae ee 
derart existieren, daB fiir jedes n die Ungleichung 
z+Ly 
Ob. Gr. Lfire) — 8, (é)|*di <e, 
—s<s<@ $ 
besteht. 


Hierbei kénnen iibrigens, wie aus der Parsevalschen Gleichung folgt, 
als Approximationssummen s,(2) einfach die Abschnitte SA ei der 
1 


Fourierreihe von f(z) verwendet werden. Es sei jedoch bemerkt, daB dies 
nur fiir die Klasse L*, und nicht etwa auch fiir die Klasse L*, zutrifft. 
Doch kénnen auch bei den W.f.p. Funktionen der allgemeinen Klasse L” 
(p =1) Approximationssummen in einfacher Weise von der Fourierreihe 
der Funktion aus gebildet werden; in der Tat haben Besicovitch und ich 
gezeigt, daB die Fejér-Bochnersche Summationsmethode — die innerhalb 
der Theorie der eigentlichen f. p. Funktionen zu gleichmaBig approximieren- 
den Summen fiihrt — auch in der Theorie der W. f. p. Funktionen der 
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allgemeinen Klasse L” Exponentialpolynome der erwiinschten Art liefert, 
d. h. solche, die gegen f(x) im Sinne des hier zugrunde gelegten Entfer- 
nungsbegrifies konvergieren. 

7. SchlieBlich werde ich noch kurz die Resultate von Schmidt be- 
sprechen. Die Schmidtsche Abhandlung beginnt mit der Definition einer 
Klasse von verallgemeinerten f. p. Funktionen, die Schmidt als ,,Wellen- 
funktionen“ bezeichnet. Diese Definition hat groBe Ahnlichkeit mit derjenigen 
der W. f. p. Funktionen, und, wie Schmidt durch einfache Uberlegungen 
zeigt, laufen die beiden Definitionen auch tatsichlich auf genau dasselbe 
hinaus. Bei der weiteren Behandlung seiner Funktionen benutzt Schmidt 
ihre Identitét mit den W. f. p. Funktionen, indem er sich auf die oben 
erwihnte Ubertragbarkeit der Weylschen Methoden von den eigentlichen 
f. p. Funktionen auf die W. f. p. Funktionen beruft. Das wesentlich neue, 
was die Schmidtsche Arbeit iiber die Weylsche hinaus bringt, besteht 
darin, da8 gezeigt wird, da8 die Folge von approximierenden Exponential- 
polynomen s, (2), die in dem oben angegebenen Sinne zu einer beliebigen 
W. f. p. Funktion existiert, derart gewahlt werden kann, daB sie eine gewisse 
besondere ,,Glattheit“ (Monotonieeigenschaft) besitzt. In genauer Formu- 
lierung besagt das Resultat von Schmidt, daB es méglich ist, die im 
Weylschen Sinne approximierende Folge s,(z) so zu wihlen, daB, wenn 
wir ein festes ¢« > 0 betrachten (und nicht wie oben eine Folge von zu 
Null abnehmenden GréBen ¢,, ¢,,...), wir dann auch fiir alle hinreichend 
groBen n ein festes L= L(e) verwenden kénnen. Es sind mit anderen 
Worten die Schmidtschen Approximationssummen s, (x) so beschaffen, daf 
es zu jedem e ein N= N(e) und ein L = L(e) derart gibt, daB die Un- 
gleichung 


2+L 


(3) Ob. Gr. 1 fire) —a, ("ae <e 
—-e2<zt<e 2 

fiir n> N besteht. (Lassen wir « gegen Null stehen, wird natiirlich im 

allgemeinen L iiber alle Grenzen wachsen.) 

Schmidt beweist diesen Satz, indem er von einer Folge s, (x) ausgeht, 
fiir welche W-lim s, (2) = f(a) ist, und dann diese Folge einem gewissen 
scharfsinnig ausgedachten Glattungsverfahren (unter Heranziehung der Ver- 
schiebungszahlen) unterwirft. Von einer Folge s, (a), die im Sinne von (3) 
konvergiert, sagt Schmidt, daB sie ,,im Mittel scharf“ gegen f(a) konver- 
giert. Ich wollte jedoch das Resultat von Schmidt lieber so interpretieren, 
daB es sich nicht so sehr um einen selbstiindigen KonvergenzprozeB han- 
delt, als vielmehr um eine interessante — bei der betrachteten speziellen 
Approximationsaufgabe erfiillbare — Nebenbedingung, die man an eine im 
Weylschen Sinne konvergente Funktionenfolge stellen kann. Verglichen 
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z. B. mit den drei obigen Konvergenzbegrifien S-lim f,(x) = f(z), 
B-lim f,,(z) = f(x), W-lim f,(x) =f (az), die ja alle drei verschiedene 
Varianten von Konvergenz im Mittel iiber ein unendliches Intervall dar- 
stellen, scheint nimlich das Schmidtsche Konvergenzverfahren nicht ein 
Begriff von derselben allgemeinen Bedeutung zu sein, weil es nicht — wie 
Schmidt selbst betont — mit einem Entfernungsbegriff im Funktionen- 
raume verkniipft werden kann. 

In den Untersuchungen von Besicovitch und mir tiber die Fourier- 
reihen von W.f.p. Funktionen gewinnen wir das Schmidtsche Resultat — 
das uns von seiner Note in den Jahresberichten bekannt war — in anderer 
Weise, und zwar so, da wir zugleich einen einfachen Algorithmus angeben, 
der von der Fourierreihe der Funktion aus zu einer Folge von Exponen- 
tialpolynomen der gewiinschten Art fiihrt. In der Tat ergibt sich, daB die 
oben erwahnte Fejér-Bochnersche Summationsmethode, auf die Fourierreihe 
einer W.f. p. Funktion (sogar der beliebigen Klasse L”) ausgeiibt, Approxi- 
mationssummen liefert, die nicht nur im Weylschen Sinne konvergieren, 
sondern dariiber hinaus gerade der von Schmidt gestellten Monotonieforde- 
rung geniigen. Es ist interessant, zu sehen, daB nicht nur in der urspriing- 
lichen Theorie, sondern auch in den verallgemeinerten Theorien der f. p. 
Funktionen, die Bochnersche Summationsmethode sich von ahnlicher Trag- 
weite zeigt wie ihr Speziaifall, die Cesaro-Fejérsche Methode, in der Theorie 
der reinperiodischen Funktionen. 


(Eingegangen am 7. 7. 1928.) 











Untersuchungen iiber die Borelschen Verallgemeinerungen 
des Picardschen Satzes. 


Von 


Paul Csillag in Budapest. 


Einleitung. 
E. Borel betrachtet in einer bekannten Arbeit') Identitaéten von der 


n 
Form »'a;(z)e% = a,(z), wo samtliche Funktionen ganze transzendente 
i=1 


Funktionen bedeuten und die a;(z) iiberdies ,,schwiacher“ wachsen wie alle 
Quotienten e9% (2) | ea, 

Sein — in strenger Weise durch O. Blumenthal*) durchgefiihrter — 
Beweis zu dem Satze, daB unter diesen Voraussetzungen samtliche a,(z) 
identisch verschwinden, stiitzt sich wesentlich auf Abschitzungen der 
Minima ganzer Funktionen auf gewissen Kreisen durch die Modulmaxima 
eben dieser Funktionen’). 

Ich habe gefunden, daB es nicht unzweckmaBig ist, eine andere Tat- 
sache zum Beweise ahnlicher Satze zu benutzen. Diese Tatsache betrifft 
die Abschitzung des Quotienten zweier im LElinheitskreise reguléren 
analytischen Funktionen auf jedem Kreise, die daselbst auch in bezug auf 
Vielfachheit dieselben Nullstellen besitzen und im Nullpunkt den Wert 
Eins haben. 

Diese Abschitzung lautet: 

fi () 
Ifa (2) 


2r; 
| “Th 





Max | f, (2) 





epee, < MOEA ictan 
0<r,<7,< 1. 


| |zl=r, 

*) Sur les zéros des fonctions entiéres, Acta mathematica 20. 

*) Principes de la théorie des fonctions entiéres d’ordre infini. Paris 1910. Ver- 
gleiche auGerdem: R. Nevanlinna, Einige Eindeutigkeitssitze usw., Acta mathematica 48. 
Hier wird ein spezieller Fall des Borelschen Satzes bewiesen. Kin Teil des Beweises 
ist mit den Rechnungen unseres § 2 nahe verwandt. 

*) Vergleiche dazu: Valiron, Recherches sur le théoréme de Picard etc., Annales 
de Vécole normale sup. 39. 
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Der Beweis dieses Hilfssatzes (3.) gelingt leicht mit Hilfe einer 
Funktion, die die Herren C. Carathéodory und L. Fejér zum Beweise der 
Jensenschen Ungleichung benutzt haben‘). 

Mit Hilfe dieses Hilfssatzes werden wir unter anderem folgende Ver- 
allgemeinerung des Borelschen Satzes beweisen: 

Wir betrachten die ganzen transzendenten Funktionen der komplexen 
Variablen z: 

9: (2)» 9a(2), +++ In (2), 


a, (2), @,(z), a, (2), -.., @, (2); 
und die Identitét zwischen ihnen 
a, (z) em + a, (z) em +... + a, (z) em = a, (2); 
ferner die reelle, monoton ins Unendliche wachsende Funktion der reellen 
Variablen 9 = |z| 
9*(e@)= gi (e) + 98(e) + --- +90 (ce), 

wo gj (o) das Maximum des Realteiles von g;(z) auf dem Kreise |z|= 0 
bedeutet. 

Wir setzen voraus, daB die Funktionen a;(z) (¢ = 1, 2,...,) durch 


g*(e) abschaitzbar sind®), d. h. es gabe eine positive Zahl 6<1, so daf 
fiir jedes positive 9 und e< oe 


n + l y7? 
log 5 Max|a,(z)|,).. < [eetiexen) : 


Die Behauptung unseres Hauptresultats ist, daB unter diesen Voraus- 
setzungen konstante Zahlen c,,¢,,...,¢, existieren, die nicht alle ver- 
schwinden, und fiir die in z identisch 


n 
>» ¢,a,(z) ev =. 
i=1 


Wir verallgemeinern diesen Satz fiir Funktionen, die eine isolierte 
wesentlich singulare Stelle haben (7.) und fiir Funktionen, die im Ein- 
heitskreis regulir sind und daselbst geniigend schnell wachsen (8.). Wir 
deduzieren aus unserem Satze als Korollar den Satz des Herrn E. Borel (5.) 
und Verallgemeinerungen gewisser Satze von Herrn G. Pélya (6.)*). Wir 


*) Comptes Rendus 145 (1907). 

5) Dieser in (1.) naher ausgefiihrte Begriff der Abschitzbarkeit ist im wesent- 
lichen mit den Borel-Blumenthalschen Begriffen identisch. Er ist aber vielleicht den 
aus den Cauchyschen Integralsitzen stammenden Abschitzungen leichter anzupassen. 

®) W. Saxer, ,Uber die Picardschen Ausnahmewerte sukzessiver Derivierten“. 
Ausfiihrung Pélyascher Beweisideen. Math. Zeitschr. 17. AuBerdem: W. Saxer, ,Sur 
les valeurs exceptionelles des dérivées successives des fonctions meromorphes“, Compt. 
Rend. 182 (1926). 
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hoffen binnen kurzem auf andere Anwendungen unserer Methode, insbesondere 
des Hilfssatzes (3.), an anderer Stelle zuriickzukommen. 


1. Funktionenfamilien, die zu einer monoton wachsenden Funktion 
gehéren. 

Wir untersuchen in dieser Arbeit hauptsichlich ganze transzendente 
Funktionen, und auBerdem solche analytische Funktionen, die im Einheits- 
kreise regular sind. 

Um beide Falle zusammenzufassen, bezeichnen wir mit r die Einheit 
oder + co. 

Wir bezeichnen auBerdem mit 


o<r, eSe, 6<1 


positive Zahlen, mit z eine komplexe Variable, mit f(z) eine fiir |z| <r 
regular-analytische Funktion, mit M(g) eine fiir 0 < @ <r positive monoton 
wachsende Funktion, fiir die erstens 


(1.1) lim M(e)= +0, 
e=r 
zweitens 
(1. 2.) lim int 442) ~ 9 
e=r °& 


ist. [Die Bedingung (1.2) besagt (1.1) gegeniiber nur dann etwas Neues, 
wenn r =o ist. | 
Wir sagen, daB f(z) zu M(o) gehért oder durch M(g) abschitzbar 
ist, wenn fiir feste 6< 1,r > 9, > 0 und fiir jedes 9 > 9,,e [0,0 +e<Fr 
48 
(1.3) log Max | f(z)| <{2™ e+") . 
lz|=e ; 
DaB wir ,,d“ fest nennen, besagt genauer folgendes: 6 ist eine nur 
von der Natur der Funktionen f(z) und M(o) abhangender echter Bruch. 
Eine Aussage: aus der Abschitzbarkeit von f(z) folgt die von g(z), be- 


deutet also nur, da8 aus der Ungleichheit (1.3) folgt fiir o > 05, e<o 
bei einem 5’ <1 (wo 4’ vielleicht gréBer ist als 3) 


. 
log Max | g(z)| <{2™ 2+") . 


lz|=e 
Dieser Begriff von Abschitzbarkeit hat folgende Eigenschaften: 
a) Eine Konstante gehért zu einer beliebigen M(o). 


b) Wenn f,(z) und f,(z) zu M(@) gehdren, so gehdren f, (z) + f,(z), 
f, (2) f,(z) ebenfalls zu M(o). 


Mathematische Annalen. 100. 24 
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c) Aus a) und b) folgt: Wenn f,(z), f,(z),.--,f,(z) zu M(@) ge- 
héren, so gehért jede ganze rationale Funktion von diesen Funktionen 
ebenfalls zu M(o). 


d) Wenn f(z) zu M(o) gehdrt, so gehért auch f’(z) zu M(o). 





Beweis. 
va 1 | f(#) de | 
Max | f (2)|\,) =.= 3, Max) (¢—2)* lje1=¢ 
ith=e+5 
4(o+< 
\ 2 ' | 
gt ez) pega 


und weiter nach (1.3), wenn wir statt o und e e+s und 3 setzen, 


>) [2(e+<) <2 coed 
¢€ ‘hemes “erences 


4(o+ 
et ; 


0} 


< 


l\zi=e= sg 


Max| f’ (z) 


| 


folglich wegen 9 >= und ® >1 fiir ein gewisses positives x 


1 
2 rn 
»(#)’ +34 [ewieror 


- 8eMio+e) 
<o(ey eed 
und weiter wegen (1.1) fiir ein geeignetes positives x, 


<e 


am [eater ery 

<e 7 

fiir geniigend groBe o wegen (1.1) 
[eaters 


<e , 6=—d64+(1—46)d<1. 


e) Wenn f(z) zu M(o) gehért, so gehéren nach d) alle Derivierten 
von f(z) zu M(o). 

f) Aus c) und e) folgt: Wenn die Funktionen /,(z), f,{z), ..-., f,(z) 
zu M(o) gehéren, so ist jedes Polynom, welches aus diesen Funktionen 
und aus ihren Derivierten gebildet ist, durch M(o) abschitzbar. 

g) Wenn f*(@) das Maximum des Realteiles von f(z) auf dem 
Kreise |z| = bezeichnet und f(z) von solcher Beschaffenheit ist, daB 
lim f*(@) = 00, so ist f(z) durch M(g)=f*(o) abschatzbar, und zwar 
e=r 


fiir ein beliebig kleines 6. 


h) Aus den Beweisen erhellt, daB die Eigenschaften a)... g) der Ab- 
schitzbarkeit bestehen bleiben, wenn wir den Begriff dahin modifizieren, 











: 
| 











Verallgemeinerter Picardscher Satz. 371 


da8 wir (1.3) nicht fiir eine feste Zahl 6<1, sondern fiir beliebig 
kleine 6 postulieren. 


i) Wenn M,(e)< M,(e@) fir 0<o<r, so ist jede Funktion, die 
durch M,(@) abschitzbar ist, auch durch M,(o) abschitzbar. 


2. Die linearen Identititen von der Form: 
a,e"+a,e"+...+4,e"=ma. 


Wir betrachten die fiir |z| <r regulir-analytischen Funktionen 


(2.1) @_(z), @, (2), @,(2), ...,@,(2), 
(2.2) 9: (2)» 92 (2)» +++» In (2). 

Wir betrachten auBerdem die reelle Funktion 
(2. 3) 9(e@)=gi (e) +92 (oe) + --. +90 (g)- 


gi (@) bedeutet wie in (1.) das Maximum des Realteiles von g,(z). 


Wir setzen voraus, da8 die Funktionen a;(z) zu g(g) gehdren, und 
da8 die Funktionen (2.1), (2.2) der Identitat 


(2.4) a, (z)e™™ + a,(z)e™ +... +a,(z)e™™ = a,(z) 
geniigen. 


Differenzieren wir (2.4) n — 1-mal, so bekommen wir n — 1 weitere 
Identitaten 


ee : : 
(2.5) da (zje" =a(z) (¢=1,2,...,n—1), 
i=1 


wo die a{*(z) Polynome sind, in denen als Variable die Funktionen (2. 1), 
(2.2) und ihre Derivierten figurieren. 

Da die Funktionen (2.1) laut Siniegeiabis die Funktionen (2.2) 
laut (1.) Eigenschaft g) zu g(o) gehdren, so gehéren die Funktionen 
a{°(z) laut (1.) Eigenschaft f) ebenfalls zu g(Q). 

Eliminieren wir aus den nm Identitéten (2.4), (2.5) n—1 der 
Funktionen g,(z), so bekommen wir weitere n Identitaten 


(2. 6) A, (2) e%) = A:(z), 


wo die Funktionen A,(z),A,(z) aus den Elementen a;"(z,) gebildete 
Determinanten bedeuten. Sie gehéren also ebenfalls zu g(¢). 


Im speziellen ist 
d*[ a, (z) eo”) 


dz‘ 
24* 


A, (2) = | a{° (z)| = Moieed. hen 6 ee 
z 
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Daraus folgt, daB, wenn A) (z) identisch verschwindet, so verschwindet 
auch identisch die Wronskische Determinante 

{at [ar (2) eo] | 
dz‘ 

In diesem Falle existiert die lmeare identische Relation von der Form 
(2. 7) C, a, (z) em) +... +c, a, (z)em@ — 0, 
wo die komplexen Konstanten c; nicht alle Null sind, was wir auch so 
ausdriicken kénnen: 

lel + legl +--+ ]e,| > 0. 

Wir beweisen als Hauptsatz das Bestehen einer Relation von der 
Form (2.7). Zu diesem Zwecke setzen wir immer voraus, daB A, (z) nicht 
identisch verschwindet und leiten daraus einen Widerspruch her. 


3. Hilfssatz iiber die Abschitzung der Quotienten zweier Funktionen, 
die dieselben Nullstellen besitzen. 


Hilfssatz. Wir betrachten zwei im Kreise |z' < r reguldranalytische 
Funktionen mit den Potenzreihenentwicklungen um den Nullpunkt 


(3. 1) f, (2,) =2* +... 
(3. 2) fa(z) =2*+.... 
Die beiden Funktionen sollen im Kreise |\z| <r auch in bezug auf 
Vielfachheit dieselben Nullstellen bestizen. Wenn 
(3. 3) Max | f, (2) |\21=2 = M,(e) 
(3. 4) Max | f, (2) |\2)=2 = M,(@) 
und 9--e<r, so gilt die Abschitzung: 





| fi (#1)| M, (o +2) M, (e+ 8) 
) 
a . oe fa (2) Ti (o+«)** i 


Beweis. Wir bezeichnen die gemeinsamen von Null verschiedenen 
Nullstellen von f,(z), f,(z), die absolut kleiner sind als @ +, mit 








ere 
Wir setzen i 
» (ets) - 
Seales 2 (¢ = 1, 2,..., 2) 
. zi ...2% z—z, z—2% z— 2% 
(3. 6) A(z) = Mee — z—2f eee 2-2 
A(z) ist regular fiir ee auBerdem ist 
(3. 7) 4(0)=1- 


(3. 8) |4(2) |\2)=o+e = konstant > 1. 
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Die Funktionen 4 Tot fi “a haben im Kreise |z| < 9 + ¢ keine Null- 


stellen, so daB wir fiir |z|< @-+¢ setzen kénnen 
(3. 9) are = ePr(2) | ae a e?si2) | 
wo @,(z) und g,(z) fiir |z]< +e regular sind. Aus (3.8) und (3. 9) 
folgt, daB 
3. 10 etete — M,(o+8) , etiete < Mallets) 
aiid, ; set’ * ™ (e+8)" 
Aus 3.9 und aus einer wohlbekannten Hadamard-Borel-Carathéodoryschen 
Ungleichung folgt weiter, dab 


f, (2) 
fe (2) 











= 1 (2)— Pal2) | Rips (z)—GPa(z)) 
|z\=e mer * Helse Max [e%'» 3 Jicixe 


(3. 11) 


2 Stet e++et e+e)! 
Se Max | Roi)! | 2,2 t MAX Rosle)! | ,\29 S € e ? 


Wir verbinden (3.10) und (3.11) au 


e 
f, (2) _ [My (o+e) My (ote) )" 
fe (2) (o+e)?* 














\z|=e 
w. z. b. w. 


4. Der Hauptsatz iiber ganze transzendente Funktionen. 
Satz I. Wir bilden aus den ganzen transzendenten Funktionen 

9: (2)> 9a(2)» +++» In (2) 

die reelle monotone Funktion 

9(e)=9i (0) + gf (@) +-.- +90 (e)- 

Wenn die ganzen transzendenten Funkiionen 
a,(z), a, (2), -.-, @, (2) 

durch g(o) abschdtzbar sind, so folgt aus der Identitdt 

a, (z) em + a, (z) em + ...+ a, (z) em = a, (z) 
die weitere Identitat 
C, a, (z) em + ¢,a,(z) em) +-...+c,a,(z) em = 0, 
wo die Konstanten c,,¢,,...,¢, nicht alle verschwinden. 


Um Satz I zu beweisen, haben wir nach 2. zu zeigen, daB A, (z) (in 
Formel (2. 6)) identisch verschwindet. 
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Die Funktion 9(0) entspricht den Bedingungen (1.1), (1.2), also 
kénnen wir nach 1. und 2, behaupten, daB fiir ein gewisses 6 < 1 


yes 4 





(4. 1) |4,(2)|),,-.< 


Aus (2.6) folgt weiter, daB, wenn A,(z) nicht identisch verschwindet , 
simtliche Funktionen A,(z), auch in bezug auf Vielfachheit, dieselben 
Nullstellen besitzen. 


Nach dem Hilfssatz in 3. folgt die Formeln (2. 6), (3.5), (4. 1) in Be- 
tracht gezogen, daB fiir geniigend groBe 0 


(i =0,1,2,...,n) 


eA is A, (2) | 
ert (e) — Max|ew| _ = Max A) | cine 
|A,(0) 0) MOE aC itegre MAC Innes] * sstts [letoniers0 
17 ak <e 
'4,(0) | 4, (0) | | 4e(0) | (e+e) 
(¢ = 1,2,...,%). 
Wenn A,(0) und damit A;(0) gleich Null sind, so verstehen wir 


unter A,(0) bzw. A;(0) die ersten nicht verschwindenden Koeffizienten 
der Potenzreihe fiir die Funktionen A,(z), A,(z). 


Wir schreiben Anfang und Ende von 4. 2 zusammenfassend 





(4. 2) 


é 








(4. 3) gi'(9) < 122t* (et eete+ 20) (¢=1,2,...,n). 


& 
Jetzt unterscheiden wir zwei Fille: 


Fall A. Alle Funktionen g,(z) sind Polynome. h bedeute den Héchst- 


grad dieser Polynome. Aus (4.3) folgt fiir «=, daB fiir eine gewisse 
Konstante K 


gi (e)< Ko" (¢=1,2,...,n). 
Das ist ein Widerspruch, da wenigstens eines der Polynome g,(z) vom 
Grade h ist. A,(z) verschwindet also identisch. 


Fall B. Wenigstens eine der ganzen Funktionen g;(z) ist eine ganze 
transzendente Funktion und kein Polynom. In diesem Falle wichst g(o) 
schneller als irgendeine Potenz von 9. 


Nach einem bekannten Borelschen Satz’) existieren beliebig groBe 
Zahlen 9, so daB fiir ein beliebig kleines w 
eit 
(4. 4) 90+ fog) | <9 (2) 


) Siehe Borel und Blumenthal, loc. cit. 
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Setzen wir in (4.3) 2e= , 80 folgt daB 


1 
log g(e) 
(4.5) gi (9) << 24-2**79'**g(o)"** [logg(o)]'** (6 =1,2,....m) 
und, weil fiir geniigend groBe 0 
1-8 
e 


24-2°** 9'** Tlogg(o)]'*?-n<g(o) *, 


folgt weiter aus (4.5) fiir wo = aa und geniigend groBe 0, dab 





1-8 1+3 1-8 
(+a) 8 . % T°. S: 
(4. 7) gt (0) < U2) + —4e) — 9(e) - — ve) ty ee 


Wir addieren alle m Ungleichungen (4.7) und erinnern uns an die 
Definition von g(g). Es folgt in dieser Weise, daB 


9(e)= 319% (e) <9(0) 


Dies ist ein Widerspruch. A,(z) verschwindet also auch in diesem 
Falle identisch. 


5. Der Borelsche Satz. 


Aus Satz I (4.) folgern wir einige Siatze als Korollar. Zuerst wollen 
wir den Spezialfal: von Satz I fiir »m —1 als Satz II in einer etwas ver- 
anderten Form noch einmal aussprechen. 


Satz II. Wenn die ganzen Funktionen a(z),a,(z) durch g*(g) ab- 
schdtzbar sind, wo g* (oe) das Maximum des Realteiles von einer ganzen 
Funktion g(z) bedeutet, so folgt aus der Identitat 


a(z)e9) = a,(z), 
daB a,(z) und a(z) identisch verschwinden. 
Beweis. Aus Satz I folgt namlich, da8 fiir eine von Null verschiedene 


Konstante c in z identisch 


ca(z)e7) = 0, 
d. h. es ist identisch 
a(z)e—0, 


w. z. b. w. 
Satz III. Aus der Identitdt zwischen ganzen Funktionen 
(5. 1) a, (z) em + a, (z)eml +... + a, (z) mnt?) = a, (z) 


folgt, daB a,(z) tdentisch verschwindet unter der Bedingung, daB die ganzen 
Funktionen 


(5. 2) @, (z), @, (2), ---, @,(2) 
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durch jede der Funktionen 


(5. 3) gi (@)> 92 (@), ---» 9 (@) 
abschdtzbar sind. 
Beweis. Fir n=1 ist der Satz mit Satz I gleichbedeutend. Allge- 


mein beweisen wir den Satz durch vollstandige Induktion. 
Aus der Annahme folgt nach 1. Eigenschaft i), wie 


n 
gi (0) S SG (2) =9(e) (¢=1,2,...,"), 
t=1 


daB alle Funktionen (5.2) durch g(o) abschitzbar sind. Nach Satz I 
existieren also Konstante c;, von denen z. B. c, von Null verschieden ist 
und fiir die 


(5.4) a,(z)em + 2a, (z)em+ ...4+ *a, (2) emi — 0, 
1 1 
Subtrahieren wir (5.4) von (5.1), so haben wir die weitere Identitat 
(1 =— *) a, (z)e%) 4+... +4 (1 _— =) a,, (z) em) = @, (z) 


von der Form (5.1), in der nur »—1 Funktionen figurieren und die 
Abschitzbarkeitsannahmen auch erfiillt sind. 


Satz IV. Wenn aufer den Voraussetzungen des Satzes Ill wir die 
weiteren Annahmen machen, daB die Funktionen (5.2) auch durch alle 
reellen Funktionen 


[9:(2)—g(2)\-, (#,2=1,2,...,3 #>2) 


abschdtzbar sind, so folgt aus der Identitat (5.1), daB alle Funktionen (5.2) 
tdentisch verschwinden. 


Beweis. Nach Satz III verschwindet a,(z) identisch. 
Also es ist identisch (nach (5. 1)) 
a, (z) emt2)—l2) 4 a,, (z) eon(2)—9:(2) — — a, (z), 


woraus nach Satz III und nach unseren Voraussetzungen folgt, daB a, (z) 


identisch verschwindet. Daraus erhellt unser Satz durch vollstandige 
Induktion. 


Satz IV ist in einer wenig veranderten Fassung der Satz von E. Borel. 


Satz V. Wenn n= 2, 80 eind die im Satz I figurierenden Kon- 
stanten c,,¢, beide von Null verschieden oder eine von den Funktionen 
a,(z),a,(z) verschwindet identisch. 


Der Beweis ergibt aus der nach Satzi folgenden Identitat 


C, a, (z)em — — ¢,a,(z)em, 
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6. Anwendungen der Sitze auf den Picardschen Satz und auf gewisse 
Pélya-Saxersche Sitze. 


Wir beweisen jetzt aus unserem Satze den Satz von E. Picard in 
seiner einfachsten Form: 


Eine Identitat zwischen nichtkonstanten ganzen Funktionen g,(z), 
9,(%) wie 
en(2) + eole) — 1 
ist unmoglich. 
Zum Beweise setzen wir a,(z)=1,a,(z) = 1 und folgern aus Satz III 


(da 1 durch eine beliebige g(z) abschitzbar ist) daB 1=—0., Das ist 
offenbar unmédglich. 


Wir beweisen jetzt als eine Verallgemeinerung eines Satzes von Pélya- 
Saxer*) den 


Satz VI. Wenn die ganze transzendente Funktion f(z) keine Null- 
stellen besitzt, so nehmen alle Derivierten von t(z)...f"(z) auBer eventuell 
0 sdmtliche Werte an. 


Laut Voraussetzung schreiben wir 
(6. 1) f(z) = e#®), 
wo g(z) eine ganze Funktion bedeutet. 
Daraus folgt durch fortgesetztes Differentiieren 
f" (z) = P(g’ (z), 9” (z), .--, 9" (z))e9 = P(z) er, 


wo P(g’(z),g”(z),...,g"(z)) ein Polynom von g’,g”,...,g”" bedeutet. 
P(z) ist also ganz und durch g*(o) abschitzbar (1. Eigenschaft f). 


Hat f"(z) einen Ausnahmewert d, so ist (g,(z) ganz) 
(6.2) f" (z) = P(z) er — en + d, 

Wenn P(z) nicht identisch verschwindet, so existieren nach Satz I 
und VI zwei von Null verschiedene Konstanten c,,c,, so dab 
(6. 3) c, P(z)et + ¢, em — 0, 

Aus (6.2) und (6.3) folgt, daB 


(1 + +) P(z)ev® =d 


und daraus nach Satz II, daB d= 0. 


P(z) aber kann nicht identisch verschwinden, wenn nur f(z) tran- 
szendent ist. 


8) W. Saxer, loc. cit. 
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Satz VII. (Von Pélya-Saxer.)*) Wenn die aus der ganzen Funktior , (2) 
gebildete ganze Funktion f(z) f’(z)f"(z) keine Nullstellen besitzt, so ist 
f(z) von der Form 

f(z) = enst?, 
wo u und v zwei Konstanten bedeuten. 

Beweis. Laut Voraussetzung haben f(z), f’(z),f”(z) keine Null- 
stellen. Es gibt also ganze Funktionen g(z),h(z), k(z), fiir die 
(6.4) f(z) = er, 

f’ (z) = g' (z)em@) = eh@ito@), 9/(z) = ert), 
f” (z) om [h’(z) + g'(z)] ea +4@ — ete) the)+ke) | 
h’(z) + eh) — ek), 

Aus der letzten Identitét folgt nach den Satzen I und V fiir gewisse 

von Null verschiedene Konstanten ¢,, c, 


(6. 5) c, ehiz) + C, e*@ — (0) 
und aus (6.4) und (6.5) folgt weiter, daB 


eho (1 + =) = —h'(z). 


Nach Satz II verschwindet h'(z) identisch, A(z), damit auch g’(z), 
ist also eine Konstante g(z) eine lineare Funktion von z und f(z) = e#” 
= e“zt*, w.z. b. w. 

Wir haben an speziellen Fallen erkannt, aber leider nicht allgemein 
beweisen kénnen, daB8 aus f(z) f(z) f7(z) +0 folgt f(z) =e**+” fiir 
beliebige ganze i,j. 


7. Funktionen, die eine isolierte wesentlich singulire Stelle haben. 


Wir betrachten jetzt die Identitaten von der Form (2.4) zwischen 
Funktionen, die im Unendlichen eine wesentlich singulire Stelle haben. 

Die Eigenschaften der Abschitzbarkeit in 1. sind auf diese Klasse 
von Fuxktionen leicht zu iibertragen. 

Beim Beweise von d) miissen wir die Integration auf zwei Kreisen 
vornehmen, von denen der eine von g unabhangig ist und der andere den 
Radius g + besitzt. 

Wir brauchen im folgenden noch zwei Eigenschaften der Abschatzbarkeit, 
und zwar: 

j) Sei K eine Konstante und gehére f(z) zu M(o), so gehért auch 
f(z) m M(o)+ K. 

k) Wenn f,(z) im Unendlichen eine wesentlich singulare Stelle hat 
und zu M(g) gehért, so gehért auch /,(z), f,(z) zu M(o), wenn nur f, (z) 
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im Unendlichen sich bestimmt verhilt, also entweder dort regular ist oder 
aber einen Pol hat. 
Dies ist klar aus den folgenden Ungleichungen 


[eaiexet)? emer’ 





a[emierer)? 
If, (2)h,(2)|<e e*<e ‘(@t+e)i<e! 

Um SatzI jetzt auf unsere neue Funktionsklasse auszudehnen, be- 
nutzen wir zwei bekannte Hilfssitze, Korollare des Laurentschen Satzes 
iiber Potenzreihenentwicklung einer analytischen Funktion im AuBeren eines 
Kreises. 

Hilfssatz A. Wenn f(z) im Unendlichen einen wesentlich singularen 
Punkt besitzt, so ist 

f(z) ered fh (z) + f(z); 
wo f,(z) eine ganze transzendente Funktion bedeutet und f,(z) im Un- 
endlichen regular ist. 


Hilfssatz B. Wenn f(z) im Unendlichen einen isolierten wesentlich 
singularen Punkt besitzt, so ist 
f(z) = fy (2) fa (2), 
wo f,(z) eine ganze transzendente Funktion bedeutet und f,(z) im Un- 
endlichen regular ist. 


Als Anwendung dieser Hilfssitze auf die in (2.6) auftretenden Funk- 
tionen ergibt sich 


pris { aiedm ale) t ale) G—1 2-0) 
A,(z) = A, , (2) A; 4 (2) (¢ = 0, 1,2,..., 2). 
Die jetzt im AuBeren eines gewissen Kreises giiltigen Identitaten (2. 6) 
(7.2) A, (2) e%) = A:(z) (¢ = 1,2,..., 2”) 
schreiben sich jetzt als 








A,(#) 4 sae iy 
(7.3) e9ini(2) — A, aa ae 9i.2(2) — = 4 B,(2) (¢=1,2,...,%). 


Die Funktionen B,(z) verhalten sich im Unendlichen bestimmt. 

Die Funktionen A; ,(z) haben, wenn sie nicht identisch verschwinden 
nach (7.2) im AuBeren eines festen Kreises R, dieselben Nullstellen. 
Wenn also p;(z) geeignete Polynome sind, so kénnen wir setzen 


A, ,(z)= 1 (z) p, (2) (¢=1, 2,...,m), 
wo die ganzen Funktionen A(z) gemeinsame Nullstellen haben; und 
statt (7.3) schreiben 


. A*, (2) pi (z) A*, (2) 
(7. 4) eit me ETS ata 7A) 


wo die Funktionen B;*(z) sich im Unendlichey. bestimmt verhalten. 





B,(z) = ~ Bi (2), 








380 P. Csillag. 


Die ganzen Funktionen Aj (z) gehéren nach den am Anfang dieses 
Paragraphen bewiesexen Kigenschaften der Abschitzbarkeit i) und k) zu 
g(o) und, weil fiir eine gewisse Konstante K gewiB 


+ + K 
gii(@)<gi(o)+-—, 
9*(o) = = %,1(@) < 29% (@) +K<g(o)+K 
zu g*(o). 
Ebenso wie wir aus (2.6) (4.3) gefolgert haben, folgern wir aus 
(7.4) fiir eine gewisse positive k, daB 
1d 


19 2? Cement 


+ 
91 (@) e e 
e 


(7.5) 


<o"e 
Fiir hinreichend groBe o ist 
, ote [iessteriesen? 
ta® 

o*< e? (e+)) <e°* e 
Daraus folgt 


atts (erorera? 
z 2 


* (e) 
(7.6) ent <e 


Das ist eine Ungleichung von der Form (4.3), nur der Koeffizient 12 ist 
mit 13 vertauscht. Wir folgern also aus (7.6) ebenso wie aus (4.3), 
da® Aj,,(z) das hei®t, das A,(z) identisch verschwindet. 

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen. 


Satz I*. Satz I bleibt giiltig, wenn die 2n-+1 Funktionen 
a,(z),g;(z) keine ganzen Funktionen bedeuten, sondern nur solche, die 
auBerhalb eines Kreises reguldr sind. 

Natiirlich bleiben alle Folgerungen aus Satz I, insbesondere die 
Sdtze II bis VII, fiir diese Funktionenklasse giiltig. 


8. Funktionen, die im Einheitskreise regulir sind. 


Wir kénnen jetzt unsere Ergebnisse verallgemeinern auf Funktionen, 
die in einem Kreisringe regulir sind. Wir beschriinken uns aber auf 
Funktionen, die im Einheitskreise regular sind und dort geniigend schnell 
wachsen. 

Wir haben jetzt die Theorie von 1. mit r—1 und betrachten die 
Identitét (2.4) mit der Bedingung, da® die Funktionen (2.1), (2.2), 
(2.3) alle im Einheitskreise regular sind. 

Aus den Identititen (2.6) gewinnen wir wie in 4, (4. 3) 


19 et! fietsietet a? 
ani e 


+ 
9; ‘e) 
a” as 
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Wenn wir fiir 9 und « nur Werte in Betracht zichen, fiir welche 9 >} 
é<o, so folgen fiir 6’ = 6(2 — 5) = 45+4(1—4) <1 die weiteren Un- 
gleichheiten 

(o+e)]* 1 
(8.1) gi (e) < [22*")| 1 


e e 


Dies gilt natiirlich nur unter der Bedingung, daB A,(z) nicht iden- 
tisch verschwindet und lim g(@) = + oo. 
e=1 


Dies vorausgesetzt priazisieren wir die Worte ,g(g) nachst geniigend 
schnell“ auf zweierlei Weise und erhalten zwei Sitze als Verallgemeine- 
rungen von Satz I. 


Im ersten Falle verlangen wir von den g,(z) weniger und von den 
a;(z) mehr, im zweiten umgekehrt von a;(z) weniger und von g,(z) mehr. 

Zuerst formulieren wir einen bekannten Hilfssatz nach Borel®), den 
wir beim Beweise benutzen: 

Hilfssatz A. Sei U(o) monoton wachsend fiir o<1 und 


lim U(e)=-+ co. Wenn 0’ <1 und o’+ wan <1) so gibt es ein 
=1 
fiir welche erstens 


2; 


_ 


1 
U(e+ Te) <2U(o), 
zweitens 
3 


oe’ <e<e'+ Te) ~ 1 
Daraus folgern wir Hilfssatz B und C. 
Hilfssatz B. Set g(@) monoton wachsend fiir 9 <1 und fiir ein 
beliebig groBes Q lim g(e)(1 — o)® =+ 0c. Unter diesen Voraussetzungen 
e=1 


kénnen wir zu einem beliebigen 9, <1 und w > 0 ein 1 > o> Q, wahlen, 
so daf erstens 
1 


| as < 2° 9(0) 
e+e 9(@), 
zweitens 
1 
—— <1 
et Te 
In Hilfssatz A setzen wir U(o)=g(o)” und schreiben 


1 


(8. 2) g(o+ 5s) <2" 9(0) eo’ <e<e’+ 
9(e) 








. 
‘\@ 


g(e") 


% Dies ist nur eine andere Form des in 4, benutzten Borelschen Satzes. Siehe 
Blumenthal, loc. cit. S. 16, FuBnote. 
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Nach Voraussetzung ist lim g(e) (1 — o)*=+ 00, also fir ein 
gewisses 9’ > Q, it 











i 
1 —o’)* 
g(o") + ad 
39° 
oder 
me. = , 
(8.3) ~* £ 
9(e ) 


Nachdem 9’ so gewahlt ist, wahlen wir 9 nach (8.2). Nach (8.2) 
und (8.3) ma daB 


(34) e+ a Ft ets 


Die Ungleichungen (8.2) und (8.4) bilden den Inhalt des Hilfssatzes B. 
Hilfssatz C. Fiir o<1 sei g(@) monoton wachsend und fiir ein 
1 








4 
<o’+-=(1—0’)<1 
y= oe’ + | (1— 0’) 


fixes aber beliebiges w <1 lim g(e)(1—)” >2. Dann gibt es zu einem 
e=1 
jeden 9, <1 ein 0 > 0, 0 <1, fiir das erstens 


1 


1 o 
sfe+—] <2" oe, 
‘ g(e) 
zweitens 


oat l 
er re)" 


Der Beweis ist ahnlich wie beim Hifssatz B. 
Jetzt formulieren wir unsere Sitze samt Beweis. 
3atz VIII. Seiten die analytischen Funktionen 
g,(s) (€=1,2,...,%), @(s) (¢=0,1,2,...,2) 
regular fiir |z|< 1, auBerdem fiir jedes positive Q 
lim g(e)(1—e)"=+00, 9(e)=9i(e) + 93(e) +... +92 (e). 
Wenn auBerdem die a,(z) durch g(o) bei einem festen 5 abschdtzbar 
sind, so folgt aus cer Identitat 
r (zjem@ +... +a, (z) em = a, (z) 
die weitere Identitat 
C,4,(z)em@ +... +6. a, (2) em — 0 (Je,| + |eg] +...+]¢,| +90). 
Zum Beweise leiten wir aus (8.1) einen Widerspruch ab. Wir setzen 


in Hilfssate B w ——'—* und in (8.1) e= 


2(1+8’) g(e)” 
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Es folgt aus (8.1) und (8.2), daB fiir gewisse 0 


> a 1 rd _ " 
9; (2) < “- =9(e+—,) g(e)°"*” 


a 1-3’ 3’ 1+0' 
2 


<2” 9(0)"9(e)* =2°9(e)* 
(6 = 1, 2,..., %). 


Wenn wir diese Ungleichungen addieren, so bekommen wir 





, - 
> 93 (e) =9(e)< 2° g(o) * 


, 
i=1 


das hei®t, wenn nur 9, genug nahe der Einheit ist, so folgt g(e) < g(o). 
Und das ist der verlangte Widerspruch. 


Ahnlich beweisen wir aus Hilfssatz C den 
Satz IX. Seiten 


a,(z) (¢=0,1,2,...,n), 9, (2) oe? 


regular fiir |2|<1, g(¢’= Sgi(e), lim g(e)(1—@)°>0 fiir ein fixes 
i=1 e=1 
Q>1 und die a;(z) durch g(o) bet einer beliebig kleinen 5 abschdtzbar 
Dann folgt aus der Identitét S'a,(z)e"®—a,(z) die weitere Identitat 
i=1 


Sc,a,(z)e — 0, Sle|+0. 
i=1 i=1 
Budapest, Oktober 1927. 


(Eingegangen am 18. 10. 1927.) 








Uber einen Satz von Mellin. 


Von 
Kurt Mahler in Géttingen. 


In seiner Arbeit*): ,Eine Formel fiir den Logarithmus transzendenter 
Funktionen von endlichem Geschlecht“ bewies Hj. Mellin, daB die Reihe 


f(s) = 3... Et(m...m), 


wo f(z,...2,) ein Polynom in p Veranderlichen mit Koeffizienten von 
positivem Realteil ist, sich in die ganze s-Ebene als eine meromorphe 
Funktion fortsetzen lasse, die allein Pole auf der reellen Achse besitzt. Er 
gab ferner eine Abschitzung von |f(s)|, wenn s parallel der imaginaren 
Achse ins Unendliche riickt. Diese Abschaitzung und zwar in besserer Form, 
ferner die Fortsetzbarkeit bewies E. Landau auf ganz andere Art*) im 
Falle » =1 in der Arbeit: ,Ober einen Mellinschen Satz“. In der vor- 
liegenden Arbeit wird der Mellinsche Satz fiir den allgemeinen Fall, daé 


weder f(x,...2,), noch der héchste homogene Bestandteil hiervon im ersten 
» Oktanten*: 


z%,>0, z,>0, ..., %>0 
verschwindet, aufs neue und zwar mit ganz elementaren Mitteln, pesonders 
der Eule.schen Summenformel, bewiesen. Je nach den Realitatsannahmen, 
die iiber /(z,...x,) gemacht sind, werden andere Abschitzungen von f(s) 
in Streifen parallel der imaginaren Achsen erhalten, Abschatzungen, die die 
Mellinsche und Landausche als Sonderfall enthalten. 


Kapitel I. 
I. 
l. Mit x,,2,,...,%, seien p nichtnegative reelle Variable bezeichnet: 
z,>0 (8 = 1,2,...,p). 


*) Acta soc. scient. fennicae 29 (1900), Nr. 4. 
*) Archiv der Math. und Physik (3) 24 (1915), 2. Heft. 
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Weiter seien 
f (2, % ... 2%) = f(x) 
g9(%, %-.. %,) = g(x) 


zwei Polynome mit beliebigen komplexen Koeffizienten vom Grade m und n. 
Sie zerfallen folgendermaBen im homogene Bestandteile: 


f(%) = fy (%) + faa (%) +--+ + fy (2) 
9 (2) = 9,(%) + 9n_s(%) +++. +9 (2)- 
Der Index gibt dabei die Dimension an. 
Sei zur Abkiirzung 
o=lVai+ai+...+ail- 


Das Polynom f(z) gehére zu einer der folgenden drei Klassen, von denen 
jede eine Unterklasse der vorherigen ist: 





A: |f(#)|>0 fir alle 2,>0; \f,,(z)|>0 fir v>0 
B: R(f(x))>0 fiir alle 2,>0; R(f,,(2))>0 fir v>0 
C: f(z) >0 fiir alle z,>0; f,,(%) >0 fir v>0. 


2. f,,(#) ist in dem beschrinkten Bereich »v = 1 stetig und von Null 
verschieden; daher existieren zwei positive Konstante c,,c,, so daB gleich- 
maBig fiir alle z: 


2¢, S| fa(5) 





< _ 
oder 


2c,o"<|f,.(z)|< um 
ist. Folglich ist von einer Grenze v, > 0 an: 
eo" <|f(x)| Seu” fiir va. 
Weiter gibt es eine positive Konstante c,, so daB 


lg(z)|Se,0" fiir v> 0 
ist. 
In der Zerlegung 


f(x) = f,()(1 + (z)); r(x) = a 





hetriedigt r(a) die Ungleichung 
lor(z)|2>c, fir v>%, 
wenn ¢, eine hinreichend groBe positive Konstante bedeutet. Ist also 6 


ein beliebiger positiver echter Bruch, so gibt es hierzu eine Zahl 
v, = v,(6)>,, so daB zugleich 


ir(z)|Sd — are(1+r(x))(| <4 = eae) 


Mathematische Annalen. 100. 
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ist und erst recht 
|nr(x)| <4 jare(1+rr(z))| <6 fir 0S tr<1, vj, (4). 
8. Da f,,(2) in dem endlichen und einfach zusammenhangenden Be- 
reich v= 1 stetig und von Null verschieden ist, so stellt hier log /, (x) 
eine eindeutige und stetige Funktion dar, wenn noch der Zweig des Log- 


arithmus in einem beliebigen Punkt beliebig ausgewahlt wird. Wir definieren 
allgemein: 


log f,, (22) = log f,, ( =) +mlogv fir v>0. 


Diese Funktion ist eindeutig und stetig; es gibt eine positive Konstante M, 
so daB 
| J(logf,,(z))| SM fir v>0 
ist. 
Vermége der vorigen Ungleichungen fiir r(z) wird ferner durch die 
Forderung 


| J (log (i + 1r(x))) SF fiir v > v, (4) 


eine in den z, und rt stetige Funktion log(1 + 1r(x)) definiert. 
SchlieBlich wird durch 


log f(x) = log f,, (x) + log(1+r(z)) fiir » > v, (6) 
eine eindeutige und stetige Funktion erhalten. f(z) ist noch in dem end- 
lichen einfach zusammenhangenden Bereich 0 < v < v, stetig und von Null 
verschieden; log f(x) 1a8t sich also auch hierher als eindeutige und stetige 
Funktion fortsetzen, so daB damit log f(z) als eindeutige und stetige Funk- 
tion im ganzen Bereich der Veranderlichen definiert ist. Vermége dieser 
Definition existiert eine positive Konstante N, so da8 fiir alie x, > 0 
| J (log (f(x)))| << N 

ist. 

Gehért f(z) zur Klasse A, so kénnen die Zahlen M und N beliebig 
groB werden; dagegen darf man ohne Einschrinkung fordern: 

wenn f(x) zur Klasse B gehdrt: 


0<M<G, 0<N<5; 
wenn f(z) zur Klasse C gehért: 
M=N=0. 


4. Sei s =o-+ ti eine komplexe Ver‘nderliche und 
f (x)~* an e216 fm(2) 
f(a)~* = e~ tarts) 


(1+ rr(x)) t= enter 
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mit den friiher definierten Zweigen des Logarithmus. Verstehen wir unter 
c, die Konstante 


jane (e024), 
so ist nach den vorherigen Abschatzungen: 
| faa (2)~*| S 6?! ell y-™* fir »>0 
| f(x) ~*| < ele ltl y-me 

19 (2) fa (#)~*| Sescs'e™''v""" | fir v>w. 

|g (x) f(x)" | Segegte*"! y*™* 
Weiter gibt es einen positiven echten Bruch 6,, so daB gleichmaBig 

lo(x)f(2)~*| Seges"'e*"'y™ "fir vw, wD, (d) 


ist, wenn 
0<6<46,. 
SchlieBlich besteht die Ungleichung: 
(1 +er(z))*| <(1—8) "ec" fir OS tr S1,v>0,(8). 
5. Die Zahlen 


“= 


e|8 


‘>0 (t= 1, 2,..., p) 
befriedigen die Identitat 

ur tut... a=. 
Deutet man die 2, als rechtwinklige Koordinaten in einem p-dimensionalen 
Raum, so liegt der Punkt uw, auf dem ersten ,,Oktanten“ O der Einheits- 


kugel. Das Oberflaichendifferential da dieser Einheitskugel befriedigt die 
identische Gleichung: 


dz,dz,...dz,=v?-', dvdw. 


II. 
6. Das Integral 





J(s)= Jf... f(x) f(x) "da, dx,...dx 


P 


geht vermége der letzten Formel iiber in 
J(s)= f fo? *9(uv)f(uv)* dodo. 
é 


Dies Integral zerlegen wir in 


I= ffrfFaa(ow)+Alow)  wo,() 
25* 
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7. Das Integral J,(8,w) wird iiber einen endlichen Bereich erstreckt, 
der Integrand ist in s regular, in w,,v stetig. Daher stellt J,(s, w) eine 
ganze Funktion von s dar. Nach den Abschitzungen in 4. ist 


| J, (8, w) | Sescgcs” e*'*! wrt*-™? ¢, =f do. 
6 
Wird o auf das endliche Intervall 
6,5°59, 


beschrankt, so gilt folglich gleichmaBig in o: 
J, (8,w) = O(e*'t!), 


Wenn f(x) zur Klasse C gehért, so ist J,(s,w) in diesem Streifen sogar 
beschrankt. 


8. Im Integral 
J, (8, w) =fjerrm g(uv)f,,(u)~*{1+r(uv)}“*dudw 
gestattet der letzte Faktor folgende abbrechende Taylorentwicklung: 


b-1,_ 
{1 +4(uv)}-* = 3 (77) e(wo)’ + 


+k(5 “\r (uv)* fateruyr *(1 —1)* "dr; 


dabei bedeutet & eine beliebige natiirliche Zahl. J,(s,w) kann daher 
zerlegt werden: 


J,(8,w) = by vs M,(8,w) + N,(s,w), 


und hier ist 
M,(s,0) = , fo?" 9 (uv) f,,(u)*r(uv)! dvd, 
N, (8, w) = 


= fF fe; :)° vo? *"* 9(uv)f,,(u) 'r(uv)* {1 +er(uv)}~**(1 —1)*  drdedw 
9. Im Integral M,(s,w) ist 
g(uv) =o" {g,(u)+o-%g, ,(u) +... +0 "go(u)}, 
folglich: 
n+(m—1)1 


g(uv)r(uv) =o! SS AN(u)o™ 


; Aj” ” In (u) F 
Dabei sind die Aj’(u) rationale Funktionen und auf O stetig. 





® 
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M,(8,w) nimmt also die Form an: 


n+(m—1)1 2 


M, (8, w) = & 


Wenn 


; feet ra £. (u)~* duda. 


n+p 
t? -— 


ist, darf die Integration nach v ohne weiteres ausgefiihrt werden. Man 
erhalt dann 


n+(m—1)l cm (s w) 
= wy S : : 
M,(8, w) ~ ms+l+h—n—p’ 





Of (2, w) = wt? me! J Aj (tu) fy (u) "deo. 


Analog wie bei J,(s,w) folgt, daB die Cj’(s,w) ganze Funktionen von s 
sind, in jedem endlichen Intervall 


#,5°5%, 
befriedigen sie gleichmaBig die Abschatzung 
CP (s,w) = O(e™'*!); 

sie sind also beschrankt, wenn f(z) zur Klasse C gehért. 
M,(8,w) ist somit eine meromorphe Funktion mit einfachen Polen 
héchstens bei 
on BRS E-8 


r (h=0,1,...,.n+(m— 1)l) 
mit dem Residuum 

1 ,0/ n+p—l—h 3 

zO(=7 
natiirlich hangt diese Zah] nur scheinbar von w ab. Wenn sie verschwindet, 
so ist. M,(s,w) an den betreffenden Stellen regular. 

Insbesondere M,(s,w) und keine der anderen Funktionen M,(s, w) 
besitzt bei 
+ 


s=— 


m 
einen einfachen Pol, mit dem Residuum 


n+p 


i=1fo.(u)fa(u) ™ do. 


Die Funktionen M,(s,w) befriedigen gleichmaBig in jedem endlichen 
Streifen 
6,054, 
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fiir groBe |t| die Abschitzung 
M,(8,w) = O(e™ ltl), 


Wenn f(z) zur Klasse C gehért, so ist M,(s,w) in diesem Streifen sogar 
beschrankt. 


10. Der Integrand von 
N, (8, w) = 
= fF felt) e a (we) tau) ewe) + er (un)} (1 — 2h tae dod 
besitzt nach den friiheren Abschaitzungen die Majorante: 
E\(5 *)|-» pmo coh?! gMltl g®. ob gy * (1 — 8) ~le!-F Mtl 
oder anders RigA} 
l(a) 


hd (1 po 6)~!!-*y Mt lt] wte-1-b—me 





Wird s auf den endlichen Bereich 
e>* +p—k-+e 


» (else, 


wo e und R~* zwei sehr kleine positive Konstanten sind, beschrinkt, so 
konvergiert folglich das Integral fiir N,(s,w) absolut und gleichmaBig; 
also ist N,(s,w) in der Halbebene 


o> nteat 
eine regulare Funktion. In einem endlichen Streifen 
tent <a<odce, 
ist gleichmaBig in o fiir groBe ||: 
N,(8,) = O(|t|* etl"), 
Sei jetzt @ eine beliebig kleine positive Konstante, 6 = he gewahlt, also 
wv, ( ; ) hinreichend groB; wegen 


[= o0(e*") 


N. (8, w) = O(eMtMltl) 


wie klein auch # sei. Gehért f(x) zur Klasse B, ist also M< 3 , 80 kann 
@ so klein gewahlt werden, daB auch 


M+O<= 


ist alsdann 
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ist. Wenn dagegen f(x) zur Klasse C gehért, so kann eine viel bessere 
Abschatzung im Streifen 
ate—t _ 6, < o < 0 


erhalten werden. Im Integranden von N,(s,w) bleibt jetzt f,,(u) und 
1-+-tr(uv) immer positiv; der Integrand besitzt folglich die Majorante 


b|(>') | {cy ch c}”! (1 an gy tel“O) getp-t-O-ee 


und daher ist jetzt gleichmaBig fiir groBe | t|: 





N,(2,w) = 0(|(;') ) = o(jtl"). 


11. Wir fassen die letzten Ergebnisse zusammen. In der Zerlegung 


k-1 
J (8) =J,(8,w) + >) >") ah,(s,w) + (8, w) 
ist hiernach: ; 
J,(8,w) eine ganze Funktion; 
M,(s,w) eine meromorphe Funktion mit einfachen Polen héchstens bei 


pees ni ee eT eh ee 


™m™ 
mit dem Residuum 


1 ,w(n+p—l—h 
= On ( P ,w); 


N,(8,w) eine regulare Funktion fiir 


n+p—k 
k . 


Folglich ist auch J(s) in dieser Halbebene analytisch, mit den ein- 
fachen Polen héchstens bei 


o> 








gu tte—5 (h=0,1,...,4—1); 
hiervon scheiden jedoch die Stellen . 
bie Rh .. 
gewiB als regular aus, da in dem Summanden 
ey M,(s, w) 


der erste Faktor bei 
s=0, —1,... —(J—1) 
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verschwindet, die einfachen Pole des zweiten Faktors aber alle gréBer 
oder gleich 
atp—ioiet (ent i el 





sind. 
Im Streifen 
stpot <0,<0<0, 
ist 
(5°) =0((\t|*) = o(e*""), 
also nach den friiheren Abschitzungen im Fall A und B: 


J(s) = O(e* ltl) + "50 (eiat+orIe!) + O(e(M+#)|t!) — O(eSitl), 
wobei ‘ 
S = max (M+ #, N). 
Liegt der Fall B vor, so ist M< =, N< <=; da # beliebig klein sein 
darf, also auch S < = : 


Wenn hingegen f(z) zur Klasse C gehért, so gilt die schirfere Ab- 
schaétzung 


— b mL: k 
J(s)=O(1) + SO(lt!) + O(\t|") = O(|#|"). 
Bei den vorigen Uberlegungen durfte & jede natiirliche Zahl bedeuten. 


Wahit man k—1, so ergibt sich, daB J(s) in der Halbebene 


n+p 
m 





o> 


konvergiert. Nimmt man dagegen fiir k eine sehr groBe Zahl, so ergibt 
sich die Fortsetzbarkeit von J(s) als meromorphe Funktion in die ganze 
Ebene. 


12. ZusammengefaBt lautet das Ergebnis dieses Kapitels somit: 
Satz I. Das Integral 


J(s)= J... 5 g(x) f(x)“ de,...dz, 
0 
konvergiert in der Halbebene 
n+p 
‘(> —= 





und stellt hier eine reguldre Funktion dar. J(s) lat sich in die ganze 
Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen, mit einfachen Polen hochstens 
an den Stellen . 
n+p—h kA=0,1,2,... 
neil Cite a 
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Insbesondere besitzt J(s) im rechtesten Pol: 


gute 
m 


das Residuum 


n+p 


1 _—— 
i= * fon(u) fa(u) ™ dor. 
6 
In jedem endlichen Streifen 


Stent cases (k= 0,1, 2,...) 

besteht die Abschaitzung 

J(s) = O(eS!t!) 
fiir groBe |t| gleichmaBig in o. Wenn f(x) zur Klasse B gehért und fiir 
log f(x) der Hauptwert genommen wird, so wird 

0<8< 33 

ist endlich f(x) zur Klasse C gehdrig, so besteht sogar die schirfere Ab- 
schitzung 

J(s) = 0((t}") 
fiir groBe |t| gleichmaBig in o, wenn man fiir log f(z) den reellen Wert 
nimmt. 


Kapitel II. 


13. Die bekannte Eulersche Summenformel 


‘ k-1 : rm 

SH w)= fears cH 5° (0)+ | GO ae) 8a) de, 
i ; i=1 é 

in der & eine natiirliche Zahl, B, die 1-te Bernoullische Zahl und o, (2) 
das k-te Bernoullische Polynom mit dem Argument x—[2] bedeutet, 
darf z. B. auf solche komplexe Funktionen §(2) der reellen, nichtnegativen 
Verinderlichen x angewandt werden, die k-mal stetig differenzierbar sind 
und fiir welche in der obigen Gleichung die Summe links und die beiden 
Integrale rechts absolut konvergieren und die Gleichungen 


lim (x)= 0 (t=1,2,..., &) 
LP>+e 
erfiillt sind. 
Mit den Abkiirzungen 
hi? (x) = (—1)' Ft fir 7=0,1,...,k—1 


= 
hi? (2) = GO one) 
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nimmt die Eulersche Formel die Gestalt an: 
SH (w)— fax) G(w)ae 
Offenbar bleiben in dieser Formel die Funktionen A/"(x) unterhalb einer 
Konstanten, die von / nicht abhangt: 
|hi(x)| <o, (L=0,1,2,..., &). 


14. Seien jetzt z,,z,,...,%, wieder p nichtnegative reelle Verinder- 
liche und k,, k,,...; k, p natiirliche Zahlen, ferner 


O (2, y--- 2) = F(z) 
eine Funktion mit stetigen Ableitungen: 
gtht ...+lp s (2) ie Bees, 


dah dats _ oxy 





Bi, --tp (2) = y=1,2,...,p 


Eine p-malige Anwendung der Eulerschen Summenformel ergibt die all- 
gemeine Gleichung: 


2. “ 8 (w, ... Wy) = 2. ; 20: | ot el hi (24) ..2 Bi!” (atp) By. .ntp(%) Ay... dy. 
= Wp= = >= 

Diese Formel darf z. B. aiken werden, wenn die Summe links und die 

(k, +1) (k,+1)...(&, +1) 
Integrale rechts absolut konvergieren. 
15. Sei 
k,=k,=...=k, =k, 
&(z) = g(x) f(z)” 
mit den Polynomen f (=) und g(x) des vorigen Kapitels. In den Integralen 


Ji tg(8) = SoS ~ ah 2)... hi? (xy) Biy...tp(%) O2... day 


ergibt sich fiir ron durch Differenzieren 


i 


Bi (2)— Sy (5) (eta, t= Fh, 


wobei Pi. ..ty(2) ein von s unabhiangiges Polynom in den Veranderlichen x 
vom Grade 
nt+hm—l 


ist; ist diese Zahl negativ, so verschwindet das Polynom identisch. 











ee 
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16. Im Falle 
0s) <sk-1 (»=1,2,..., p) 


kann J;,...;,(8) zerlegt werden in der Form: 


tg) = 0(baba--oly) (5) ff olay) (C2) 8a... day 


uv 
wobei 





J 





o(i,t,...4 ») = hj? (2,).. iP (xp) 
eine absolute Konstante ist. 
Das Teilintegral 


Ie = EF ot. tp(#) f(x) ** day... daty 


ist gerade von der Gestalt der Funktion J (8), auf die sich Satz I bezieht. 


Aus diesem Satz ergibt sich, daB J, i” ..tp(8) in der Halbebene 
oul otp-t 
m 


absolut konvergiert; J,” ,,(s) besitzt einfache Pole héchstens bei 


_ *+p-!-j j=0,1,2,... ) 
- 8+0,—1, —2,... 
Speziell ist 
Jo,0,....0(8) = Jo,...,.0(8) = J(8); 
allein diese Funktion besitzt bei 
gun S22 
Mm 


einen einfachen Pol, mit dem Residuum 4. 
In dem Streifen 


ste-* <o,50S0, 
besteht gleichmaBig in o fiir groBe |t| die Abschitzung 

Iii, ...t, (8) = O (e8'*'); 
gehért f(x) zur Klasse C, so laBt sich diese Abschatzung verbessern zu 
Tiinip(8) = O(|t |") — (g = max(k — 1, 0)). 

Sei nun 7 eine Zahl, die gréBer als S ist: 

T> 8; 

im Falle, daB f(x) zur Klasse B gehért, also S < ; ist, nehmen wir auch 


a 
T<F 
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an. Es ist dann im Streifen 


k 
stpo* ——_<4¢,5°5354, 


fiir groBe |t|: 
(3) = 0(|t|*) =O(e-"!) 
und daher nach den obigen Abschitzungen: 
Vigtg utp (8) = O(e7"'), 


und wenn f(z) zur Klasse C gehért, genauer: 
fir l<k: 
is tyesety (8) = O(|t|?*") = O(|t)*), 


Tijig.oely (8) = O(|t]"). 


fiir 1>k: 


Da nun auf jeden Fall 
li k-p 


ist, so besteht die Abschitzung unabhingig von 1: 
Jigty...tp(8) = O(t|?*). 
17. Sei weiter mindestens eine der Zahlen 
U,1,,...4, 
gleich k. Wegen der Darstellung 


i 


Ji,.ontp( = Dy (|) Sie -tp (8)» 


A=0 


Px (=f SW? (a,) hip’ (,) pe .1(2) f(x) "da, ... dx 








” 


ergibt sich die absolute und gleichmaBige Konvergenz von /;’ ’ tp(8) und 
damit von J;,...,,(8) in dem Bereich 


is a ee 


Denn es ist mit einer positiven Konstanten Ci ty: 


|p”. tp(2) | < ro fiir v > %; 
hieraus ergibt sich, ahnlich wie im ersten Kapitel, die Behauptung, da 
auBerdem 1 >k und 


™ | Ai? (x,).. Wi? (a,)| < of 
ist. 
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Jj,...1p(8) ist somit in den Halbebenen 


o>2tz— 


regular. Man findet wie im ersten Kapitel, daB im Streifen 


niet <o,S0K<o, 

gleichmaBig in o fiir groBe | t} 
ine -tp(8) = O(e5'"'), 

und folglich 

Ji,...tp(#) = O (e7'*!) 
ist. Wenn aber f(z) zur Klasse C gehdrt, so bleibt j{” ,,(¢) in jenem 
Streifen sogar beschrinkt und folglich ist fiir groBe | t| 

Ji,...t9(8) = O(|t|') = O(|t|*?). 
18. Das Integral 


J(s)= J... J g(x) f(z) "de, ... dz, 


Qo 








konvergiert uach friiher in der Halbebene 


n+p 
o> > 
absolut. Nach einem bekannten Cauchyschen Konvergenzsatz konvergiert 
daher auch 
Z(s)= D>... 
w= 


in dieser Halbebene absolut. 
19. Nach den letzten vier Abschnitten sind daher fir 


3 9(w)f(w)* 


wp=1 


eo 


n+p 
ae 
die Voraussetzungen der Eulerschen Summenformel erfiillt, so daB von ihr 
Gebrauch gemacht werden darf. Aus den friiheren Ergebnissen folgt dann, 
da & jede natiirliche Zahl sein kann: 

Satz II. Die Summe 


Z(s)= 3... Sg(w) f(w) 


@,=1 wy=1 
konvergiert in der Halbebene 
n+p 


o = — 
m 
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und stellt hier eine reguldre Funktion dar. Z(s) lapt sich in die ganze 
Ebene als meromorphe Funktion fortsetzen, mit einfachen Polen héchstens bet 
sates ‘Wipe iam \ 
aRy CO hey Bind 
Insbesondere besitzt Z(s) im rechtesten Pol 
aan ee 
m 
das Residuum 


_nt+P 


‘ _ fon (t) f(t) ™ do. 
é 
In jedem endlichen Streifen 
tet casese, (k= 0, 1, 2,...) 
gilt gleichmaBig in o fiir groBe |t| die Abschaitzung 
Z(s)=O(e"""'); 


gehért f(z) zur Klasse B und nimmt man fiir log f(z) den Hauptwert, 
so kann 


0sT<Z 


angenommen werden; gehért f(z) zur Klasse C, so gilt endlich die 
scharfere Abschatzung 
Z(s)=O(|t|*”), 


wenn man fiir log f(x) den reellen Wert nimmt. 


Krefeld, den 29. Marz 1927. 


(Eingegangen am 11. 11. 1927.) 























Zwei Siitze iiber Funktionen von zwei komplexen 
Verinderlichen. 
Von 


Stefan Bergmann in Berlin. 


Die Eigenschaften der Funktionen einer komplexen Veranderlichen, 
die durch ihr Funktionselement um den Mittelpunkt gegeben ist, sind ein- 
gehend untersucht. 

Bedeutend weniger ist man auf die entsprechenden Aufgaben aus der 
Theorie der Funktionen zweier komplexen Verinderlichen eingegangen. 
Diese zweite Fragestellung ist um so interessanter, da eine unmittelbare 
Ubertragung der Methoden der Funktionentheorie einer komplexen Ver- 
anderlichen auf die Theorie von mehreren ernste Schwierigkeiten bietet. 

In der vorliegenden Arbeit sollen zwei Sitze aus dem obengenannten 
Problemkreis iiber Funktionen von zwei komplexen Verinderlichen mit 
Hilfe der Algebra von unendlich vielen Verianderlichen abgeleitet werden. 


An dieser Stelle méchte ich noch Herrn Hammerstein fiir seine wert- 
vollen Ratschlige bei der Abfassung der vorliegenden Arbeit danken. 


§ 1. 
Es sollen in der vorliegenden Arbeit folgende Bezeichnungen gelten: 
&,,¢, 1 bedeuten die reellen kartesischen Koordinaten des vier- 
dimensionalen Raumes; X=é-+in, Z={+ir die komplexen Ver- 
anderlichen. 
% bedeutet einen einfach zusammenhangenden Bereich des vierdimen- 
sionalen Raumes, der den Koordinatenanfangspunkt in seinem Innern ent- 


halt. Die Berandung von % besteht aus stiickweise regularen dreidimen- 
sionalen Mannigfaltigkeiten. 


§& bezeichne einen Kreisbereich um den Nullpunkt, der ganz im 
Innern von % liegt. a,, sei eine Abkiirzung fiir die Zahlenfolge 


Mm 
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ae) See, 
Tiras 

Volumenelement bedeutet. G(X, Z) sei schlieBlich eine im abgeschios- 


senen § regulire Funktion zweier komplexen Verinderlichen X, Z, dessen 
Funktionselement 
(vy #)=@ 


(2) > 6,,X°Z" 
(vy a)=1 
lautet. Es gilt der . 


Satz. Zu jedem- Bereiche 8 lapi sich eine Folge von Hermiteschen 
Formen von unendlich vielen Verdnderlichen 


wobei dw=dédnd{dzt das (vierdimensionale) 


(’ w= 
"aS* (n, m) 

(3) fin,» (%yu 5% yr) = Ay! Crp Oy yw! 
& w)=1 
(»’ w’j=1 


herstellen, die folgende Eigenschaft besitzt: 
ist G(X, Z) im Innern von 8 regular und existiert 


SIJJ@(X, 2)G(X, Z)do, *) 
80 existrert 


 - 
4 li (oe, we), 
( limes fin, m Gyn ay y! 
existiert umgekehrt der Limes (4), so laBt sich die durch das Funk- 
tionenelement (2) in & gegebene Funktion G(X, Z) tiberall im Innern 
von 8 fortsetzen, und es gilt in B die Abschatzung 


*) Da in der vorliegenden Arbeit mit Funktionen zweier komplexen Verander- 
lichen operiert wird, werden Doppelindizes haiufig benutzt. Es wird im folgenden stets 
die Reihenfolge 
(1) (0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), ... 


festgehalten. Unter (vy «)=k werden die Doppelindizes yu des k-ten Gliedes der 
Reihenfolge (1) verstanden. Mit (v° u®) wird das dem (»,~) unmittelbar vorhergehende 
Indizespaar bezeichnet. 

Eine Potenzreihe von zwei komplexen Verinderlichen, deren Glieder die An- 
ordnung (1) haben, wird als Diagonalpotenzreihe bezeichnet. 

Der Kreisbereich wird nach K. Reinhardt (,Uber Abbildungen durch analytische 
Funktionen zweier Veranderlichen*, Math. Annalen 83, 1921, S. 211—255, § 5) definiert 
als ein konvexer Bereich, dessen Berandung durch die Gleichung:  &*+ 7° =g (Ve 42°) 
gegeben ist, wo g eine reelle stetige Funktion bedeutet. 

Die entsprechenden Sitze fiir den Fall einer komplexen Veranderlichen wurden 
in der in der FuBnote *) (S. 410) angegebenen Arbeit § 5 formuliert. 

2) Unter ff SJ |\v(X,Z)|* dq soll in tiblicher Weise limes S{SS\o(x, 2) do ver- 

a> 
standen werden, wobei %, eine Folge von ganz im Innern von $ gelegenen Teil- 
bereichen von 8 bedeutet. 
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: be Oy 
(5) | G(X, 2) |S sath ay Yims fm (2 xz), 


wobei y(X, Z) der Abstand des Punktes (X,Z) von der Berandung von 
B ist. 

Beweis. Als erster Punkt des Beweises soll die Existenz eines voll- 
stindigen doppelorthogonalen Systems p,,(X,Z) gezeigt werden. Unter 
doppelorthogonal wird verstanden, da8 die Orthogonalrelationen sowohl 
beziiglich des Bereiches 8 
(6a) j - =k,, (»'u')=(rx)] 

d. h. do ° pam 
(6b) | Mss Pou Pew © m0 (vw!) (op) 
als auch beziiglich des Kreisbereiches & 
(78) ‘ =1  (»'u') =(rp)] 
d. b. G,,,,dw ag 
(rey [EB IIJS a Fre 9g Coty’) (on) 
bestehen. Die Existenz des Systems y,, wird induktiv gezeigt, indem man 
sich (nachdem die Existenz aller vorhergehenden Liésungen ,,, 9,9; Pox 
--+; Pre, Ger entsprechenden Aufgaben bewiesen wurde) folgende Varia- 
tionsaufgabe stellt: 








Unter allen im offenen Bereiche § reguléren Funktionen ist diejenige 
zu finden, welche an Stelle von v in das Integral 


(8) SIJf o(X, 2)o(X, Z)do 

eingesetzt, unter den Nebenbedingungen 

(g) LIST 1X, 2) %00(X Zdw=0, JIS f o(X, Z)9o(X, Z)dw=0, ... 
SIIS o(X, 2) Pep(X, Z)dw=0, SIJS o(X, 2) o(X, Z) do =1 


(8) zu einem Minimum macht. Der ausfiihrliche Beweis fiir die Existenz 
der Lésung dieser Variationsaufgabe soll nur fiir y,, durchgefiihrt werden; 
der Beweis fiir beliebiges y,, verliuft Schritt fiir Schritt analog. 


Das Integral (8) besitzt eine endliche untere Grenze k,,. (Es ist 


offenbar: 1< ky, < ype von ©). Es ist deshalb nach einem friiher*) 


5) Vgl. dazu die Arbeiten: ,Uber Hermitesche Formen, die zu einem Bereich 
gehéren“ (vorlaufige Mitteilung) Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesell- 
schaft 26 (1927), S. 178—184 und ,Uber unendliche Hermitesche Formen, die zu einem 
Bereich gehéren, nebst Anwendungen auf Fragen der Abbildung durch Funktionen von 
zwei komplexen Verinderlichen“, erscheint demnachst in der Math. Zeitschrift, Korollar 
zu Hilfssatz 1. 

Mathematische Annalen. 100. 26 








402 St. Bergmann. 


bewiesenen Satz fiir die geniigend spiten v einer Minimalfolge bei- 
gegebenen ¢ 





V2SJ Jf v(X, 2) v(X,Z) de 


V2 (hoo +2) 
(10) vo(X,Z)< ay(X,2) —azy® (x, Z) 





in jedem inneren Punkt von $ beschrankt. 


Man wihle dann eine Folge von Bereichen 6, < 6, <...8,<...<B 


mit limes $,=—%. In %, nehme man eine Folge von inneren Punkten. 
lve 


P,, P,,... die sich gegen einen inneren Punkt P haufen. Nach dem be- 
kannten Diagonalverfahren kann jetzt aus der Minimalfolge eine solche 
Teilfolge auswahlt werden, die auf der Menge P,, P,,... konvergiert. Der 
Vitalische Doppelreihensatz lehrt nun die gleichmaBige Konvergenz der- 
selben in jedem %,, da sie dort nach (10) beschrankt ist. Dadurch ist 
also eine Grenzfunktion ¢,, erklart, von der wir behaupten, daB sie die 
gewiinschte Minimaleigenschaft hat, d.h., es ist: 





(11) SLIT vo0(X: Z) Poo(X> jdm = kyo 


(11*) SLITS Po0(X, Z) Poo(X, Z)dw = 1 
(11*) ist klar. (11) sieht man so ein: fiir geniigend groBes n ist 
(12) S{IJ vo0(X; Z) Goo(X, Z) dw 


<S{SS v,(X, Z)v,(X, Z)dw +e (Volumen von §%,) 


SS{JSo, v,(X, Z)dw +e (Volumen von $) 


< ky + &’ +e (Volumen von $), 


wobei « und e’ vorgegebene kleine Zahlen sind. Da die Ungleichung (12) 
fiir jedes §,, « und e’ richtig ist, so ist sie auch fiir $ richtig. Da 


andererseits: 
SLIT P00 Poo dw > kyo 


folgt die Relation (11). 


Der Beweis der Existenz der weiteren y,, verliuft, wie gesagt, dem 
soeben durchgefiihrten fiir g,, vollkommen analog. 


Es ist nunmehr noch zu zeigen, daB das System vy, die Relation (6b) 
befriedigt. Um dies einzusehen, bildet man den Ausdruck 


(13) Y = 4, + Oy Py y’ (»’ mw’) > (rH), 











ae ee 
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wobei zwischen a, und a, die Relation 
(14) |a,|*+|a,|*=1 
besteht. y befriedigt offenbar die ersten (v° u°) Orthogonalrelationen 
[wegen (»°u°) vgl. FuBnote*)] 


(15) SLJfvGodo—0, S{ffvAodo=o, .... S{ffvo,.do=0, 


(16) S{SS vGdo=1. 
Es ist deshalb: 
(17) LIS v¥do2k,,. 


Andererseits ist 

(18) S{fSv¥dom|a, Pk, + lay) ky y+ 4,0,4 +4, 4,4 = 
(19) =k, + (ky y — k,,) |@g|* +4, 4,4 + d,a,4 

(wo A=A,+iA, =S{JS e.F. do ist) gleich. Setzt man nun fiir 


a, geniigend kleine reelle Werte ein, entwickelt man gema8 (14) a, in 
der Umgebung der Stelle a, = 0 und setzt man die erhaltene Potenzreihe 
an Stelle von a, in (19) ein, so wird 


(20) S{II vvdo =k, +20,4, +a3 [ky —k,,]+af4,+.... 


A, mu8 Null sein, sonst hatten wir einen Widerspruch gegen die Un- 
gleichung (17). Ebenso zeigt man, da8 A, gleich Null ist. 

Es sollen nunmehr einige weitere Eigenschaften des Systems y,, ab- 
geleitet werden. 

I. Die GréBen k,,, stellen offenbar eine nicht abnehmende Folge dar. 
Es kann aber geschehen, da8 mehrere k,, gleich sind. Es soll nunmehr 


gezeigt werden, da8 nicht unendlich viele k,, einander gleich sein kénnen. 


Pru (X, Z) 


Die Funktionen sind ein normiertes Orthogonalsystem in 8. In 


“ 
der unter *) genannten Arbeit (S. 180) wurde gezeigt, daB der Kern eines 
normierten Orthogonalsystems, naémlich die Reihe 


(va)= a 





ia 
(21) sd 


Veo 





(ym)=1 


in jedem abgeschlossenen inneren Teilbereich von 8 gleichmaBig konver- 
giert. Insbesondere ist er im abgeschlossenen & beschrinkt, und es exi- 
26* 








24) 


404 St. Bergmann. 
stiert das Integral | 


(ve a=@ 


(22) Me Grn (X, 27" Ds, 
ES v.27 Biao = Si 


- 1 (vu)=1 byw 





+ 


was aus (7a) folgt. Daraus schlieSt man, da8 nicht unendlich viele k,, 
gleich sein kénnen, w. z. b. w. 





II. Das System wr" ist die Lésungsfolge der folgenden Maximum- 
aufgaben: Von 


Es ist diejenige Funktion w(X, Z) zu bestimmen, die in das Integral 


(23) SJJJ w(X, 2) w(X, Z)do 


" eingesetzt, unter den Nebenbedingungen 


[[fJwc PP domo, {ffx ne Pao m0, .... 
0 }. Zs 
Sif w(X, Z) stag wo =0, J[JJ x2) woe doa, 


(23) zum Maximum macht. 


Ifl. Das System ¢,, ist im Bereiche 8 vollstindig, d.h. jede 
im offenen Bereiche § regulire Funktion A(X, Z) mit endlichem 


SSS h(X, ZAK, Z)dw WaBt sich nach y,,(X,Z) im Innern von B 
8 


entwickeln. 





Um dies zu zeigen, sei vorausgesetzt, daB es eine Funktion H(X, Z) 
mit den angegebenen Eigenschaften gibt, die dies nicht tut. 


Bezeichnet man mit £, , 


amar) |S ISH (X, 2) Fan Bde" 
z,, = {{f H(X, Z) H(X,Z)do— 
8 





Bam 4 


(nm)=1 
so mu8 limes Z,, entweder 0, oder gréBer als Null sein. 
(v4) >@ 


1. Ist nun limes Z,,—0, so kann man zu jedem vorgegebenen « 
(vp) > @ 


ein endliches (») finden, derart, daB 
(26) E,,<e 
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ist. Da aber 
(nm)= 5 pee f H(X,Z) Gam(& Z) da |® 
» {ipo eee 
(nm)= polis ae 2) Gan(X,Z)dw|" 
— Sfp a X,Z)H(X,Z)dw— »’ oe <e 





(nm)=1 


ist, so folgt nach dem in der FuBnote *) erwahnten Satz, daB 





_ pam (X,Z) S{JJ W(x, Z) Guam (X,Z) dw 


(28) W(x, Z)— = <a *(X,Z) 


. (nm)=1 


ist, was ein Widerspruch gegen — Annahme ist. 
2. Ist limes Z,,>0, so ist ;— beschrinkt und die Funktion 


(vn) >@ E; 








(nm=(#) mae (X,Z) Sf SJ W(X, Z) Gam (XZ) do 
H(X,Z)— >) k- 


(nm)=1 


oe 
(29) 0,,(X, Z)= 


geniigt den (yu) ersten Orthogonalrelationen 


Fear. das SJ fo. 2) EPaw 0, ee 
B t) 
” ffi. 6, , (XZ) re” rel%B) Ho, S[Jfo.. (X, Z)0,,(X,Z)dw =1. 








Nach II ist 

(31) SMI onc 2)0,,(X, Z)dw< E 

Da limes i =0 ist, so folgt nach dem oben benutzten Satz, daB 
(v¥u)>@ “YH 

limes 6,,(X,Z)=0 ist, so daB® auch in diesem Falle ein Widerspruch 

(vy 4)—> @ 


gegen die urspriingliche Annahme entsteht. 
IV. Es soll gezeigt werden, daB das Funktionselement von ,, die 


Gestalt 
(nm)=@ 

(32) unm Dm x" z™ 
(nm)=1 

hat, wo 

(33) I] O, 1, am Il 
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eine orthogonale Matrix ist. (Wegen der Definition von a, vgl. 8. 399f.) 
Nach dem Hartogsschen Satz‘) laBt sich y,, in @ in eine Diagonalpotenz- 
reihe entwickeln. Da sowohl] das System y,, wie das System a,, X” Z“ 
in & orthogonal ist, ist die Matrix (33) orthogonal. 

V. Ganz ahnlich erschlie8t man, daB, wenn sich B vermittelst eines 
Funktionenpaares V(X,Z) und W(X, Z) ein-eindeutig auf einen Kreis- 
bereich des V —W-Raumes abbilden la48t und |V| und |W| in & kleiner 
wie 1 sind, so kann man ¢,, ebenfalls in der Gestalt 


(nm)= 2 


; s a(V,W) 
(34) Pon Oy Dinan V* W? rez 


(nm)=1 





darstellen, wo 


(35) | 2, ,, nm || 
wiederum eine orthogonale Matrix bedeutet. 

Wir gehen zum Beweis der ersten Behauptung iiber. Nach III laBt 
sich jede in einem offenen Bereiche reguliére Funktion G(X, Z) mit end- 


lichen fff f@(X,Z) G(X, Z)dw nach dem vollstindigen Orthogonal- 
x 


funktionensystem y,, entwickeln. Es ist somit in 8 


(yaoj=@ 


(36) G(X,Z)= > 9,,(X,2Z) EJ JJ O92 


(vy u)=1 


und ferner in & 

(37) G(X, Z) = 3 Poul Z)SfJJ@9,,do. 

Da die Entwicklung nach den Orthogonalfunktionen eindeutig ist, folgt, daB 
(8) Jf) 69,,d0—b, SIS 6%, 


ist. Da ferner sowohl G wie ,,, im abgeschlossenen & durch eine 
Diagonalpotenzreihe darstellen laBt, folgt weiter, daB (38) dem Ausdruck 


(nm)= 2 (am)= -_ 
(39) &, AI > >= *a,,,X*2")( poy Or, ambanX" 2") do 


(nm)= 1” (nm)=1 





(nm)= a 


1 bap 
=k,, a, UrMnm 
(am=1 *™ 





*) F. Hartogs, ,Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhiangiger 
Veriinderlichen, insbesondere iiber die Darstellung derselben durch Reihen, welche 
nach Potenzen einer Verinderlichen fortschreiten*, Math. Annalen 62 (1906), S. 1—88 
(8. 2). 
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gleich ist. Aus der Existenz von 


(40) Si G(X, Z) G(X, TE T\do= 3 SLIT Fn de |" 


(yw)=1 kyu 





folgt die von 
(41) limes = 
(NM) >® yyy=t de 


Setzt man in (41) fiir jedes S[JJeg,,do den in (39) erhaltenen Wert 
ein, so geht (41) in 





(yu)=(N M) Q,0)= a 

















: ~ 
(42) limes >’ &,, | > Pee O ne 
(WIN>O wirat ‘vas a1 e? 
(eo=a 
. ct (»u)= - , 
—“ Zee %e'o’ > ae 
times ra we ae ae ee 
( >? (go)=1 (vu)= 
(g' o’)=1 
iiber. Bezeichnet man 
(vy «)=(N M) 
7 . (Wy M) 
D2 *K Once one'e mit = Ayo,¢'o’ 
(vy u)=1 
und 
(e0)= 
Pores b Fs 
(WN M) bo. Ooo" a . eo o’o’ 
2 AEB, tes Mee mit foran (se? ye 
(g9)= 1 ee Fo'o’ eo ee 
(g’o’)=1 
so wird (41) 
. b by py’ 
(43) limes f (=e, ), 
Wire 4 \ayy? ary’ 


womit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist. 
Wir gehen nunmehr zum Beweis der zweiten Behauptung iiber. 
Ist G(X, Z) in & regular, so laBt es sich dort nach (37) in der Form 
(va)=@ 2 
(44) > 2:5) ve, fff G%,,da 
(vy ~)=1 Vey a sa x 
darstelien. (44) ist in 8 regular, denn nach der Schwarzschen Unglei- 
chung ist fiir alle X,Z in $ 


| (vy «)=(N M) 


X,Z 
(45) | | = Peal =2") = VE, fffer..ae| 
¥4)= ¥ 








(v)=(N M) od =(N M) 


/r@ 
</ | . hae - i, on Py k, 


(va)= 





ffffor.ae!] 
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Es ist nun der erste Faktor des Wurzelausdruckes nach einem in der 
unter *) zitierten Arbeit angegebenen Satze in jeden inneren von $ be- 
schrinkt und es gilt fiir jedes (NM) die Ungleichung 





/@ w= M) 


| en (X, Z)|* 2 
(46) * ae wml oer 
(vy e)=1 
, (yw) =(N M) ; 2 
Der zweite Faktor SY k,. | SIS{@9,,do| hat nach (39) und (42) 
(vy mj=1 8 
b 


den Wert /,, a bem ae), nach Voraussetzung darf der Grenziibergang zu 
NM) \ayy” Gry 


(NM) — co vollzogen werden. 

Daraus erschlieBt man die gleichmaBige Konvergenz von (44) in jedem 
abgeschlossenen inneren Teilbereich von 6, was die zweite Behauptung 
nach sich zieht. 


§ 2. 


Sei V(X,Z), W(X,Z) ein normiertes®) Funktionenpaar, welches in 
einem Bereiche § regular ist. Das Funktionenpaar V,W bilde den Be- 
reich 8 umkehrbar eindeutig auf einen Kreisbereich des V-W-Raumes ab. 
Nach dem Hartogschen Satz lassen sich V(X,Z) und W(X, Z) in dem 
(in § 1 definierten) Kreisbereiche & in eine Diagonalpotenzreihe 


vu)=@ 


V(X,Z)=X+ "So, XZ" 
(» “) = (20) 
(47) vp) =@ 
W(X,Z)=Z+ 3 ¢,X'Z" 
(¥ 4) = (20) 
a(V,W)., 





entwickeln. Die Funktionaldeterminante —~ 


aX,Z) ) hat in & die Gestalt: 


5) Unter einem normierten Funktionenpaar wird ein Paar verstanden, das die 
Eigenschaft besitzt, daB 





: P rav(X,Z)) | rav(x,Z)) 
V(0,0)=0, Ma nal =i, a | =0, 
X=-0 =0 
Z=0 Z=0 
x raw(X,Z)) | ew(X,Z)) 
ene —e- |] =% = [ar] 
xX=0 =0 
ist Z=0 Z=0 
ist. 
¢) Es wird dabei die Voraussetsung gemacht, da8 die Funktion iz, sich 


gleichmaBig in jedem ganz im Innern von % gelegenen Teilbereich durch Polynome 
approximieren laBt. 
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(w)=@ 
acy, y 

(48) ait SS 4,X’s". 

(» #) = (10) 
Es gilt dann der 
Satz. Die Koeffizienten d,, von (48) geniigen der Ungleichung 

|d,,| < konst. a,, 
1 


(49) a,, = 
VSSJS| x" 2" |* de 








Beweis. Um die Formel (49) zu beweisen, betrachten wir die zu 
dem Bereich § gehérige Hermitesche Form 


(yp) =@ 
(> p')=@ 


(50) Pp» tru tye [JSS XZ" X" 2" deo. 
(u)=1 
( w’)=1 
Ohne die Allgemeinheit zu beschrinken, kénnen wir voraussetzen, daB 
$ sich ganz im Innern der Einheitshyperkugel befindet. (50) ist daher 
eine vollstetige, positiv-definite Hermitesche Form. Nach dem bekannten 
Hilbertschen Satz laBt sich (50) in der Form: 





51 vik (nm) =a (nm) = @ 
(51) Kea 2 mamton) (2 Srn.nm tum) 


schreiben. Um eine fiir den Beweis nétige Abschitzung zu gewinnen, gehen 
wir wieder von einer (von der in § 1 verschiedenen) Variationsaufgabe aus. 
Es soll namlich das Minimum der Form (50) bei der Nebenbedingung 


(52) ¢,,=1 


bei beliebigen, aber fest gewahlten (yu) bestimmt werden. Fiihrt man 
die Vektoren »,., (im Hilbertschen Raum) mit den Komponenten 


53 ri (= 102m %1,nm ) 
(58) Jam NWR” Wie? Wh” 
ein und bezeichnet man mit * das innere Produkt, so laBt sich zeigen: Das- 


jenige System von GréBen f., das die Lésung der oben angegebenen 
Variationsaufgabe darstellt, lat sich in der Gestalt 





(54) Se) a (ton ae) 
(Dy. * Dy yw) 


schreiben. Das Minimum 4,, von (50) bei der Nebenbedingung (52) wird 
1 


(Dy u * Dy w) 


(55) 





Ay, 
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gleich. Betrefis der Ableitung Formeln (54) und (55) sei auf die Arbeit 
»Uber die harmonischen Funktionen der Ebene und des Raumes nach 
Orthogonalfunktionen“*) § 2 verwiesen. 

Es soll nunmehr fiir 4,, eine untere Schranke angegeben werden. 
Nach dem Hilfssatz 2 der unter *) zitierten Arbeit folgt: 


» — alfirerenz 
& 


ao 


Wie ferner in der zweiten unter *) zitierten Arbeit Satze 3 und 4 ge- 
zeigt wurde, besitzt die Funktionaldeterminante ae eines Funktionen- 
paares, die den Bereich 8 auf einem Kreisbereich abbildet, folgende Eigen- 


schaft: Setzt man in das Integral 


(57) SLJS\o(X, 2) ?do 


a(V, W) 


die Funktionaldeterminante uX,Z) an Stelle von v ein, so wird dieses 





zum Minimum gemacht, falls zum Vergleiche alle in 8 regularen Funktionen 
mit der Nebenbedingung 

(58) v(0,0)=1 

herangezogen werden. Da nach der Voraussetzung ; ed sich in jedem 
ganz im Innern von $ gelegenen Teilbereiche gleichmaBig durch Polynome 


approximieren la8t, so sind die Koeffizienten des Funktionselementes von 


oer = D(X, Z) nichts anderes wie BOY (a. h. es wird: 





(59) D(X,Z)=1+4+ "Sd x*Z™—14 BOM xe”, 


(nm) = (10) (nm) = (10) 


Nach (54) folgt weiter 











(60) \d poe | cane | (Boo * Dam ) | ¥ (Boo * Boo) (Pam * Dam) 
, mm | | (B99 # B99) | = (Doo * Doo) 
a [ (um * Pum) 
oa (0 * Poo) * 
Nach (55) ist nun somit 
(61) |¢,.| 5 — < ee =, 
y a 7 eS) ) Volumen des Kreisbereichesin VW Raum. const.” 
w. z. b. w. 





") Math. Annalen 96 (1922), S. 238—271._ 


(Eingegangen am 30. 7. 1927.) 








Uber eine zahlentheoretische Anwendung von 
Modulfunktionen zweier Veriainderlicher. 


Von 
Fritz Gétzky in Bieber. 


Die Moduljunktionen von mehreren Variablen het Herr Hilbert ein- 
gefiihrt. Die ersten Arbeiten dariiber sind von Herrn Blumenthal ver- 
6ffentlicht worden. In letzter Zeit hat sich, und zwar besonders vom 
zahlentheoretischen Standpunkt aus, Herr Hecke mit diesen Funktionen 
befa&t, vor allem mit den dem allgemeinen reellen quadratischen Zahlkérper 
zugeordneten Modulfunktionen. Schon auf diese letzteren scheinen manche 
fundamentalen Satze iiber elliptische Modulfunktionen nicht verallgemeine- 
rungsfahig zu sein. Es ist daher wohl zweckmiBig, zunichst einmal in 
speziellen quadratischen Zahlkérpern zu arbeiten, in denen diese Funktionen 
noch besonders einfache Eigenschaften haben, um dann aus den Ergebnissen 
Schliisse auf die allgemeineren Modulfunktionen zu ziehen, fiir deren Unter- 
suchung so auch die arithmetischen Sonderheiten spezieller Zahlkérper nutz- 
bar werden. 

In dieser Arbeit wird der Kérper k( 5), der quadratische Zahlkérper 
mit der Diskriminante 5, zugrunde gelegt. Das Ziel ist der Beweis des 
folgenden arithmetischen Satzes mit Hilfe von Modulfunktionen dieses 
K6rpers. 


Satz I. Jede ungerade ganze total positive Zahl aus k( 5) ist so oft 
als Summe von vier ganzen Quadratzahlen desselben Korpers darstellbar, als 
die achtjache Summe der Normen der Idealteiler der Zahl betrdgt. Jede 
gerade ganze total positive Zahl aus k( 5) ist 80 oft als Summe von vier 
ganzen Quadratzahlen des Kérpers darstellbar, als die 12-fache Summe der 
Normen der geraden Idealteiler, vermindert um die 24-fache Summe der 
Normen der ungeraden Idealteiler, betrdgt. 

Im ersteren Fall einer ungeraden Zahl, in welchem genaue Analogie 
zum Jacobischen Satz im rationalen Zahlkérper besteht, ist der Satz be- 
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reits von Herrn Kirmse’) auf anderem Wege bewiesen. Man kann leicht 
einsehen, daB in keinem weiteren quadratischen Zahlkérper jede ganze total 
positive Zahl als Quadratsumme von vier ganzen Kérperzahlen darstell bar 
ist. Dem Beweis von Satz I liegt der folgende Gedankengang zugrunde. 

Satz I, zunachst das Ergebnis empirischer Rechnung, gibt Veranlassung 
zur Aufstellung der vermutlichen Identitat 


Von ou’? ‘ =} A qt om 
(1) (29 : ) + 2, uf q 


in zwei unabhangigen komplexen Variablen g und g’ (|q| <1,|g’| <1), 
wobei » links alle ganzen, rechts alle total positiven ganzen Zahlen aus 
k(/5) durchlauft, u’ die Konjugierte zu u bedeutet und A, diejenige arith- 
metische Funktion ist, die nach Satz I die Anzahl der Zerlegungen von yu 
in vier Quadrate angibt. Auf beiden Seiten dieser Formel treten Reihen 
vom Typus 

>» a, qq" 

ure 


auf, die Herr Hecke als Potenzreihen im Kérper k(/5) bezeichnet hat. 
Da jede Funktion auf héchstens eine Art in Form einer solchen Potenz- 
reihe darstellbar ist, so ist die Identitat (1) véllig gleichbedeutend mit 
dem arithmetischen Satz I. Von dem Quotienten 


1+ J Ag" 
uo 


gery 





der aus den beiden Seiten der Formel (1) gebildet ist, wird nun nach- 
air 
gewiesen, daB er in seiner Abhingigkeit von + und tr’, wenn man g = e!®, 
q’=e YS setzt, eine Modulfunktion darstellt, d.h. daB er bei Ausiibung 
aller Substitutionen der Modulgruppe in k(/5) nur in endlich viele, und 
zwar neun weitere Funktionen iibergeht. Die so erhaltenen zehn Modul- 
funktionen erweisen sich simtlich als reguldr im Fundamentalbereich dieser 
Modulgruppe, woraus nach einem allgemeinen Satz ihre Konstanz und damit 
die Identitaét (1) folgt. 
Die §§ 1 bis 3 handeln von der Theorie der Modulfunktionen im 
Korper k(y5). Es wird in §1 die Modulgruppe in k(V5) gema8 der 
Hilbertschen Definition®) aufgestellt und ihre Erzeugung durch drei spezielle 


1) Joh. Kirmse, Zur Darstellung total positiver Zahlen als Summen von vier Qua- 
draten, Math. Zeitschr. 21 (1924), 8. 195—202. ~ 

*) Vgl. Blumenthal, Uber Modulfunktionen von mehreren Verianderlichen, Math. 
Annalen 56 (1903), S. 510. 
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Modulsubstitutionen durchgefiihrt. Der in § 2 eingefiihrte Fundamental- 
bereich IM, der keinen Spezialfall des von Herrn Blumenthal fiir die allgemei- 
neren Modulgruppen aufgestellten Fundamentalbereichs darstellt, ist wohl die 
richtige Verallgemeinerung des bekannten Fundamentalbereichs*) der ge- 
wohnlichen Modulgruppe. § 3 bringt einen allgemeinen Satz iiber reguldre 
Modulfunktionen des Kérpers k(/5). In den §§ 4 und 6 werden die 
Transformationsformeln fiir die in der zu beweisenden Identitat (1) auf- 
tretenden Reihen abgeleitet, wobei fiir die in der rechten Seite enthaltenen 
Funktionen ein von Herrn Hecke in seiner Arbeit ,,Analytische Funktionen 
und algebraische Zahlen. II. Teil*)“ angewardtes Verfahren benutzt wird. 
Die in § 5 ausgefiihrten Abschitzungen der Thetafunktionen, die durch 
die Wahl des Fundamentalbereiches 9 ermiglicht werden, besagen iibrigens, 
daB diese Funktionen im ganzen Definitionsbereich, von trivialen Faktoren 
abgesehen, absolut genommen oberhalb einer festen positiven Schranke 
liegen, eine Eigenschaft, die man den elliptischen Thetafunktionen in ihrer 
Produktdarstellung ohne weiteres ansieht. In § 7 wird der Beweis von 
Satz I zu Ende gefiihrt, wobei sich ein Zusammenhang zwischen der Dede- 
kindschen »-Funktion aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
und Funktionen des Kérpers k(/5) ergibt. Erwahnt sei noch, daB zu den 
Funktionen des § 6, die auf Grund des empirisch gefundenen Satzes I auf- 
gestellt wurden, auch die von Herrn Siegel in seiner Arbeit ,,Additive 
Theorie der Zahlkérper. I (Math. Annalen 87 (1922), 8. 1—35)* veréffent- 
lichte approximative Methode fiihrt, die eine Verallgemeinerung der Hardy- 
Littlewood-Ramanujanschen analytischen Methode auf algebraische Zahl- 
kérper darstellt. 


§ 1. 
Die Modulgruppe in k(//5). 


Es sei k(/5) der quadratische Zahlkérper mit der Diskriminante 5. 

Mit «, 8, y,6 seien ganze Zahlen dieses Korpers, mit «’, p’, y’, 6’ die zu- 
gehérigen Konjugierten bezeichnet; t und 1’ sollen zwei unabhingige kom- 
plexe Variable sein. Unter einer Modulsubstitution in k()5) sind dann die 
beiden simultanen Substitutionen 
at +B 


— , = 
1 —: Cage 


a’ rt’ + p’ 
yr+o? ree 


yt’ +0’ 


%) Der Bereich (bis auf abzurechnende Randpunkte): —}<iRr<}, |r| 21, 
3Jr>0 (Rr = Realteil von +, Yr = Imaginirteil von r). 

*) Abhandlungen aus dem Math. Seminar der Hamburgischen Universitit. ITI. Bd. 
(1924), S. 213—236. Leipzig: B. G. Teubner. 
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mit 
ad —By=1 *) 


, fa B , 
nial a 


a p 
y 6 
eine abgekiirzte Bezeichnung sei. Diese Modulsubstitutionen bilden in 
ihrer Gesamtheit eine Gruppe G, die Modulgruppe in k(V5). Das 
B 
Produkt zweier Modulsubstitutionen G, -(* , ) und a, -(* ) ist 
y, 4, Ya % 


(wenn zuerst G, und dann G, ausgefiihrt wird) 


zu verstehen, wofiir 


oder einfach 


6.¢.=< +78, By, ro, 
diy ®%e+715 Bye + 4,4, 
Satz 1. Jede Modulsubstitution in &(V5) laBt sich aus den drei 
speziellen 
a3 0-1 e 0 
s=(; i) -(; 0 ) v=(; ) 
zusammensetzen, wo e die Grundeinheit 1+ ist. 


Beweis. Jede ganze Zahl » aus k(V5) ist, da lex th 


Kérperbasis bilden, auf genau eine Art in der Gestalt 





eine 


y= Nn, + Ne 


mit ganzen rationalen n,, n, darstellbar. Also ist jede Substitution 


s,—() 7) sw s—s A) tf () |) ee ber in der Form 
“lo. aa ia ae 


(2) Ss, = S™S™. 


a sind @ und 6 reziproke 


Einheiten, da ad=—1; d. h. @ und 6 sind darstelibar in der Form 
«= +e",d—=+e" mit ganzem rationalem n. Folglich ist 


ESCs 


®) LaBt man fiir « 5 — fy beliebige total positive Einheiten zu, wie es der Hilbert- 
schen Definition genau entsprechen wiirde, so gelangt man in diesem Kérper, wo die 
Norm der Grundeinheit — 1 ist, zu keinen weiteren Substitutionen. 


Bei einer Substitution der Gestalt ( 
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mit einer ganzen Ké6rperzahl £,. Bezeichnet man die Substitution 
(5 ad mit U, so folgt in Verbindung mit (2), wenn n,+n,e die 
Basisdarstellung der Zahl £, ist, 


a B n __ T7® gts gt 
(3) (5 5)-2 8S, = U'S8."8". 
Nun sei a ;) eine Modulsubstitution mit y+ 0. Fiir jedes » ist 
\7 


« B av—Bp *) 0—1\/1» 
has ae Coe Pap 
Man kann nun, wie gezeigt werden soll, » als ganze Kérperzahl so 


bestimmen, daB 
|N(yr —4)|<|N(y)|, 


wenn allgemein N(x) die Norm xx’ *) der Kérperzahl x bedeutet. Wegen 
N(yy — 8) = N(y)N(» — *) ist diese Ungleichung gleichbedeutend mit 


|w(»—=)|<1. 


Ist ~ =r the mit rationalen r,, 7,, so wahle man » =n, + n,¢ 


mit solchen ganzen rationalen n,,n,, daB 
1 1 
In.—r,|S5, |m% —%%|Sa- 

Dann ist \N(» bail *) | = |(n, —r,)*+ (nm, — 7,) (my — r,) — (mM, — )*| <1. 
Es ist also jede Mcdulsubstitution G = (® ;) mit y +0 darstellbar in 
der Form ? 

G=G6,TS,, 
wobei G, = (* “ mit |N(y,)|<|N(y)|. Daraus folgt die Darstell- 
barkeit re 


q=—(“ od TS,, T8,,.,-.. TS, TS,, 
0 d, 


oder wegen (2) und (3) 
G = U* SS“ TSS" T... TES”, 


wobei n,,m,,..-,%,, m,,” ganze rationale Zahlen sind. 





*) Ist x irgendeine Zahl aus k()5), so soll x’ stets die Konjugierte zu x 
bedeuten. 
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Da ) 
S,=S-*UsU™', 

so 1aBt sich also jede Modulsubstitution aus S, 7’ und U zusammensetzen. 
Dabei kann man noch Potenzen von S und U mit negativem Exponenten 
beseitigen vermége der Relationen 

(UT)*=1 oder U-*=TUT, 

(ST)*=1 oder S-*=TSTST. 


§ 2. 
Der Fundamentalbereich. 

Die Real- und Imaginarteile der komplexen Variablen + und 1’ seien 
bezeichnet mit Rr=—r, Jr=—s, Rr’=—r', Fr’ =— 8’, also r=—r+is, 
t’=r’—is’’). Es soll stets 

s>0, «#’>0 
sein. Die vier GréBen r,r’, s,s’ deute man sich als Koordinaten im vier- 
dimensionalen Raum. Die Modulgruppe © transformiert den Bereich 


we ; Ge . rs 
8>0,s’>0 in sich; denn ist r,, 7; = | ) t,t’, so ist, wenn t,t’ kon- 
jugiert komplex zu 1, r’ sind, 4 


(ar+f) (yt=+8) 8 . 
4 a, = YE es ———__>0, wenn 2>0, 
*) Se e+ eit lye +3" 
und 
P —(a’r’+ Bp’) (7’t’+ 6’) 3’ P 
(5 a 3 es —————_ > 0, we >0. 
\ ) 8, 3 |y’r’+8’|* or nn 8 


Irgend zwei Punkte in diesem Raume sollen dquivalent in bezug auf 
eine Gesamtheit von Modulsubstitutionen heiBen, wenn sie durch eine 
dieser Substitutionen ineinander iiberfiihrbar sind. Aguivalent schlechthin 
soll dquivalent in bezug auf @& bedeuten. Eine Punktmenge heiBe ein 
Fundamentalbereich fiir eine Gesamtheit von Modulsubstitutionen, wenn 
sie zu jedem Punkte +, r’ genau einen in bezug auf diese Substitutionen 
aquivalenten enthilt. 


Hilfssatz 1. Ein ganz im Endlichen gelegener abgeschlossener 
Bereich $ innerhalb s > 0, s’ > 0 kann nur endlich viele einander dqui- 
valente Punkte enthalten. 


Beweis. Es seien 1,,t{ und 1,7, irgend zwei Punkte von %, die 
durch eine Modulsubstitution 


*) Werden verschiedene Werte r,r’ durch Indizos (n = 0, 1,2,...) unterschieden, 
so sollen stets r,,7{ und s,, —s{ die Real- bzw. Imaginirteile von 1,, 1{ bedeuten. 





eee 
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,_(@B 
15> ¥ 6 T,.» Ts 


verkniipft sind. Da fiir jeden Punkt +r, tr’ von % |r|, |r’! nach oben, 
s,é’ nach oben und unten positive Schranken besitzen, so liefern die 
Gleichungen 


8 

8, = Yr, = -—___*___., 

3 ata) 
Se on | eo Seen 

: 3( = (ary +B)*+(aa,)* 
und die entsprechenden in den gestrichenen GréBen Schranken fiir 
ly|,\y’|,|e@|,|@’| und damit auch fiir |6|,|6’|,|8|,|f’|. Da es nun 
nur endlich viele Méglichkeiten fiir eine mit ihrer Konjugierten beschrankte 
ganze K6rperzahl gibt, so sind nur endlich viele Werte a, 8, y, 6 méglich. 
Es kommen also fiir die Aquivalenz irgend zweier Punkte in 8 nur 


beschrankt viele Substitutionen ‘ ;) in Betracht. Daher kénnen in 8 
? 


zu einem beliebigen Punkt immer nur endlich viele aquivalente existieren. 
Im Bereich s > 0, s’ > 0 seien die folgenden Punktmengen definiert. 
U sei der Bereich 


e’? < =A <e?, 
; e 0 
der offenbar einen Fundamentalbereich der aus U = (¢ a erzeugten 
é 


Untergruppe U" (n=0, +1, +2,...) von @ darstellt. 
Mit & sei der Bereich 
jre’|>1 
bezeichnet, der nach Abrechnung gewisser Randpunkte ein Fundamental- 
bereich fiir die Substitution 7’ ist. 
Unter ©, , soll die zu dem festen Wertepaar s,s’ gehérige Ebene 
der Variablen. r, r’ verstanden werden. ©, ,, sei dann die Punktmenge, 


die entsteht, wenn man innerhalb ©, , aus jedem System in bezug auf 
die Substitutionsgruppe 


r=rty, r=er'+yr’ (vy =n, +,e; m,,n,=0, +1, +2,...) 
aquivalenter Punkte einen solchen herausgreift, fiir den 

(r* + 8*) (r’? + 8/*) =|r1’|* 
einen méglichst kleinen Wert hat. Die so definierten ©, , bestimmen in 
ihrer Gesamtheit eine Punktmenge © im vierdimensionalen Raum s > 0, 


s’ > 0, die auf Grund ihrer Definition ein Fundamentalbereich fiir die aus 


S und 8, erzeugbare Gruppe ©, von Modulsubstitutionen ist. 
Mathematische Annalen. 100. 27 
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Hilfssatz 2. Die Punktmenge (ll, SG) *) ist ein Fundamentalbereich 


der Gruppe aller Modulsubstitutionen (" 5) mit y= 0. 
Y 


Beweis. Jeder Punkt 1,1’ ist in bezug auf die Gruppe U" genau 
einem Punkt von Ul dquivalent, der vermittels einer Substitution S,, die 
ja die Imaginarteile ungedndert la8t, auf genau eine Art nach ©, also 


, ; ., (@ f ; 
nach (U, ©), transformierbar ist. Da sich (, ;) stets in der Form 


S,U" darstellen 1aBt, so ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Die Punktmenge (U, T, G) sei mit I bezeichnet. Es besteht 

Hilfssatz 3. Zu jedem Punkt des Bereiches s > 0, s’ > 0 existiert 
in IM mindestens ein Aquivalenter. 

Beweis. Nach Hilfssstz 2 ist jeder Punkt von s > 0, s’ >0 einem 
t,,7, von (U, G) aquivalent. Ist |r,7{|>1, so liegt 1,, 7; bereits in M. 
Es werde |1,t;|< 1 angenommen; dann geht 1,,7; vermége 7 in einen 
Punkt 1,,, 7), von & iiber mit 

81183, > 8,8}, 
‘ P — ° ° . . a 
denn 8,,8{,=8,8,|t,t;| . Durch eine geeignete Substitution * A 
11> T], Wieder in einen Punkt 1,, 1; von (Ul, ©) transformieren, 
wobei 8,83; = 8,,8;,, also 


kann man Tt 


, , 
8,8, > 8,8;- 


Ist immer noch |t,1t,|< 1, so verfahre man jetzt mit 1,, 1, wie vorher 
mit t,,7{, d. h. man transformiere den Punkt zuerst nach T und dann 
nach (Ul, G) in einen Punkt 1,, 13, wobei dann 


, , 
8385 > 8 8, 


usw. Nach endlich vielen Schritten mu8 man zu einem Punkt von 
gelangen; denn andernfalls erhielte man unendlich viele aquivalente Punkte 


, , , 
Ti> Th Tas Tas T3> Typ e+e mit 


8, 8; < 8, 8, < 8 8; - i 
die im Widerspruch zu Hilfssatz 1 alle in dem endlichen abgeschlossenen 
Bereich 


lA 
WA 


2. 00. aie 
liegen miiBten. 


*) Sind %,, B,,... irgendwelche Punktmengen, so soll unter (%,, B,,...) der 
Durchschnitt dieser Punktmengen verstanden werden, d. h. diejenige Punktmenge, die 
aus den gleichzeitig ,,B,,... angehérenden Punkten besteht. 
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Hilfssatz 4. In (©, TZ) ist ss’ > 0,54. 
Beweis. Es sei 
fa (1, 1’) = f(r, ”) = (r* + 8%) (r’* +8"). 
In der Ebene €, , soll ein Fundamentalbereich der Gruppe 
r=r+y, t=r+r (ym n, + nie; n,m, = 0,+1,4+2,...) 


ein %, ,-Bereich heiSen. Dann ist auf Grund der Definition von G, , eine 
obere Schranke fiir f(r,r’) in irgendeinem %, ,-Bereich stets eine solche 
in S,,. Das Parallelogramm 


(6) -B<sr-r< +, 
(7) —~1<(1+a)r+(1—a)r’<+1 
auf & 


2,3? 


wo a eine reelle Zah] aus dem Intervall — 7 sas+ 7 ist, 


sei mit 9, bezeichnet. %, ist ein §, ,-Bereich; denn zu jedem Punkt r, r’ 
existiert genau ein r,, rj im Streifen (6), so daB r,=r-+n,e, rj =—r'+n,e’ 
mit ganzem rationalem n,, und zu 1r,, rj; gehért in (6) genau ein gleich- 
zeitig in (7) gelegener Punkt r,, r; mit r, =r, -+,, rp=r{+n,, wo n, 
ganz rational ist. Das Parallelogramm %, hat die Ecken 
(4,71), (t%3), (—%,—1) (— ts — 1), 
wo r,=3{2+(1—a) V5}, ry = 3 {2 —(L+-@) 5}, 12 = 3 {2—(1—a) 75}, 
=3{2+(1+4) y5}. 
Es soll nun eine obere Schranke fiir 

f(r, r’) —=pr*r'? + r2 8? + r’*g? + s2a/? 
in §, angegeben werden. Der Ausdruck r*r’? erreicht in Ba seinen groBten 
Wert im Punkte r= — e. yf der Geraden r—r’ +% ° =0 oder 


1 ’ 1 
Size " "-THIR-s) der Geraden (1+ a)r 


2 
+(1—a)r’+1=0. Im ersteren Fall ist (rr’)? = (=) , im zweiten 
- 1 2 5 \3 1 
Fall (rr * = (ga=a) <(%) , da ja} Sir Das Maximum von 


im Punkte r= — 





16 
r? s’2 + r’*8* liegt in einem Eckpunkt des Parallelogramms. Setzt man 


zur Abkiirzung ss’ = b, © =c, so ist demnach in §, 


entweder f(r,r’)< (*)'+ (cr? + =i") b+ 5° 


5\2 1 
oder f(r, 1") S (46) +(er} + org?) b+%. 
27* 
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Man wihle nun c so, daB cr? +iri? =r? + +42, d. h. 





nn Eee wh 88 
r?—r 1-—a’ 
Dann wird 
5 
a 
1 9 9 9 
= lt an 3 ee ie 5 
er? + rere t+ ot = 5° rer “SF 
da a*<}. Somit gilt in %, 
\ 2 
(8) f(r, r’)< (5) +2040", 
it wert, Vee ed.. 
8 l—a 5 V5 
In der Ebene €,, sei ang das aus %}, vermége der Transformation 
t,=e"r, T,=e'"r' (mn ganz rational) 


hervorgehende Parallelogramm, das, wie leicht einzusehen ist, wieder einen 
&,, «~ Bereich darstellt. Wegen 


2.2 2 292 2 2/23 
fat (Tas Ma) =P" "+¢ ie —F is "8 +8 8 = feo, ana (fs r’) 


gilt dann Ungleichung (8) in %%" und zufolge der am a des Be- 


fetty oo. a et! chee 


a3"? ie l-a’ 


,» »=0,+1,+2,.... Nun ist 


weises gemachten Bemerkung auch in © 

3’ an }/1 +4 1 1 

“pared ; Vit. 5 Sas \5 
l+a —1 £8 1 1 : : 

yz =e baw. e~* fiir o= baw. — 7s Also gilt (8) in ©, , fiir 


a’ 


“>0, db. in 6. 


Liegt t,t’ in (S,&), so muB wegen f(r,r’) =|rr’|\*>1 die Un- 
gleichung 


alle 


2 
(jg) +go+o'21 
gelten. Daraus folgt 


b> = > 0,54, 


womit Hilfssatz 4 bewiesen ist. 
Aus ss’ > 0,54 und e’* < - <e* folgt 


(9) s>0,45, 8s’ >0,45 in M. 
Ferner ist s + s’>2 yes’ >270,54 und daher 

— ~ e+e’) 
(10) e at in M. 
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Aus den positiven unteren Schranken fiir s und s’ ergeben sich iibrigens 
leicat auf Grund der Definition von © obere Schranken fiir |r| und |r’| 
in M. In Verbindung mit e’* <* <e* folgt hieraus, daB r oder x’ in M 
nur dann unendlich werden kénnen, wenn dies fiir s und s’ gleichzeitig 
der Fall ist. Es hat also Yt nur einen unendlich fernen Punkt. 


Satz 2°). Die Punktmenge 9 stellt bei Abrechnung gewisser Rand- 
punkte einen Fundamentalbereich der Modulgruppe in &(/5) dar. 


Beweis. Nach Hilfssatz 3 existiert in 2% zu jedem Punkt des Raumes 
s>0, s’>0 ein dquivalenter. Es ist noch zu untersuchen, wann zwei 
Punkte 1,, t; und t,, 7, von WM einander dquivalent sind. Dabei kann 
man sich wegen Hilfssatz 2 auf den Fall y+0, also |N(y)|>1, be- 
schranken, wenn 


(11) ona(® 5) T%. 

Nun folgt aus (11) nach (4) und (5) 

(12) 8,8; = 8, 85|yt%q +4] *|y’t, + 3’|-* = 4,8, Nl yt, + 4|-*. *) 
Da 

(18) N\yty+4|*°=N{(y1,+4)° + 7% 83} > N(y* 83) = N(y)* (65 85)" 
so folgt 





N(y)*<— 


= 8, 8f 8 85° 
Da nun 1,,1; und t,,7, in M liegen, so ist nach Hilfssatz 4 8,8; >} 


und 8, 8, >}, also 


N(y)? <4. 


Somit kommt nur N(y)=—-+1 in Betracht. In diesem Fall hat man 
wegen (12) und der linken Seite von (13) 


fot NA(yr4 +6)" + 72a} = U(r +9) +2}, 
wov = : eine ganze Kérperzah] ist. Daher ist auf Grund der Definition von © 


N{(r, + )* + 82} > N(r? + 63) =|, |" 





*) Dieser Satz, der der Vollstindigkeit halber hier abgeleitet werden soll, findet 
im folgenden, wo man stets mit Hilfssatz 3 auskommt, keine Verwendung. - 

) Sind a, «’; 8, 8’; ... Paare konjugierter Kérperzahlen, wu, u’, v, v’, ... irgend- 
welche Variable, so soll unter der ,Norm“ Nf, wenn f =f (a, 8,..., w,v,...) eim Ausdruck 
inden a, ,..., u,v,... ist, stets das Produkt f(a, 8,..., u,v,...)- f(a’, B’,...) w’, 0’, ..) 
verstanden werden. Ebenso soll Sf die ,Spur“ f(a, 8,...,u,v,...) +f (@’,B’,...,w', 0’, +.) 
bedeuten. 
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und somit 


83 Sy \2 
8, 8; = | TT . 


Ebenso folgt aber, wenn man von der zu (11) inversen Substitution 
—é 
TT = ( B J t, ausgeht, 
7 =— ¢ 
&, 8f at 
aa j= |", 1; ". 
Also ist 
|t,%3|-|Tt2| <1. 
Da nun in M |rr’| >1, so folgt 
|e, 2, | =|t—t5| =1. 
Zwei verschiedene Punkte von Yt kénnen also nur dann Aquivalent sein. 
wenn sie beide auf dem Randgebiet |rr’| = 1 liegen. 


§ 3. 
Ein Satz iiber Modulfunktionen des Kérpers k(/5). 


Ist $ eine Punktmenge innerhalb s > 0, 8’ >0, so soll eine Funk- 


tion von t und t’ reguldr in 8 heiBen, wenn sie in jedem Punkt von 8 
in beiden Variablen regular analytisch ist. 


Satz 3. Eine in M regulire Funktion ®(r, 1’), die den Transfor- 
mationsformeln 


O(r+1,7'+1)= P(r, 1’), 
P(e" 1, e'* 1’) = D(r, 1’), 
o(— =. —_ 5) = P(r, 1’ 


geniigt, ist eine Konstante*). 
Beweis. Aus Satz 1 und Hilfssatz 3 folgt, daB ®(z, +’) ungeandert 

bleibt bei Ausiibung einer beliebigen Modulsubstitution und im ganzen 

Bereich s > 0, s’ > 0 regular ist. Fiihrt man durch die Gleichungen 


t= — ce’ u+9, r=—eu+v 
oder 
a mS 
15 y5 y5 5 





*t) Dieser Satz weicht offenbar insofern von dem analogen iiber elliptische Modul- 
funktionen ab, als bei ihm keine einschriinkende Voraussetzung iiber das Verhalten 
der Funktion im Unendlichen auftritt. 

12) Val. *). 











Se et em me 
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neue Variable u, v ein, so geht ®(r, +r’) in eine fir 9(—e’u+v)>0, 
3(— eu-+v)< 0 regulére Funktion (u,v) iiber, die den Transforma- 
tionsformeln 

V(u+il,v)=V(u,v), Y(u,v+1)= (u,v) 


geniigt, denn diese Transformationen in u und v bedeuten Modulsubstitu- 
tionen fiir zt und t’. Es besteht folglich die Fouriersche Entwicklung 


Y (u,v) = 3 a. e2*i(muino) 
Mm, n= — @ sds 
mit 
+$+iu, +h+iv, 
Ban => f f Y (u, v) e~2xi(mutne) dy dv 
—t+iu, —$+iv, 
+s’ + e's’ 
(ty = TE = a s>0,8'> 0). 


Fiihrt man + und rt’ wieder ein, so wird 





2nis—— 
(14) P(t, 1')= Saye sa 
1 —22iS =" 
(15) a,— 1 [for r')e "8 ded’, 
By 5! 


wobei » = m+ ne alle ganzen Zahlen aus k(/5) durchlauft und §, ,, der 
, 1 r—r’ 1 1 er—e'r’ 1 . > 
Bereich —-72 1 $5 -- 72 s S35 bei festem s,s’ ist, was 
(bei geeigneter Abrechnung von Randpunkten) ein %, ,.-Bereich im Sinne 
von § 2 (namlich der Bereich %, fiir a = 7) ist. Aus (15) folgt fiir 


jedes s>0, 8’ >0 





22 yf 
—— (ve+yr's’) 


\a,|<e’® M,,y’, 


wo M,,, das Maximum von |®(r,1r’)| in 
Ebene &, , ist. Setzt man 


exes, 8’ me's, (n= 0, +1, £2,...; 8 >0) 


und beriicksichtigt, daB M, ,. — M,,,,, wegen P(e®*1, e’** 1’) = D(r, 1’), 
so folgt 


und damit in der ganzen 


sa 


2n , ,2n 
+e ) 


2a ( 
~— By (¥ 
|a,| Se" M,,, »,- 


Fiir alle » mit »<0 oder »’<0 folgt hieraus, wenn man n-—+-+ co 
bzw. —co streben laBt, a,—0. In der Reihe (14) treten somit auBer 
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a, nur Glieder mit total positivem » (y>0) auf: 


22tS—— 
(16) O(1,7')=a,+a,¢ V5, 
v>0 


Fiir s—+ oo, s’—+0o strebt folglich ®(1,t’)—+a,. Es ist demnach ®(r, 1’) 
auch im unendlich fernen Punkt von J? stetig, und | (zr, r’)| muB in der 
zu WM gehdrigen abgeschlossenen Punktmenge Mt’ (einschlieBlich des un- 
endlich fernen Punktes) einen endlichen Maximalwert M annehmen. 


Es sei nun @(r, rt’) in wenigstens einer Variablen, etwa in t, nicht 
konstant, und | ®(r, r’)| mége das Maximum M in einem nicht unendlich 
fernen Punkt 1,, tj von Yt’ annehmen. Dann umgebe man den Punkt 1,, r{ 
in der durch ihn gehenden Ebene der Variablen t mit einem noch ganz 
im Regularitatsgebiet gelegenen Kreis. Auf dessen Rand mu8 es nach 
einem funktionentheoretischen Satz einen Punkt 1,,1; geben, so daB 
|®(r,, t7)| > M, was unméglich ist, weil 1,,7; nach Hilfssatz 3 einem 
Punkt von Mt’ aquivalent ist. So folgt, daB | ®(r,7r’)| das Maximum M 
im unendlich fernen Punkt von J’ annimmt. Setzt man in (16) 


' 
>. .t 
3x4 — —22i— 


e YVE—q,e ¥5—z2.¢ (|\g|<1, |zq|<1), so muB also der abso- 
lute Betrag der im Kreise |g| <c (c <l,ce< im) regular analytischen 
Funktion von g 


© (x, 1") =a + Sa,2" gr? 
¥>0 


das Maximum im Punkte g=0 haben, was auf Grund des bereits oben 
angewandten Satzes aus der Funktionentheorie nur méglich ist, wenn die 
Funktion eine Konstante in bezug auf qg ist. Setzt man g=0, so folgt 


@(t, t’) =a, 
identisch in t und tr’, womit Satz 3 bewiesen ist. 

Hilfssatz 5. Sind ®,(r, 1’), ® (1, t’),..., O,(t, ’) regulare Funk- 
tionen in IM, die bei Ausiibung einer beliebigen Modulsubstitution in 
k (75) lediglich eine Permutation erleiden, so sind sie simtlich Konstanten. 

Der Beweie dieses Satzes ergibt sich ohne weiteres durch Anwendung 
von Satz 3 auf die n elementar-symmetrischen Funktionen von @, (r, 1’), 
®, (1, t’),..., O(t, 0’). 

Das Ergebnis dieses Paragraphen kann offenbar, wie es auch in dieser 
Arbeit geschehen soll, verwandt werden, um Identitaéten zwischen Funk- 


tionen zweier Veranderlicher nachzuweisen, deren Verhalten bei den drei 
Modulsubstitutionen S, 7, U bekannt ist. 
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§ 4. 
Thetafunktionen in k(/5). 
Die Kongruenz 
(17) ya = uw (mod 2) 


hat fiir alle ganzen Zahlen wu,» aus k(V5) mit »=_0(mod2) und festem 
Quotienten £ =x ein und dieselbe eindeutig bestimmte Lésung x unter 


den Zahlen 0,1, ¢, e’, da dieselben ein vollstindiges Restsystem mod 2 
bilden, Man nennt dann x=-2(mod2). Trifft man noch die Ver- 
abredung, da8 die Kongruenz (17) im Falle » = 0(mod2), u~==0(mod 2) 
die Lésung z= oo hat und nennt dann x = co(mod 2), so ist somit jede 
Zahl aus &(//5) genau einer der fiinf Zahlen 


(18) 0, 1, 2, e’, co 


nach dem Modul 2 kongruent. Es seien nun Funktionen @,,(t, t’) = 8, , (t) 
mit irgendwelchen Zahlen x, aus k(y5) , die zwei verschiedenen der 
fiinf Zahlen (18) mod2 kongruent sind (x + 45=0(mod2)), als Indizes 
definiert durch die Gleichung 
a\® 
is ‘ ; ®) 


es 
(19) 9.,(t) = 9, (0) => (— 1) Ve si 


, 





wo in der Summe » alle ganzen Zahlen aus k(V/5) durchlauft, wahrend 
« und # zwei (eventuell zwei gleiche) der Zahlen 0, 1, ¢, e’ sind, die sich 
(wegen x + A==0(mod 2)) aus den Kongruenzen 


sia atone oe 
(20) em 5p imee) b= ne) 


eindeutig ergeben. #,(r) stellt also fiir alle mod2 kongruenten Werte- 
paare x, ein und dieselbe Funktion dar. Formel (19) definiert demnach 


zehn Funktionen, entsprechend den (3) =10 Kombinationen von zwei 
verschiedenen der fiinf Elemente 0,1, ¢,8’,0co. La&B®t man auch die 
Zahl co selbst fiir den Index x oder 4 zu, wobei die Rechenregeln + = 0, 


1 . 1 
J =X, O+a=c0, «-00=co(a=0(mod 2)), eerie ae (@ und y 


nicht beide = 0(mod2)), co’ =0o, co = co(mod2) gelten sollen, wenn 
«, B,y, 6 Zahlen aus k(V/5) sind, so besteht 


Hilfssatz 6. Fiir jede Modulsubstitution ( aa ist 
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(21) Oh SEFG) = M(t +0)" Oaase tase (2). ™) 

Beweis. Gilt Formel (21) fiir zwei Modulsubstitutionen G, und G,, 
so gilt sie auch fiir das Produkt G,G,. Daher geniigt es auf Grund von 
Satz 1 die Formel fiir die drei speziellen Substitutionen §,U,7' zu 
beweisen. Ersetzt man in (20) x,4 durch x —1,4—1 baw. e’*x, e’*i, 
so gehen a, f in a,, B, bzw. a, B, tiber, wobei «, =a, 8, =a +f —1, 
a, =e'*a, B, =2*B(mod2). Beriicksichtigt man nun, daB 82, (r) un- 
geandert bleibt, wenn man in der Definitionsformel (19) « oder £ durch 
eine mod2 kongruente ganze Kérperzahl ersetzt, so folgen aus der Dar- 


stellun 
6 a4 rvitier+Ay 


74 28S —_— 
o,(t)= é nde V6 


die Formeln 
O2,(c +1) = Oo.12-a(t), 8, (e% rt) = OF2,, -24(t). 


Die Transformationsformel fiir die Substitution 7 mége abgeleitet werden 
aus der fiir den Kérper k(//5) spezialisierten Heckeschen Thetaformel**) 


z/v? »? 


1 ~ 3 (H+) AR 
Den Ahir tet thle’ +25") an =< e *4 &/ ¥5 
. V5yt4 + , 
wobei Rit, > 0, Rt, > 0, Ryt,t, >0. Setzt man 





it it’ a , 
1 — 7 4 = We 22,=—+ 8, 22,= +6, 
so folgt nach leichter Umformung 
eg? fe 
xi a8 at," t at et ene 7%, at cagetere’ 
e* Voe* Vo Die vs =e os De Vs 
¥ , 


~| 
@ 
a J 
' 


Da nun « und £ sich vertauschen, wenn man x,4 durch — =, _ 
setzt, so besagt diese Formel 


82, (— =) =(r")! os (0), 


Somit ist Formel (21) fiir die Substitutionen S, U, 7 und damit allgemein 
bewiesen. 





18) Ist ®(r, 1’) = @(r) eine Funktion von 1, r’, so soll unter ont stets 
, 
P ast? at. a5) fiir jede Modulsubstitution beh verstanden werden. Vgl. 
\yt+d y’t’+ 0’ 7d 
ferner *). 7 
*) Hecke, Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen. Leipzig 1923, 
8. 230. 
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§ 5. 
Abschitzung der Thetafunktionen im Fundamentalbereich. 


aise 
Es sei e ‘5 —h, gesetzt fiir jede Zahl « aus k(¥5). Dann ist 
nach (19) 


1 


py 
s— 
(22) ha* #,,(t) = (—1) id Oey 
Es sei zunachst a = 0 oder 1.*°) Dann ist, wenn man » = n, e +n, ¢’ 
(die Zahlen ¢, e’ bilden eine Kérperbasis) setzt, 


g Bimetnae’) 


1 
hax* o al a (—1) 1) 7 a | ial Am™te Aemnte 


Ny,Nn,=—-@ 


Addiert man hierzu die Formel mit vertauschten Summationsbuchstaben 
und greift gleichzeitg die Glieder mit n, =n, = 0, n, =n, =—« heraus, 
so folgt 


|has* #,,(t) — (1+«)| 
+@ 
<—(1+«)+ Py \h, |" (|, |" socked | fretted [a(t A(t), 


Ny N,=—- 2 


Nun ist in §M fiir jedes reelle Zahlenpaar p, qg 
|Foe |” | rer |® + |Fhe|® |e |? S|h, |? + ||", 
denn h,h,, =h,, |h,| <1, |h,,] <1 in M und daher 
| hy]? +], |* — |, |? |h,|* — Pax (/h,|? —|h,|) (lh, P—|h,|) > 0 
Folglich ist in M 





+0 


[hat 8, ()—(1+e)|S—(1+a)-+5 37 |ay|" (a, r+ fat) 


<—(i+e)+ Dal” Dd 1a,|***? 


m=—-@ n=-@® 
und demnach 


(28) [ast o,,(r)]>2(1+0)— Sa" DY [a\"r>2, 


m=+0 n=—@ 
~* (s+s') 
da |h,| =e ¥° ; <7 in 9 (nach (10)). 


1) Im Falle «c=0 (x+A=co(mod2)) ist B=0,1, ¢ oder ¢’, im Fealle 
a=1 (%+4=1(mod2)) ist 8 =0 oder 1. 
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Jetet sei a—e oder e’. *®) Dann ist 6 = ba’, wo b= 0 oder 1. 
Setzt man in (22) »=—n, —n, a’, so folgt 


(24) hat o.,(t)= + (— 1) Oe 0) 9 Salen +2) 3, alta +2) 5 teal? 


ny. 2,=— 


on Sy (— 1)°™ +00 Aeinth ARelmerd) (5am? re (— 1)° At ™*1) 4 
%,,%g=0 

Dabei ist 

Ain r (—1)°ae tet = Aim (4 4. bus 1)° RGM tNGm+1) 

- (2, +1) (2n.+1)-1 
=AP™"(14(-1) be) (— 1) AD. 
n=0 

Tragt man dies in (24) ein, dividiert durch 2(1-+-(—1)’h,’), greift die 
Glieder mit n? + nj <2 heraus und beriicksichtigt h,h,, =h,, |h,| <1, 
|h,.| <1 in M, so folgt 





: Bua (*) —~1\<|h, \({h| + 4|h,,0|) +2), |°+ [&,|°+7|h,\* 
2 hat (1+ (—1)° he’) 


a > (2m, +1) (2m, +1) |b, | * [A [FD 1p | mm” 
ntini>s 
Nun ist |h,|+4|h,,,.|1+4A,!* in M, weil 1+4|h,|*—|h,|—4]h 
=(1—|h,|)(1—4]h,,../) 20 in M, und ferner 


sel 


‘ e 5 7 {(a'*8+a? 8’)n,?—2(a's+as')n,n,+(8+8')n,*} 
n + +1) z (n,—n,) 5 
| hy" m hmm oi ny | < e 


a eetit+e® (n,* +n,*) 
Se Ws (8, = 8, & = 8’) 
wegen n} (a’* 8 -+-a*s') — 2 (a's + as’)n, n+ (8-+8’)n?—s8,(1+e’*) (n?+-n2) 
——9,(1+0'%) 


= (Ve*s,,—8,-n,— Vs, —e’8,-n,)°>0 in M. Da noch e vs 
=e a 0,42 wegen (9), so folgt 
a(t) 3 
= Shy} +2\h 5 | hy" +7\h 
pEacccnhay 2/S!aI+ RIA +51 +71 


+(3(2n+1)p") —(1+6p+ 92") (p = 0,42) 


%*) Im Falle «=e (x+4=2(mod2)) ist 6 =0 oder e’, im Falle «@=e’(x+A 
= «’(mod 2)) ist 6 =0 oder «. 
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in M. Die rechte Seite dieser Ungleichung ist aber <1 — ;4;, was aus 
|h,| <3 und S(2n+1)p"<1+83p+5p*(1—Zp*)* folgt; d.h. 
n=0 





na (4) os 
25 > in M. 
%) 2hi(1+(-1),)| 1% 


Man bestitigt leicht, daB b= so (mod 2). Aus (23) und (25) folgt 
somit 


Hilfssatz 7. Die 10 Funktionen 


Orf(rt)  (%+4=1 oder co (mod 2)), 
git 


(14 (—1) he) O%(@) (+4 (mod 2), «=e oder «’ 
sind regular in M. 


§ 6. 
Einfiihrung neuer Funktionen und deren Transformation. 


Es sei x eine ganze Zahl aus k(//5). Dann soll unter F, (1, 1’) = F(t) 
die Summe 


sii ais” "* 
(26) F(t) = S(-1) “|N(»)\e ™ 
ote 


verstanden werden. Darin durchliuft (v) alle ganzen Ideale, alle ganzen 


t 
a | 


Zahlen aus k(//5), fiir die » total positiv ist. Setzt mane '*°=—g, 


Ae 
-86 -== 


6 5 = q’, so laB8t sich F.(rt) in Form einer Potenzreihe in k(j/5) 
schreiben: 


fs 


F(t)= S’a,quq’"', a= (-1) re 1 N( (v)|. 
u>o 


(») | 


Die Reihe konvergiert gleichmaBig in jedem Bereich |g| <q, |9q'| <q% 
mit 0 <q, <1; denn setzt man g=q’, so wird 


F.(t)= Sa,qute’' = S'b,q", b,=Da,, 
uno n=1 ute’ =n" 


was eine gewohnliche Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1 ist, da b, 
nicht stirker als eine Potenz von n unendlich wird. Es ist daher F(t) 








( 
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eine im Bereich s>0, s’>0 regulire Funktion von 1, rt’. Wie ohne 
weiteres aus (26) folgt, stellt F(z) fiir alle derselben Restklasse mod 2 
angehérenden x ein und dieselbe Funktion dar mit 


(27) F(t+l=F,_1(t), F,(e*t) = Fy, (t). ™) 


Zwecks Ableitung der Transformationsformel fiir die Substitution 7 
sei die Funktion 


(28) A(t, 0; k)= a 


An rte) o'r +n") 


= SI N{(vr +n) \or + w|*}-* 


(v), me 





[vet pl les? +p! rT 


eingefiihrt, wobei & eine positive Zahl ist und die Summation sich iiber 
alle ganzen Ideale (») und alle ganzen Kérperzahlen uv aus k(/5) erstreckt. 
Zuniachst soll die Konvergenz der Reihe nachgewiesen werden. 


Zu jedem s > 0, s’ > 0 existiert eine von » und uw unabhingige Zahl 
p> 0, so da& 


leet ul?>p(rttat), [o'r + y'|? > plo? +p). 


Setzt man u=(—1)*e"o, laBt a die Zahlen 0 und 1, n alle ganzen 
rationalen Zahlen, (g) alle ganzen Ideale von &(/5) durchlaufen, so 
durchlauft « genau alle ganzen Zahlen aus k(/5), die Null ausgenommen. 
Es ist dann 


N\yt+ pl? > p*N(v* + u*) = p*N(v* + 270°) > p® (e 95/8 to! y 2p’), 


Denkt man, was stets méglich ist, » und @ so gewahlt, daB vy? > 3| N(v)|, 
v®>3a|N(r)|, o> 3|N(e)|, oe? >2|N(e)|, 80 folgt 


x Sn | | 
N\yr + wl? > F(e** +e’) | N(»)|-|N(o)|. 
Daher hat (28) die Majorante 


1 1+k 


=) > | N(») 2th + 2(4 yy Ske 2n e~**) | N(v)|-|N()|}7-O*” 


(¥) n=—@ (yr), (o) 


Hierin ist die erste Summe eine konvergente Zetareihe in k(y5) und die 
letzte Summe ein Produkt von drei einfachen konvergenten Reihen, wenn 
k>0O. Damit ist die absolute Konvergenz der Reihe A(t, 1’; k&) im 
Bereiche s > 0, 8’ > 0 nachgewiesen. 


1”) Vgl. *), 





are wesc 


ee 
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Als Teilsumme von (28) konvergiert auch 
A(t, t’;k)=A,(t; k) = SNe +p)|yr+pl*}*, 
vx ant (mod 2) 


worin x eine ganze Zahl aus k(¥5) und k > 0 ist. 
Im Falle x = 0 (mod 2) ist 


A, (24; k) =z SY N{(vt +p) |oe tw |*}? 
16 (hm 


~ 416° 8 (rx’)®|re"] ee | N(» ecg vie a N{(vr+p)|yt+ ul} 


(»), uO 





Da hierin die letzte Summe sich nur mit (rr’)*|rr’|** multipliziert, 


wenn man t,t’ durch — =, — ersetzt, so folgt die Funktionalgleichung 


— 3. 4 S(2+2k) _ 


k) on v2 2k ‘ Cp (2+2k) 
k) + 16:** = (Tt ) |tt | {4, (25; k) + 16:7" } 
(x = 0 (mod 2)), 





wo ¢,(8) = 5 |N(»)|* 


(y) 


Im Falle x és 0 (mod 2) ist 


7 ler’| si Dy | 2¥) ae 4 ST NK ( (yt +p) )\yr+p|" a 


(ry) (v), «=O 
»x== au (mod 2) 


A, (t; k) = 


(rr’) 


es = Ce @ +2  k) | N <a ky-2 
(re’)*\ex’|™* o + 2 {(vt bm) [yt p| } ° 
wx’ ==» (mod 2) 





Vertauscht man t,t’ mit — = — ms so folgt 


(2+ 2k) 
16°** 





(30) 4,(— 73 #) + = (re)? Jer |** {4,, (15) + BOE) 
(* = 0 (mod 2)). 
Auf die Funktion 
f(m,, m,) = N{(vr+ @)|yr+ 0 |"}°°, 
g=2(m,+ m,e)-+¥x, 9’ = 2(m,+ me’) +x’, 


wende man die Formel 


+ + @ +@ 
> f(m,,m,) = “ Sf e®xiinuitmth) f(U,, Uy) dU, du, 
My, M_= — ® Ry h=—-e® —@ 


an. Dann folgt 
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Prat eae aes 
“ 











+ 
7 er tt(n, 1 + Mote) dy du, 
~ a Jd N{(vr+2(m +uge)-+ 9m) [ve +2 (m+ uy e)+yx| _ 
ie grh* = He n’v') 
= Da —1) V3 dvdv 
"a" = tote i yt+v| oe y’e’+u'\** 
-@ 


(u =n, — nye’) 


veux +@ ai +@ rr 
s— — uv —-— v'n'v 
1 v7 (-)) V5 eV dv J e V5 dv’ 


q N(v)|2** (t’ +0')* [1 Tt rary = 





4y5 _ N(v)|**™ a (+)* r+o|" 


Summiert man noch iiber alle Ideale (»), so folgt 


gr +@ ni +@ 











a — rhe st on v’ 
. 1 De (—1) V5 V5 de : V5 dv’ 
A,(t; k) = , i+ve ‘Syke ar 04 @f\*)-0 1 tite 
45 = | N(v)| ol {t+v) |tr+v e4 (r’+0') |r’+0 


Die so gewonnene Reihe fiir A(t; &) konvergiert auch noch fiir k = 0. 
Sie hat namlich, wegen 
+@ 0, wenn c>0, Jt>0 oder c< 0, Jt< 0, 
etc 
J- = ¢ 2n*ce-*iet, wenn c< 0, Jt >0, 
- (¢+ a 





— 2n*ce-*tet, wenn c>0, Jt< 0, 
an der Stelle k = 0 den Wert 


vux ave 


x 7 ( f xo V5 a* ; 
— N(u)\e = —— F (rt). 
eel u)| Se P(e) 


ru>o 





Da sie, wie leicht einzusehen, in k > 0 gleichmaBig konvergiert, so besteht 
der Grenzwert 


lim A,(t; k) = —"— F(z), 
k->0 55 
und es folgt durch Grenziibergang (k — 0) aus (29) und (30) 


(31) Wheaties (x = 0 (mod 2)), 


(32) F,(—=)+O=(rr')*{F,(t) +0} (x20 (mod 2)), 


> 


a 


wobei C = oe, ¢,(2) = 55° da ¢,(2), was gleich dem Produkt aus der 
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gewohnlichen Zetareihe und einer leicht summierbaren L-Reihe ist, den 


Wert 2)> 5 hat. 


375 
Setzt man allgemein 
1 
(33) P,(t) + jo9 = @,() 
und auBerdem, falls x = 0 (mod 2), 
1 
(34) 16{F, (4) + 555) = Ga (*), 


wobei der Index oo die in § 4 festgesetzten Eigenschaften haben mége, 
definiert man ferner G(r) fiir jede beliebige Kérperzahl x durch die For- 
derung G(r) = G,(t), wenn die Kongruenz x = 4(mod 2) im Sinne von 
§ 4 besteht, so kann man die Formeln (27), (31) und (32) zusammen- 
fassen in der Gestalt 


G,(¢+1)=G@,_,(t),  G,(e*t)=Gya,(2),  @,(— +) =(4r')*@_a (2). 


Hieraus folgt (wie beim Beweise von Hilfssatz 6) fiir eine beliebige 


Modulsubstitution (* ;) 
? 








(35) G, (SEE) = N(yt +-8)*G_snsa(t) 
y*~-a 
und ebenso aus (27), (31), (33) 
(36) @, (254) — N(yt+6)°G,(2t) (% = 0 (mod 2)). 


Setzt man fiir irgend zwei mod 2 inkongruente Indizes x, 4 
(37) 8 {G, (tr) + G,(t)} — 16 G, (21) = 0, , (1, t') = O,,(t), 
so erhalt man zehn Funktionen 0, ,(1) = 9, (1), die wegen (35) und (36) 
die Transformationseigenschaft 
+ 
(38) 6, (<4) = N(yt +8)* O- aura ~a1+0(*) 
y*x~-a Y -@a 


fiir jede Modulsubstitution (* 5) besitzen. Daraus folgt in Verbindung 
mit Hilfssatz 6 P 


Hilfssatz 8. Die zehn Funktionen 
(39) 02, (2) O77 (zt) 


erleiden bei Ausiibung einer beliebigen Modulsubstitution lediglich eine 
Permutation. 


Mathematische Annalen, 100. 28 
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§ 7. 
SchluB des Beweises. 


Damit auf die zehn Funktionen (39) Hilfssatz 5 anwendbar wird, 
mu8 noch ihre Regularitét in Yt nachgewiesen werden. Diese folgt nun 
aus Hilfssatz 7 ohne weiteres in den Fallen x-+4=1 oder co (mod 2), 
wahrend fiir die restlichen vier Funktionen sich offenbar nur die Regularitit 


s— 8 

von (1 +(—1) Wo he) O32, (t) Oz; (x) (x -+ 4 = a@(mod2), a =e oder e’) 
ergibt. In der Tat verschwindet in diesen Fallen, wie aus § 5 hervorgeht» 
#,, (rt) identisch fiir 1 + (— 1) YOR =0. Zur Beseitigung dieser Schwierig- 
keit muS gezeigt werden, wie es in Hilfssatz 10 geschehen soll, daB die 
vier Funktionen 0,,(t) (%-+4=«(mod2), «=e oder e’) in ihrer Ab- 
hingigkeit von h,, h, betrachtet, an der Stelle hy — —(—1) "von 
vierter Ordnung identisch in h, verschwinden. Der Nachweis hiervon erfolgt 
mit Hilfe von Modulfunktionen einer Veranderlichen auf Grund des be- 
kannten Satzes: 

Hilfssatz 9. Eine zur Modulgruppe @, (der Modulgruppe im ratio- 
nalen Zahlkérper) gehérige Modulfunktion ®(u), die im Fundamental- 
bereich Mt, (im Bereiche —}<Ru<}, |u| >1, Ju>O) regular und 
beschrankt ist, ist eine Konstante. 

Hilfssatz 10. Die Funktionen 


ase .\=0 
(1 +(—1) ™ he) @,1(t) (x+A=a(mod2), «=e oder e’) 
sind regular in M. 
Beweis. Die Funktion 0,,(t) geht durch die Substitution 





t= —e’u-+v, tr'=—eu+v oder u= So, v= 87 
in eine fir J(—e’u+v)>0, Y(—eu+v)<9 regulire Funktion 
(u,v) tiber, wobei 

p(u+1,v)=6,,(t—e’), 
u+v v " 1 
(-sece stp eenet) = O1.(— 335): 





Nun ist nach (38) 0,,(r—e’)=@,,(r) und @,,(— 3-) =(r2’)*@,, (x), 
so daB 


{ y(u+1,0)=9(u, »), 
(40 eae ‘ 
i \e(- Te ape et) = (w+ uv — 0") ou, v). 
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Fiir v = 0 lauten diese Formeln 
¥ 0) =u‘tp(u, 0). 


p(u+1,0)=—(u, 0), (— - 
Dabei ist y(u, 0) eine fiir §u > 0 regulire Funktion. 
Die Dedekindsche -Funktion 


niu a 


n(u) nia e*® JJ (1 <8 e*xtne), 


eine fiir Yu>O0 reguliére und nicht verschwindende Funktion, hat die 
Eigenschaften 


n™(u+1)—9™(u), 9™¥(— =) = uly (u); e-*=t¥n™(u)—-1, 


wenn u—+oco in M,. Folglich geniigt D(u)— p*(u, 0)4-*(u) den 
Transformationsformeln 


®(u+1)=G(u), 6(—+) = G(u) 


u 


und ist somit eine zur Modulgruppe ©, gehérige Modulfunktion. Da 
e~*ium(u, 0) +c, **) fiir u— co in M,,**) so strebt 


(41) @(u)—+ 0, wenn u—oco in M,. 


Somit ist ®(u) regular und beschrinkt in M,, verschwindet also wegen 
Hilfssatz 9 und (41) identisch. Daher ist auch 
(42) gy (u,0)=0. 


Aus (40) und (42) folgt fiir p’(u, v) = ay (x0) 


o'(u+1,0)=9'(u,0), 9’(—+,0)=u*p"(w, 0). 


Demnach ist p’*(u, 0) ~**(u) eine zur Modulgruppe G, gehérige Modul- 
funktion, die wegen e~*** q’(u, 0) + 0 fiir w—+ oo in M, *) nach Hilfs- 
satz 9 eine Konstante, und zwar = 0 ist. Folglich ist 


(43) y'(u,0)=0. 


**) ¢,, ¢,, ¢, sollen Konstanten bedeuten. 

*) Es ist nimlich, wie aus (26), (33), (37) wegen y(u,v) = O,,(r) folgt, 

1 a ' 
{Zuo = 8 SMH (at aM, 
(xt)* dv v=0 (»), me 

rum, (u,2)=1 
h, =e", yu=on, +nye (k= 0,1,2,...). 
Da n, 21 wegen »u>0 und (—1)"+(—1)"*™" =0 fiir n,=1, 80 enthilt diese 
Potenzreihe in h, keine Glieder mit hf und A}. 
QR° 
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o*p (u,v) 


Aus (40), (42), (48) folgt fiir p”(u, v) = —** 





\ 
\ 


op" (u+1,0)=9"(u, 0), 9”(—5,0)—u'p”(u, 0) 
und hieraus bei Betrachtung der Funktion ”*(u,0)9~**(u) wegen 
e~27iu gm" (u, 0) +c, fiir u—- co in M, **) analog wie vorher 
(44) pe” (u,0)=0. 


3 
Aus (40), (42), (43), (44) folgt fiir p’”(u, v) = 22%” 





év3 


on" “nr ’ 1 7 
yp” (ut+1,0)=p"(u,0), ~”(——,0)=u%o"(u, 0) 
und hieraus bei Betrachtung von p’”’’* (u, 0) ~**° (w) wegen e~?*** w”” (u, 0) +c, 
fiir u—-oco in WM, **) 


(45) yp” (u,0)=0.") 


Die Formeln (42), (43), (44), (45) besagen, daB v~*@m(u,v) und 
damit auch (1—e‘*)~‘@(u,v) eine im ganzen Definitionsbereich 
3(— e’u+tv)>0, J(—eu+v) <0 regulare Funktion von u und v ist. 
Wegen e**?=h,, p(u,v)=9O,,(t) ist also 


(46) (1—h,)~*O, (2), 


als Funktion von 1,1’ aufgefaBt, regular im Bereiche s > 0, s’>0. Das 
gleiche gilt somit von 


(47) (1+h,)~* O,-(z), 


wozu man gelangt, wenn man in (46) 1,7’ durch t+1, t’+1 ersetzt. 
Beriicksichtigt man nun noch, daB 0,,(— 1’, —1t)=9O,,(1,1’) und 
0, (—t’, —t) =0,,(t, 1’), was sich unmittelbar aus (26), (33), (37) 
ergibt, so folgt, wenn man in (46) und (47) rt, 7’ mit — rt’, — rt vertauscht, 
daB auch (1—h,)~* O,,(r) und (1+h,)~*O,,(t) regular im Bereiche 
s>0, s’>O0 sind. Damit ist Hilfssatz 10 bewiesen. 

Auf Grund der Hilfssitze 7, 8 und 10 sind nunmehr die Voraus- 
setzungen von Hilfssatz 5 fiir die zehn Funktionen (39) erfiillt. Folglich 
sind diese zehn Funktionen Konstanten. Speziell ist also 


Dou (t) =: Oyu(T), 


%) Setzt man das Verfahren noch einen Schritt fort, so erhalt man den folgen- 
4 
den Zusammenhang zwischen 7% (u) und go (u,v) = =v"), 
v 


— 384 24 n*(u) = p™(u,0). 


v 
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wo ¢ eine Konstante ist. Nun ist nach (19), (20) 


vt 


ats 2*\* ater 
Oe (t) = De es =1+ Sa,e aa 


\ » v>o0 


wo a, gleich der Anzah] der Darstellungen von » als Summe von vier 
ganzen Quadratzahlen aus k(/5) ist. Ferner folgt aus (26), (33), (34), (37) 


ais aais it anig~“t 
Ge(t)=1+8 S |N>)\e "—16 SY |Ne)le "+128 S'|NO)Je "5 
ae — reed 
atg 
=14+ S{8 SN ()|-4 SIN) +8 ST |Meybe 
u>o (v) | 2)\ 4i(>)| we 


Hierbei durchlauft u alle total positiven ganzen Zahlen aus k(//5), wahrend 
innerhalb der Klammer (») in der ersten Summe alle, in der zweiten alle 
geraden, in der dritten alle durch 4 teilbaren Idealteiler von m« durchlauft. 
Da die Reihen fiir },.(t) und @,,,(t) mit demselben konstanten Glied 
beginnen, so mu8 c=1 sein. Es besteht daher die Identitat 
95 0 (t) = On (t), 
und durch Koeffizientenvergleich folgt 
Satz 4. Jede ganze total positive Zahl ~ aus k(V5) ist auf genau 

8 S| N(r)|—4 F |N(r)|+8 F | N(r)| 

| 2 || 4))| a 
Arten als Summe von vier ganzen Quadratzahlen aus k(/5) darstellbar. 


Betrachtet man ungerade und gerade uw gesondert, so kann man das 
Ergebnis auch in Form von Satz I.der Einleitung aussprechen. 





Bieber b. Offenbach, 24. Oktober 1927. 


(Eingegangen am 8. 11. 1927.) 














Der zweite Mittelwertssatz der Integralrechnung 
fir komplexe GréBen. 
Von 
Otto Hélder in Leipzig. 


1. 
Formulierung des Satzes. 


Nehmen wir zunichst im reellen Intervall a...b die reelle Funktion 
f(z) als monoton und beschrinkt, m(z) dagegen als eine nur im Rie- 
mannschen Sinne integrierbare reelle Funktion an, so kann das Integral 


b 
(1) Si (2)o(2)de (a<b) 
nach dem zweiten Mittelwertssatz in jede der beiden Formen 


(2) [f(a +0) —f(b—0)] M, + £(6—-0) Sp (2) de 
und 

b 
(3) f(a +0) f o(z)de + [f(b—0) —f(a+0)] M, 


gesetzt werden. Es bedeutet dabei M, einen Mittelwert aus den Werten, 
die unter der Bedingung a < x < b von dem Integral 


(4) i y (a) de 

angenommen werden, und M, einen Mittelwert aus den von dem Integral 
> 

(5) J o(a) de 


unter derselben Bedingung angenommenen Werten. 
In dem vorliegenden, reellen Fall kann man 


E b 
M,=Jo(z)dz, M,—Jo(x)de 
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setzen. Fiihrt man diese Ausdriicke in (2) und (3) ein, so erkennt man, 
daB man é’=é nehmen und die Formeln (2) und (3) ineinander um- 
rechnen kann. Man gewinnt daraus dann auch unmittelbar die dritte, 
symmetrische Gestalt 


g b 
f(a +0) fo (2)dz+f(b—0) fo (z)de 


der Formel, die am haufigsten erwaihnt wird, aber fiir das Folgende nicht 
in Betracht kommt. 

Es scheint nun noch nicht bemerkt worden zu sein, daB der Mittel- 
wertssatz in den beiden Formen (2) und (3) auch dann giiltig ist, wenn 
zwar f(x) nach wie vor eine monotone und beschrinkte reelle Funktion, 
aber y(z) eine kompleze, im Riemannschen Sinne integrierbare’) Funktion 
des im reellen Intervall a...b beweglichen Argumentes bedeutet. 


2. 
Komplexe Mittelwerte. 


Fiir diese Verallgemeinerung des Satzes kommt es vor allem darauf 
an, was unter einem ,,Mittelwert“ von komplexen GréBen zu verstehen 
ist. Denkt man sich eine Anzahl von komplexen Zahlen ¢,,¢,,...,¢,. die 
zugleich durch Punkte der komplexen Zahlenebene vorgestellt sind, und 
bildet man aus ihnen mit Hilfe der reell positiven und von Null ver- 
schiedenen ,,Gewichte“-«,,«,,...,0, den Ausdruck 
(6) Oa Os + plots. -+ nln 

Oy + Oy +... + Op 
so ist dieser durch einen Punkt der komplexen Zahlenebene vorgestellt, 
der (als innerer oder als Grenzpunkt) dem kleinsten konvexen, um die 
obigen n Punkte gezogenen Polygon angehért’*). 

Sind jetzt komplexe Werte 


(7) $00", .. 
in eventuell unendlicher Zahl gegeben, deren darstellende Punkte wir uns 


aber in einem ganz im Endlichen gelegenen Teil der komplexen Zahlen- 
ebene denken wollen, so kann man auf folgende Weise ein kleinstes, kon- 





*) Dies soll heiBen, daB die aus einer Teilung des Intervalls hervorgehende 
Summe »S 4, D, fiir unendliche Verkleinerung der Intervallteile 4 gegen Null geht, 
wobei D, die obere Grenze der Absolutbetriige der Differenzen bedeutet fiir irgend 
zwei im Intervall 4, genommene Werte der Funktion. 

*) Die geometrische Deutung, die Schwarz und Fejér einem Satz von Gau8 ge- 
geben haben (GauB, Werke 8 (1876), 8. 112, Anm.; Fejér, Comptes Rendus 145 (1907), 
8.460), hat mich hier auf die richtige Auffassung gefiihrt. 
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vexes und abgeschlossenes Gebiet definieren, dem die Punkte (7) angehéren. 
Man nimmt aus den Werten (7) irgendwelche: ¢,,¢,,...,¢,, in endlicher 
aber beliebiger Zahl, heraus und bildet aus ihnen mit beliebigen Gewichten 
den Ausdruck (6). Die saimtlichen komplexen Zahlen, die man auf diese 
Weise erhalt, oder denen man durch solche Zahlen unendlich nahe kommen 
kann, stellen das in der Zahlenebene zu definierende Gebiet vor. 

Man kann auch geometrisch folgendermafen definieren: 

1. Man geht von den Punkten (7) aus; 


2. so oft zwei Punkte dem Gebiet angehéren, fiigt man die Punkte 
ihrer Verbindungsstrecke dem Gebiet hinzu und fahrt mit allen neuen 
Punkten in derselben Weise fort; 


3. auBer den Punkten, die so erreicht werden, fiigt man noch deren 
Grenzpunkte hinzu. 


DaB sich diese geometrische Definition mit der vorigen deckt, ersieht 
man durch die Uberlegung, daB die fiir n 2 genommene Formel (6): 


ey &e » 
ata tae” 
bei passender Wahl der Gewichte «, und «, jeden zwischen ¢, und ¢, auf 
der Verbindungsstrecke liegenden Punkt vorstellen kann, und da8 die 
Gleichung 
@, 0, + @elot.--+anln 
G+ Agt... + ay 





Gy tat... + Gn, M0, tga t-.-+Gn—1 on—i Cy t 
@, +ayt... +a, @, + gt... + Gn, OG +agt...t¢a, " 








eine sukzessive Konstruktion des durch (6) dargestellten Punktes er- 
kennen laBt*), wihrend andererseits jede homogene lineare Funktion der 
betrachteten Art (mit Koeffizienten, die positiv sind und die Summe 1 
haben) von solchen linearen Funktionen wieder eine solche lineare Funk- 
tion wird. 

Man erkennt ferner, daB auch die Verbindungsstrecke zweier Grenz- 
punkte stets vollstandig zum Gebiet gehért, da jeder Punkt einer solchen 
Strecke durch solche Punkte, die erreicht werden, angenahert werden kann. 
Nun erkennt man auch aus der geometrischen Betrachtung, daB die kon- 
struierte Punktmenge zusammenhingend und konvex*) und wegen der 
Hinzurechnung der Grenzpunkte abgeschlossen ist, und daB jede die vor- 


’) Entsprechend der sukzessiven Konstruktion des Schwerpunktes bei n einzelnen 
Massen. é 

*) Ich schlieBe mich hier der Definition von Minkcwski an, wonach die Punkt- 
menge (das Gebiet) konvex ist, wenn die ganze (geradlinige) Verbindungsstrecke 
zweier Punkte der Menge zur Menge gehért. 
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gegebenen Punkte (7) enthaltende konvexe und abgeschlossene Punktmenge 
die jetzt konstruierte Menge enthalten muB. Wir haben also in der Tat 
das kleinste konvexe und abgeschlossene Gebiet mit den Punkten (7) 
definiert. Jede in diesem Gebiet oder auf seiner Grenze gelegene komplexe 
Zahl soll als Mittelwert aus den Zahlen (7) in Anspruch genommen werden. 


3. 
Der Beweis. 


Der formale Teil des Beweises ist so ziemlich derselbe wie im reellen 
Fall®). Man betrachtet an Stelle des Integrals (1) die Summe 


v=1—1 Tye 
(8) XY £(&) J p(a)dz. 
r=0 Ty 
Dabei sollen die Grenzen a und 6 des obigen Integrals auch mit x, und 
x, bezeichnet, und im Intervall von a bis b die Werte z,, x,,..., x 


n n-1 
der Reihe nach eingeschaltet sein, wihrend &,, &,, &,...&,_, Argument- 
werte bedeuten, die irgendwie in den einzelnen Teilintervallen liegen. Es 


wird nun die Summe (8) durch partielle Summation in 


van—2{ » 7+) | e=e- 1 7e@+? 
S 4(fG)—f(Eai) © Sp (@) dee +r (&2) J p(x)dz, 
v=0 \ e=0 Zo j o=0 Zo 
d. h. in 
Zy+i b 
(9) an = fre) f(é,+3)) J p ( (2) dz} +108, a) )Sp(x)dx 


hinestaies, Die Differenz zwischen (1) und (8) ist 


2 “T€(rt@) - 18) (2) a2}. 
Werden jetzt die Intervallteile unendlich klein gemacht, so wird, wie man 
aus der Integrabilitét der Funktionen erkennt, der Absolutbetrag dieser 
komplexen Differenz unendlich klein; dasselbe gilt aber auch von der ab- 


soluten Differenz zwischen dem zweiten Glied von (9) und der GréBe 


b 
f(b—0) J p(x) de 


Man kommt deshalb zu der Gleichung 


5) M. vgl. z. B. meine Ausfiihrungen in den Géttinger Gelehrten Anzeigen 1894, 
S. 519—522 oder P. du Bois-Reymond, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 79 (1875), 
8.42. Ubrigens diirfte die Anordnung des Textes sich auch im reellen Fall noch 
mehr empfehlen. 
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6 6 
J (2) 9 (x)dx — f(b— 0) Sp (2) de 
"E {70-114 J 0 @) ae} 


= [f(&) — f(&-1)] ——s 
2, (f (&) —f (&41)) 


= 





+8, 


wo 
lime = 0 
ist fiir den Fall, daB die Teilintervalle unendlich klein werden‘). 

Da nun die in eckige Klammer geschlossene GréBe dem Wert 
f(a+0)—f(6—O) unendlich nahe kommt, und der obige Bruch, in dem 
alle Differenzen, soweit sie von Null verschieden sind, dasselbe Vorzeichen 
haben, einen Ausdruck von der Form (6) vorstellt, der aus den GréBen 


ty+1 


t=fo(z)dz (y= 0,1,2,...,n—2) 
a 
gebildet ist, so kann man in der Tat durch Ausdriicke der genannten Form 
dem Quotienten 
b b 
J ()e(=)dz—f(b—-0) f o (x) ae 
f(a+0)—f(b—0) 
unendlich nahe kommen. Es ist also dieser Quotient gleich einem Mittel- 
wert M, aus den, jetzt komplexen, Gréfen (4), womit die Formel (2) 
bewiesen ist. 
Schreibt man die Glieder der Summe (8) in umgekehrter Ordnung 
v=0 Sye1 
S f(&) J o(2)de, 
v=n—1 ty 
so ergibt die in gewdhnlicher Weise ausgefiihrte partielle Summation 


v=2 b b 
Z AHE) — £6) J oa) da} + f(b) J (x) de, 


und man erhal!t durch die entsprechende Uberlegung den Mittelwertssatz in der 
Form (3), in welcher ein Mittelwert der jetzt komplexen GréBen (5) auftritt. 





4. 
Beispiel. 


Das folgende Beispiel soll zeigen, daB der eben bewiesene Satz fiir 
eine komplexe Funktion y(z) reellen Arguments mehr ergibt als die An- 


*) Da mit f(&)—f(&—,) multipliziert und dividiert worden ist, ist vorausge- 
setzt, daB f(z) nicht im ganzen Innern des Intervalles a... 6 konstant ist. Im um- 
gekehrten Fall bediirfte aber die Gleichung (2) keines Beweises. 





(11) 
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wendung des reellen Mittelwertssatzes auf das in den reellen und imagi- 
naren Teil gespaltene Integral. Ich nehme 


+ 


e'*dz 


(10) 1+y(zx)’ 





este 


wobei fiir das reelle, aus der nachsten Nahe von 0 bis + co wachsende 
x die reelle Funktion y(z) monoton von 0 bis + co wachsen soll. Wenn 


ite ~M), ef* = (2) 


gesetzt wird, sind die Bedingungen des Mittelwertssatzes erfiillt. Ich fiihre 
das Integral zunichst nur iiber den Intervallausschnitt w...m’ (w < w’) 
und erhalte aus der ersten Formulierung (2) des Mittelwertssatzes die Gleichung 


o’ 


edz 1 1 1 P 
(11) /es- [revere — tree 5) + rates ft “de, 





wo M, einen Mittelwert aus den GréBen 


(12) J eeda (m»S2zSo’) 
bedeutet. Da nun 


f ev da = — i(e** — ef@) 


ist, erkennt man zunichst, daB alle die Integrale (12), und also auch alle 
ihre Mittelwerte absolut kleiner oder gleich 2 sind. Im Hinblick darauf 
zeigt aber die Formel (11), daB das iiber den Intervallausschnitt w... w’ 
gefiihrte Integral mit w —- +- co gegen Null geht, da8 somit das Integral (10) 
konvergent ist. 

Jetzt kann man in der Gleichung (11) den Wert w’ gegen + oo gehen 
lassen. Man erhilt, wenn noch w = 0 gesetzt wird, 


+0 


izd =_= 
(18) jor mh 
0 


wo nun M, einen Mittelwert aus den Integralen 


(14) feisda=i—iet# (0<2< +o) 
0 
bedeutet. 
Den Ausdruck (14) untersuche ich geometrisch. Er ist in der Zahlen- 
ebene durch den Vektor vorgestellt, der von dem Punkt ¢ e** des Einheits- 
kreises nach dem Punkt +7 hinfiihrt. Denkt man sich nun alle die von 
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-+-¢ nach den Punkten des Einheitskreises fiihrenden Vektoren (s. Fig. 1) 
von +¢ aus ins Entgegengesetzte verkehrt und dann dieses ganze System, 
indem es als ein starres Gebilde betrachtet wird, so parallel verschoben, 
da8 der Punkt -++¢ in den Nullpunkt gebracht wird, so ergeben die End- 
punkte der betrachteten Vektoren schlieBlich die Peripherie des in Fig. 2 
schraffierten Kreises. In diesem Kreis ist uns also jetzt jenes kleinste 
konvexe Gebiet gegeben. Der komplexe Mittelwert M, , d.h. nach Gleichung(13) 
das Integral (10), mu8 sich als ein Punkt der schraffierten Kreisscheibe 
darstellen. Macht nun der nach diesem Punkt vom Nullpunkt aus gezogene 
Vektor mit der positiven reellen Achse den Winkel y, so ist 2 #@siny die 
Lange des Vektors, wobei 


0<é0<1, 0<sys2, 
und es ist unser Integral (10) durch 2 sin y (cosy + sin y) ausgedriickt. 


+reelA 





Fig. 1. 


Hiatte man das Integral (10) in den reellen und den imaginiren Teil 
zerlegt und auf jeden der Teile den reellen Mittelwertssatz angewendet, 
so hatte sich nur ergeben, daB der reelle Teil dem Intervall —1...+ 1, 
die imaginare Koordinate dem Intervall 0...2 angehdért’). Hieraus er- 
giibe sich also bloB, daB das Integral durch einen Punkt der Quadrat- 
fliche (Fig. 2) vorgestellt ist. 


*) Eine Betrachtung, die der Herleitung der Gleichung (13) iiber die Gleichung (11) 
hinweg vollig analog ist, zeigt nimlich, daB die Integrale 


| nam j sin 4, 
J 1+y(z)’ 1+y(z) 
0 0 
beziehungsweise Mittelwerte sind von 

z 


z 
J cosada, J sinede, 
0 0 


wenn zx im Intervall 0 ...+ 0 variiert. 


(Eingegangen am 29. 3. 1928.) 














Uber das Flichenma8 rektifizierbarer Flichen’). 
Von 


Tibor Radé in Szeged (Ungarn). 


Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit stellt einen Ausschnitt aus Ergebnissen dar, 
zu welchen ich im Laufe eines systematischen, auf Anregung von Herrn 
F. Riesz unternommenen Studiums Gedéczescher Arbeiten gelangt bin. Um 
den Leser nicht durch eine ganz allgemein gehaltene und doch unvoll- 
stiindige Theorie zu ermiiden, betrachte ich hauptsichlich die im Titel 
genannte Flichenklasse, die ja fiir die Anwendungen wohl in erster Linie 
in Betracht kommt. Auf die Beziehungen der folgenden Entwicklungen 
zu Gedcze komme ich weiter unten noch zu sprechen und méchte zunichst 
den Inhalt der vorliegenden Arbeit schildern, 

Nach Lebesgue wird unter einer rektifizierbaren Flache eine solche 
Flache verstanden, die einer Parameterdarstellung 


(1) w=a2(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v) 

fahig ist, wobei z(u,v), y(u,v), z(u,v) einer Lipschitzbedingung geniigen. 
Um die Vorstellungen zu fixieren, nehmen wir an, daB die Gleichungen (1) 
in einem einfachen Jordanbereiche B betrachtet werden*); die Voraus- 


setzung bedeutet dann, da® fiir irgend zwei Punkte (u,,%,), (uy, ¥,) von 
B die Ungleichungen 

| &( ty, Vy) — a(u,, v,)| } 
(2) |y(U,, %) — y(u,, »,)| < K[(u, — u,)*+(v, — 9,)*) 

| Z (My, Uy) — 2(%4,, %,)| 


*) Ein Auszug dieser Arbeit wurde am 7. 11. 1927 der ungarischen Akademie der 
Wissenschaften vorgelegt. 

2) Unter einem einfachen Jordanbereiche verstehen wir in iiblicher Weise die 
Menge der innerhalb und auf einer Jordankurve liegenden Punkte. 
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erfillt sind, wobei K eine endliche Konstante bedeutet. Es sei B, das 
aus den inneren Punkten von B bestehende Gebiet. Alsdann existiert das 


Doppelintegral 

; a(z, ,2z)\" O(z,z 25% 

)— SY(GES + GER) + GER) T anaes 

aus (2) folgt ja bekanntlich, daB der Integrand eine in B, fast iiberall 
erklarte, meBbare, beschrinkte Funktion ist. Wir werden (3) als das 
klassische Doppelintegral bezeichnen. 

Aus dem Umstande allein, da8 fiir eine Parameterdarstellung (1) das 
klagsische Doppelintegral existiert, folgt bekanntlich noch keineswegs, daB 
es das Flachenma8 der betrachteten Flache liefert. Obwohl die Ansichten 
dariiber, was unter dem Flachenma8 einer allgemeinen stetigen Flache zu 
verstehen sei, stark divergieren, sind alle Forscher darin einig, daS eine 
jede allgemeine Definition des FlachenmaBes, auf rektifizierbare Flachen 
angewendet, auf das klassische Doppelintegral fiihren mu8. In der vor- 
liegenden Arbeit wird nun unter anderem der Nachweis erbracht, daB ge- 
wisse Definitionen des FlachenmaBes dieser Forderung geniigen; den auf 
andern Gebieten tatigen Mathematiker diirfte aber vor allem die Frage 
interessieren, inwiefern durch derartige Ergebnisse unsere Kenntnisse iiber 
das klassische Doppelintegral geférdert werden, und ich méchte daher 
einiges hervorheben, was in dieser Hinsicht von Interesse sein diirfte. 

Die von uns zu betrachtenden Definitionen werden zunichst zwei 
wichtige Eigenschaften des Integrals (3) in Evidenz setzen, namlich die 
Invarianz und die Halbstetigkeit desselben. — Neben der durch (1) 
gegebenen rektifizierbaren Flaiche, sie heiBe F, betrachte man eine 
zweite, F: 








z2=Z%(%,0), y=¥y(#,t), 2z=—7(%,%5), 
wobei der Punkt (#,#) in einem gewissen einfachen Jordanbereiche B 
variiert, in welchem zu (2) analoge Ungleichungen mit einer gewissen 
Konstanten XK erfiillt sind. Die auf F bzw. F beziiglichen klassischen 
Doppelintegrale mégen mit J, I bezeichnet werden. Ist eine umkehrbar 
eindeutige stetige Abbildung von B auf B vorhanden, so da fiir jedes 
Paar entsprechender Punkte A =(u,v), A =(#,%) die Gleichungen 


a(A)=2(A), y(A)=9(A), 2(A)=2(A) 


erfiillt sind, so wird man die Flichen F und F nicht als verschieden 
betrachten; aus unseren Ergebnissen folgt nun unter anderem, da8 unter 
den angefiihrten Bedingungen tatsichlich.J—J gilt. Da iiber die Abbil- 
dung von B auf B nur Eineindeutigkeit und Stetigkeit vorausgesetzt 
wurde, so scheint dies aus der allgemeinen Theorie der Transformation 
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mehrfacher Integrale nicht ohne weiteres zu folgen*). — Es sei, auber F, 
eine Folge { F,} rektifizierbarer Flichen gegeben; es seien 


a=2,(u,v), y=y,(u,v), z2=2,(u,v) 


die Gleichungen von F,, wobei (u,v) in demselben Jordanbereiche B wie 
bei (1) variiert, und in B zu (2) analoge Ungleichungen mit gewissen 
Konstanten XK, erfiillt sind (diese Konstanten K, brauchen in ihrer Ge- 
samtheit nicht beschrankt zu sein). Das auf F,, beziigliche klassische 
Doppelintegral heiBe J,, das auf F beziigliche J. Wenn nun in B gleich- 
maBig 

x,(u,v)—>2(u,v), y,(u,0)—y(u, 0), 2, (u, 0)» 2(u, v) 


erfiillt ist. so braucht zwar noch keineswegs lim J, = J zu gelten, wohl 
aber gilt stets lim J, >J; diese Beziehung driickt die Halbstetigkeit von 
unten des klassischen Doppelintegrals aus. Bekanntlich spielt in der 
Variationsrechnung, seit den grundlegenden Untersuchungen von Herrn 
Tonelli‘), die Halbstetigkeit gewisser Integrale eine bedeutende Rolle®); 
doch handelt es sich in der einschlagigen Literatur, soweit Doppelintegrale 
betrachtet werden, um den Fall, wo die Flache, deren Koordinaten und 
Ableitungen im Integrale eingehen, in der Form z = f(x, y) gegeben ist*). 
Fiir die Behandlung von Doppelintegralen, die sich auf in allgemeiner 
Parameterdarstellung gegebene Flachen beziehen, diirften die in dieser 
Arbeit entwickelten, das besondere Integral (3) betreffenden Methoden 
wenigstens eine erste Orientierung liefern ’). 


’) Fiir den wichtigen Sonderfall, wo die Gleichungen (1) eine umkehrbar ein- 
deutige Zuordnung zwischen den Punkten (u,v) und den Flichenpunkten (2, y,z) 
bestimmen, folgt der fragliche Invarianzsatz aus den schénen Untersuchungen von 
Herrn Schauder iiber das Janzensche FlichenmaB (Theory of surface measure, Fun- 
damenta Mathematicae 8 (1926), p. 1—48). 

*) Siehe sein Lehrbuch Fondamenti di calcolo delle variazioni, insbesondere Bd. I, 
8S. 26—27, sowie die Berichte von R. Courant, Uber direkte Methoden bei Variations- 
und Randwertproblemen, Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 34 
(1926), insbesondere 8. 94, und Uber direkte Methoden in der Variationsrechnung und 
iiber verwandte Fragen, Math. Annalen 97 (1927), S. 711—736. 

5) AuBer dem unter ‘) zitierten Lehrbuche von Herrn Tonelli siehe vor allem 
A. Haar, Uber das Plateausche Problem, Math. Annalen 97 (1927), 8S. 124—158. 

®) Vgl. loc. cit. *) und °), sowie A. Roussel, Sur l’extremum de certaines inté- 
grales doubles, Bulletin des sciences mathématiques 51 (1927), p. 268—288. 

*) Fiir den Leser, der aus den geometrischen Entwicklungen dieser Arbeit einen 
direkten Beweis fiir die Halbstetigkeit des klassischen Doppelintegrals herauspraparieren 
will, diirfte eine kleine Note, in welcher ich dies fiir den Sonderfall Ss (1+ p*+q%)t de dy 
durchgefiihrt habe, die nétigen Fingerzeige enthalten (Bemerkung iiber das Doppel- 


integral ff (1+ p*+q*)t dxdy, Math. Zeitschr. 26 (1927), S. 408—416). 
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Die beiden angefiihrten Satze iiber das klassische Doppelintegral (3) 
flieBen aus den geometrischen Deutungen, die wir fiir dasselbe gewinnen 
werden. Diesen geometrischen Deutungen liegt die Idee zugrunde, daS 
trotz des bekannten Schwarzschen Beispiels*) der ProzeB der Bestimmung 
des FlachenmaBes letzten Endes auf den elementargeometrischen Formeln 
fiir das Flachenma8 von Polyederflichen beruhen mu8. Und zwar werden 
wir die folgenden drei Prozesse untersuchen (die genauen Begrifisbestim- 
mungen folgea spater, hier handelt es sich nur um die anschaulichen 
Momente). 

a) Die Flache, sie heiBe F, wird in endlich viele Flachenstiicke 
F,, F,,..., F, zerlegt, und jedes solche Stiick wird auf die drei Koordi- 
natenebenen zy, yz, zz orthogonal projiziert. Sind a,, b,,c, die Flachen- 
inhalte der drei Projektionen von F,, so betrachtet man die Summe 


2 


» (ai + bi + c7)# 

k=1 
in den meisten Theorien des Flachenmafes als einen unteren Naherungs- 
wert fiir das FlachenmaB von F, indem nimlich in solchen Theorien das 
FlichenmaB gerade als die obere Grenze dieser Summe (fiir alle mégliche 
Zerlegungen von F’) definiert wird. Diese obere Grenze heiBe G(F). 


b) Die Flache F wird wieder in endlich viele Stiicke F,, F,,..., F, 
zerlegt. Man projiziere F, orthogonal auf eine Ebene «, und bezeichne 
mit ~, den Flacheninhalt dieser Projektion, ferner mit 4, die obere Grenze 


von q, fiir alle Lagen der Ebene ¢,. Analoge Bedeutung mégen /,,..., 4 


, 


fir F,,..., F, haben. Nach Peano hat man dann die Summe ra, als 
k=1 


einen unteren Nadherungswert fiir das Flachenma$B von F zu betrachten; 
Peano erklirt das FlichenmaB von F gerade als die obere Grenze dieser 
Summe fiir alle méglichen Zerlegungen von F. Diese obere Grenze heiBe P( F). 

c) Wahrend die beiden bisher geschilderten Prozesse, kurz gesagt, 
mit unteren Schranken fiir das Flichenmaf operieren, beruht der von 
Lebesgue eingefiihrte ProzeB auf oberen Schranken. Lebesgue geht von 
der in elementaren Fallen als richtig erwiesenen Annahme aus, daB das 
Flichenma8 ein von unten halbstetiges Funktional sei. Nimmt man ins- 
besondere eine gegen F konvergierende Folge von Polyederflichen I/,, 
und bezeichnet H(/7,) das im elementargeometrischen Sinne verstandene 
Flachenma8 von //,, so bedeutet die Halbstetigkeit von unten folgendes: 


*) Vgl. etwa die besonders elegante und elementare Darstellung bei M. Fréchet, 
Sur laire des surfaces polyédrales, Annales de la soc. polonaise de math. 3 (1925), 
P = | 
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es braucht zwar lim #(JI,) nicht vorhanden, und wenn vorhanden, nicht 
gleich dem FlachenmaBe der Grenzfliche F zu sein — gewiB ist aber 
lim H(J7,) nicht kleiner als das Flachenma8 von F. Jede gegen F kon- 
vergierende Polyederfolge {J/,} liefert daher eine obere Schranke (nim- 
lich lim H#(JT,)) fiir das Flachenma8 von F. Lebesgue betrachtet gerade 
die untere Grenze dieser oberen Schranken als das Flichenma8 von F *). 
Diese untere Grenze heiBe L(F). 

Die Flache # sei nun insbesondere rektifizierbar; das klassische 
Doppelintegral (3) werde der Kiirze halber mit J(¥) bezeichnet. Im 
Laufe seiner Untersuchungen gelangte Gedcze insbesondere zum Ergebnis, 
daB in diesem Falle G(F)= P(F)= L(F)=I1(F) gilt*®). AuBer den 
beiden oben angefiihrten Satzen folgt hieraus fiir das klassische Doppel- 
integral eine geometrische Deutung, auf die ich aufmerksam machen 


méchte. Fa8t man die bei a) und b) verwendeten GréBen (a; + bf +c; t 
und ’A4, zu einem System {s}, die bei c) verwendeten GréBen lim E(J7,) 
zu einem System {S} zusammen, so besteht also {s} aus anschaulichen 
unteren Schranken, und das System {S} aus anschaulichen oberen Schranken 
fiir das FlachenmaB. Die Siatze G(F) = P(F)= L(F)=I1(F) besagen 
demnach, daB im Falle rektifizierbarer Flachen zwischen den genannten 
unteren und oberen Schranken eben nur der durch das klassische Doppel- 
integral gelieferte Zahlenwert Platz hat; in diesem Falle ergibt sich also 
das Fiachenma8 sozusagen aus einem, auf Grund der geometrischen An- 
schauung konstruierten, Dedekindschen Schnitte. 

Teil If dieser Arbeit enthalt eine neue Ableitung der angefiihrten 
Satze. Damit dieselben einen klaren Sinn erhalten, miissen natiirlich die 
in den Prozessen a), b), c) auftretenden Begriffe genau festgelegt werden; 
bereits in diesem Punkte weicht die vorliegende Darstellung erheblich von 
Geécze ab. Die Prozesse a) und b) operieren mit orthogonalen Projektionen. 
Der einfachste Ansatz wire, wenn F eine Flache und § ihre Projektion 
auf einer Ebene bedeutet, das Ma8 mS der Punktmenge $ als Baustein 
bei den Prozessen 2) und b) zu verwenden; da wir aber in allgemeiner 
Parameterdarstellung gegebene allgemeine stetige Flachen untersuchen, so 
erweist sich dieser Ansatz als unbrauchbar. Als Fundamentalgréfe der 
Theorie ist eben diejenige CréBe zu betrachten, durch welche das unbrauch- 
bare mS ersetzt wird, indem es in erster Linie von den EKigenschaften 
derselben abhangt, ob man iiber bloBe Definitionen hinauskommen wird. 


*) H. Lebesgue, Intégrale, longueur, aire, Annali di Matematica (3) 7 (1902), 
p. 231—359. 

0) Z. v. Gedeze: a) Uber die rektifizierbare Flache (ungarisch), Math. és term. 
tud. értesit* 34 (1916), p. 8387—354; b) Uber die Peanosche Definition des Flaichen- 
maBes (ungarisch), ibid. 35 (1917), p. 325—360. 
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Die Erklarung der Geéczeschen FundamentalgréBe beruht auf bewunderns- 
werter geometrischer Intuition, doch ist bereits ihre bloBe Definition mit 
topologischen Schwierigkeiten verbunden™); um diesen und weiteren Kom- 
plikationen aus dem Wege zu gehen, fiihre ich eine neue Fundamental- 
gréBe ein. Ich erklare zunichst in einfacher Weise eine Teilmenge der 
Projektion %, den Projektionskern, und wahle das Lebesguesche Ma8 des 
Projektionskernes zur FundamentalgréBe; dies bedeutet das Zuriickgehen 
auf die geometrische Grundidee, welche den schwierigen Gedczeschen Be- 
grifisbildungen implizite zugrunde liegt: da8 namlich die vollstandige Pro- 
jektion § deswegen unbrauchbar ist, weil dieselbe unwesentliche und doch 
stérende Bestandteile enthalt. Der Projektionskern soll eben den wesent- 
lichen Teil der Projektion vertreten. AuBer der Anschaulichkeit ihrer 
Erklarung gewahrt die neue FundamentalgréBe den technischen Vorteil, 
daB ihre Eigenschaften unmittelbar aus der allgemeinen Theorie des 
Lebesgueschen MaBes-ebener Punktmengen flieBen — eben weil dieselbe 
selbst das MaB einer solchen Punktmenge darstellt. 

Durch die Anderung der Fundamentalgré8e erhalten die Prozesse a) 
und b), sowie die erwahnten Gedczeschen Sitze natiirlich eine andere 
Bedeutung; die oben angefiihrten Folgerungen fiir das klassische Doppel- 
integral bleiben aber bestehen. Bei der Ableitung der fraglichen Sitze 
dienten mir hauptsichlich die schénen Untersuchungen von Herrn Rade- 
macher iiber rektifizierbare Flachen und iiber die Transformation von 
Doppelintegralen als Vorbild’*); auch hierdurch ergeben sich gegeniiber 
Gedcze wesentliche Vereinfachungen. Ich bediene mich ferner durchgingig 
der Fréchetschen Begriffsbildungen iiber stetige Flachen**); diese Begriffs- 
bildungen, deren ZweckmaBigkeit man bewundern muB, scheinen iiberhaupt 
unentbehrlich fiir die strenge und iibersichtliche Durchfiihrung von Unter- 
suchungen zu sein, die sich auf in allgemeiner Parameterdarstellung vor- 
liegende Flachen beziehen, wobei also auf Multiplizitét und Anordnung 
der Flachenpunkte Riicksicht zu nehmen ist. 

Die vorliegende Untersuchung bewegt sich durchaus im Lebesgueschen 
Ideenkreise, wonach als wesentlichste Eigenschaft des FlichenmaSes die 


11) Vgl. insbesondere seine Arbeit: Recherches générales sur la quadrature des 
surfaces courbes, Math. und naturwiss. Berichte aus Ungarn 27 (1909), 8S. 1—21 und 
8. 131 —163. 

42) H. Rademacher, Eineindeutige Abbildungen und MeBbarkeit, Dissertation, 
Géttingen (1917); Uber partielle und totale Differenzierbarkeit I und Il, Math. Annalen 
79 (1919), S. 340—359 und 81 (1920), S. 52—63. — Ich verdanke Herrn F. Riesz die 
Anregung, die Rademacherschen Arbeiten zwecks Yereinfachung der Geéczeschen Theorie 
heranzuziehen. 

*%) M. Fréchet, Sur la distance de deux surfaces, Annales de la-soc. polonaise 
de math. 3 (1924), p. 4—19. 





end 








FlachenmaB rektifizierbarer Flichen. 451 


Halbstetigkeit von unten zu betrachten ist’*). Aus diesem Grunde kom- 
men aus der reichen Literatur iiber das Flichenma8, sofern es sich um 
eine Vergleichung der Methoden und Ergebnisse handelt, unmittelbar nur 
diejenigen Untersuchungen in Betracht, die sich auf das Lebesguesche 
Flachenma8B beziehen. Die hierher gehérigen Arbeiten von Gedcze und 
von Herrn Tonelli, sowie die anschlieBenden Arbeiten vom Verfasser und 
von Herrn Saks*®) haben fiir den wichtigen Sonderfall von Flichen, die 
durch eine Gleichung z=/f(x,y) mit eindeutigem f(z, y) dargestellt 
werden kénnen, Resultate von iiberraschender Scharfe und Allgemeinheit 
zutage geférdert; doch scheinen gerade die zugkraftigsten Methoden 
wesentlich an die besondere Gleichungsform z = f(a, y) gebunden zu sein. 
Die Verallgemeinerung der Ergebnisse auf den in dieser Arbeit behandel- 
ten Fall von Flachen, die in allgemeiner Parameterdarstellung vorliegen, 
diirfte noch zu schwierigen Problemen fiihren; da die bisher erzielten 
Resultate wesentlich auf der Betrachtung der ebenen Projektionen von 
Flachenstiicken beruhen, so habe ich, mit Riicksicht auf die vielen noch 
offenen Fragen, die diesbeziiglichen Entwicklungen in Teil I etwas ausfiihr- 
licher und allgemeiner gestaltet, als es fiir die Untersuchung der rektifi- 
zierbaren Flaichen unbedingt nétig gewesen wire. 


I. Teil. 
Projektionssiatze. 


§ 1. 
Allgemeines iiber stetige Flichen. 


1. Sind z(u,v), y(u,v), z(u,v) in einem einfachen Jordanbereiche B 
eindeutig und stetig, so stellen die Gleichungen 


z=2(u,v), y=yl(u,v), z=—2(u,v), 


wobei x, y,z rechtwinklige Koordinaten bedeuten, eine stetige Flache F 
dar; wenn es sich darum handelt, die Bestimmungsstiicke von F vor Augen 
zu haben, so schreiben wir 


(4) F:x2=2(u,v), y=y(u,v), z—2(u,v), (uw,v)CB. 


*) Vgl. M. Fréchet, Sur le prolongement des fonctionnelles semicontinues et sur 
Vaire des surfaces courbes, Fundamenta Mathematicae 7 (1225), p. 210—224. — Einer 
der leitenden Gesichtspunkte bei der Erklirung unserer FundamentalgréBe bestand 
eben darin, den durch die Prozesse a) und b) erklarten GréBen G(F) und P(F) die 
Eigenschaft der Halbstetigkeit aufzuprégen. 

15) Wegen einer fa den Darstellung der Ergebnisse vgl. die beiden 
Arbeiten (wo auch die Originalarbeiten angefiihrt sind): T. Radé, Sur l’aire des sur- 
faces courbes, Acta litt. ac sc. regiae univ. hung. Franc.-Jos. Szeged 3 (1927), p. 131-169 
und §. Saks, Sur aire des surfaces z= f(z, y), ibid, p. 170—176. 
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Wir setzen nicht voraus, daf zwei verschiedenen Punkten (u,v) zwet ver- 
schiedene Punkte (x,y,z) entsprechen. Es ist nun vor allem festzusetzen, 
unter welchen Umstinden die durch zwei solche Gleichungssysteme ge- 
gebenen Flachen als identisch gelten sollen. Wir legen dabei die auBerst 
zweckmaBigen Begrifisbildungen von Herrn Fréchet zugrunde, an welche 
hier kurz erinnert werden mége**). 


2. Den Ausgangspunkt bildet der Begriff der Distanz von zwei stetigen 
Flichen. Neben der Flache (4) betrachte man eine zweite 


(5) F:2=—2Z(%,), y=9(@,t), z= 2(%,0), (4, 5)CB. 
Zwei einfache Jordanbereiche kénnen nun auf unendlich viele Arten topo- 
logisch aufeinander abgebildet werden. Es sei 7 eine topologische Ab- 


bildung von B auf B und es sei, wenn A ein variabler Punkt von B 
und A der Bildpunkt von A ist, My das Maximum von 


[(x(A) — #(A))* + (y(A) — g(A))* + (2(A) — 2(4))*]?. 
Die Distanz der beiden Flachen F und F wird als die untere Grenze von 


Mr, bei allen méglichen Abbildungen 7, erklart und soll durch [ F, F’] 
bezeichnet werden. Man hat 


(F.F\=(F,F)>0, [FR F\=0; 


ferner gilt, unter F,, F,, F, irgend drei stetige Flichen verstanden, die 
Dreiecksungleichung 


[F,, Fs) S(F,. FJ + [Ps I. 


3. Zwei Flichen F,F sollen nun als identisch gelten, wenn thre Di- 
stanz | F,F'| gleich Null ist. In diesem Falle gelten demnach (4) und (5) 
als Parameterdarstellungen derselben Flache. Ein wichtiger Sonderfall ist 
der, wo eine topologische Abbildung von B auf B von der Beschaffenheit 
vorhanden ist, da8 fiir jedes Paar A,A entsprechender Punkte die Glei- 
chungen F * 

2(A)=2Z(A), y(A)=9(A), 2(A)=27(A) 
erfiillt sind; in diesem Falle sollen (4) und (5) als dhnliche Parameter- 
darstellungen derselben stetigen Flache bezeichnet werden. Doch brauchen, 
wie Herr Fréchet an einem einfachen Beispiele zeigt, zwei Parameterdar- 
stellungen, die zwei im angegebenen Sinne identische Flichen bestimmen, 
keineswegs ahnlich zu sein’’). 

16) Siehe M. Fréchet, loc. cit. '). 

1”) Der Fréchetsche Begriff der Identitaét yon zwei stetigen Flichen wurde von 
Herrn B. v. Kerékjarté einer tiefgehenden topologischen Analyse unterworfen (Invo- 


lutions et surfaces continues, Acta litt. ac sc. regiae univ. Franc.-Jos. Szeged 3 (1927). 
p. 49—67). 
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4. Wir sagen, eine Folge {F,} stetiger Flachen konvergiert gegen die 
stetige Flaiche F, wenn [F, F,]—-0 gilt. Herr Fréchet zeigt, da8 fiir 
diesen Konvergenzbegriff die von der Theorie der Punktmengen her gelau- 
figen Satze bestehen bleiben. 

Man sieht sogleich: wenn F,—+ F gilt und F durch (4) gegeben ist, 
so gestattet F eine Darsteliung 


(6) Fi:x=2,(u,v),y =y,(u,v),z=2z, (u,v), (u,v) CB, 
(wo also fiir jedes n derselbe Bereich B auftritt), so daB in B gleichmabig 


x, (u,v)—>2(u,0), y4(u0)—y(u,v), (u,v) z(u,v) 
erfiillt ist. Mit Riicksicht auf spiitere Anwendung fiigen wir noch die 
evidente Bemerkung hinzu, da8 man iiberdies fiir jedes n eine besondere 
Darstellung von F, vorgeben und verlangen kann, daB (6) dieser besonderen 
Darstellung ahnlich sei. 


5. Eine stetige Fliche F heibe rektifizierbar, wenn sich unter ihren 
Parameterdarstellungen (4) eine solche befindet, bei welcher die Funktionen 
z(u,v), y(u,v), z(u,v) in B einer Lipschitzbedingung geniigen, also in B 
Ungleichungen der Form (2) erfiillen; jede solche Darstellung einer rekti- 
fizierbaren Flache heiBe eine typische Darstellung derselben. 

6. In der Folge werden wir auf Schritt und Tritt den Nachweis fiihren 
miissen, daB eine gewisse, durch einen bestimmten Proze8 der Flache zu- 
geordnete GréBe nur von der Flache selbst abhaingt und nicht etwa von 
der besonderen Parameterdarstellung, aus welcher die betreffende GréBe 
konstruiert wurde. Wir wollea daher das duBerst einfache Prinzip aus- 
driicklich formulieren, auf welchem die in Betracht kommenden Invarianz- 
sitze letzten Endes beruhen werden. Dieses Prinzip ergibt sich aus den 
beiden folgenden evidenten Bemerkungen. 

a) Zwei stetige Flachen F,, F,, fiir welche [ F,, F,] = 0 gilt, bestehen 
aus denselben Punkten (2, ¥,z); mit anderen Worten: zwei im Sinne von 
Fréchet identische Flachen sind auch als Punktmengen identisch (die Um- 
kehrung gilt natiirlich nicht). 


b) Sind zwei Paare F;, F;’ und Fy, Fz’ von stetigen Flachen gegeben, 
fiir welche [ Fy, Fy’] = 0, [ Fs, Fz’] = 0 gilt, so gilt auch [Fy, Fy] = [F1’, Fe’}; 
mit anderen Worten: die Distanz zweier stetiger Flichen ist von der be- 
sonderen Parameterdarstellung derselben unabhangig. 

Man hat demnach das folgende Invarianzprinzip: wird einer stetigen 
Fliche eine gewisse GréBe durch einen ProzeB zugeordnet, welcher durch 
alleinige Anwendung der Begriffe Distanz zweier Flachen und Menge der 
Punkte einer Fliche erklart werden kann, so hangt die fragliche GréBe nur 
von der Flache selbst ab. 
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7. Wir haben noch die Transformationen des rechtwinkligen Koordi- 
natensystems xyz zu betrachten. Stellen die Formeln 


2’ =a,xr+by+e,2+d,, 
y =a,r+by+e,2+4,, 
z’=a,r2+b,y+¢,2+4d, 


den Ubergang vom System z yz zum neuen, ebenfalls rechtwinkligen, System 
x’ y'z’ dar, so setzen wir fest, daB die Gleichungen 


x’ =a, x(u,v)+b, y(u,v)+0¢,2(u,v)+d, 
y’ = a,x(u,v)+ b,y(u,v)+c¢,2(u,v) +d, >(u,v)CB 
2’=a,z(u,v) +b, y(u,v)+¢,2(u,v)+d, 


dieselbe Fliche wie die Gleichungen (4) darstellen. Auf Grund dieser Fest- 
setzung l48t sich das obige Invarianzprinzip offenbar dahin erweitern, da8 
jeder ProzeB, bei welchem die Koordinatenebenen zy, yz,zx keine aus- 
gezeichnete Rolle spielen und in dessen Erklarung nur die Begriffe Distanz 
zweier Flachen und Menge der Punkte einer Flache auftreten, zu solchen 
GréBen fiihrt, welche von der Wahl der Parameterdarstellung und auch 
von der Wahl des Koordinatensystems xyz unabhingig sind. 


§ 2. 


Der Projektionskern. 


Es liege die stetige Flaiche (4) vor. Die Punkte (x,y,z), welche 
den Punkten (u,v) von B vermége (4) entsprechen, bilden im Raume eine 
beschrankte abgeschlossene Punktmenge Ey. Ist ¢ eine Ebene, so bezeichne 
%(P;e) die orthogonale Projektion von Ey auf der Ebene e. Die Punkt- 
menge {(F;¢) ist ebenfalls beschrinkt und abgeschlossen, und folglich auch 
meBbar. 

Der Kern &(F;2) der Projektion 8(F;e) wird nun durch folgende 
Festsetzung erklart. Ein Punkt P der Ebene e gehért zu &(F;e), wenn 
es eine positive Zahl 5 =- 6(P) > 0 gibt derart, daB fiir jede stetige Flache 
F* mit [F, F*] <6 der Punkt P in $(F*;«) enthalten ist. Der Kern 
&(F;e) kann auch leer sein. Offenbar gilt &(F;2)C B(F;e). 

2. R(F;e) ist meBbar"*). 


Beweis. Es bedeute &, die Menge derjenigen Punkte P der Ebene e, 
welche die folgende Eigenschaft besitzen: sobald fiir eine stetige Fliche F* 





#8) Den folgenden Beweis entnehme ich einer brieflichen Mitteilung von Herrn 
8. Saks. 
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die Beziehung [F, F*] <~ gilt, liegt P in B(F*;e). Offenbar ist 
R (F; 2) = x R,, 
n=1 


so daB es geniigt, die MeBbarkeit von §, darzutun. Man hat nun, wie 
unmittelbar ersichtlich 
&.= I B(F*;e);%*) 


\<— 
[PF F*)< = 


da jede einzelne Menge %(F*;«) abgeschlossen ist, so ist auch ihr Durch- 
schnitt §&, abgeschlossen und folglich meBbar. 

Das Lebesguesche (zweidimensionale) Maf des Kernes &(F;«) ist 
unsere Fundamentalgréfe, durch welche wir m9(F;<2) ersetzen. Durch 
Heranziehung des Invarianzprinzips in I,1,7 (d. i. Teil I, §1, Nr. 7) er- 
gibt sich sogleich, daB m&(F;«2) (und auch m § ( F; e)) von der besonderen 
Parameterdarstellung der Fliche und von der Wahl des Koordinatensystems 
xyz unabhingig ist. 


3. Ist P ein Punkt von &(F;«), so gibt es nach Definition ein 
6=46(P)>0 derart, daB 
PcB(F*;2) fir [F,F*) <6 
gilt. Man sieht nun leicht, daB mit eben diesem 6 sogar 
(7) PCR(F*;e) fir [F,F*) <6 
erfiillt ist. (7) bedeutet namlich: Ist F* eine feste, der Bedingung 
[ F, F*] <6 geniigende Fliche, so gibt es ein 6* > 0 derart, daB 
PCB(F;e) fir [F*,F] <8" 
gilt. Nun kann, wie sogleich ersichtlich, 
6*=45—([F, F*] 
gesetzt werden. Aus [F*,F'] < 6* folgt dann namlich zunichst 
(FF) <[F, F*]+[F*, F] <[P, F*]+6*=4, 
und daraus, mit Riicksicht auf die Bedeutung von 4, die Beziehung Pc § (F;; «). 


4. Die FundamentalgréBe m&(F;¢) ist, als Funktion der Flache F, 
halbstetig von unten, d. h. es gilt lim m&(F,;2«) >m&(F;e) fiir F,— F. 
Bedeutet namlich 9%, den Durchschnitt von &(F;e) und K(F,;e), 
so ist M,, als Durchschnitt zweier meBbarer Mengen, wieder meBbar. Ist 
P irgendein Punkt von &(F;e), so gilt nach Nr. 3, wegen [F, F,]—0; 


%”) Das Zeichen /7 bedeutet iiblicherweise die Menge der gemeinsamen Punkte 
( Durchschnitt ) . 
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fiir hinreichend groBes n die Beziehung P< & (F;¢), also auch PCM,. 
Nach den ersten Sitzen der Lebesgueschen MaBtheorie folgt hieraus 
lim mM, = mK (F;e). 
Wegen MCR (F,;) folgt nunmehr 
lim m &(F.; 2) > limmM,, = mR F;e), 


w. z. b. w. 
5. Die stetige Fliche F sei durch (4) gegeben, und es sei B”™ ein 
in B enthaltener einfacher Jordanbereich. Fiir die durch 
F*:2=2(u,v), y=y(u,v), z—2z(u,v), (u,v)cB* 
gegebene stetige Flache und fiir irgendeine Ebene « gilt dann 
R (F*;e)CR(F;e). 


Beweis. Zu zeigen ist: aus PCR(F*;2) folgt PCR(F;e). Sei 
also P ein Punkt von §(F*;); dann gibt es nach Definition ein 
5* = 5*(P)>O0 derart, daB 
el 


(7*) PcB(F;e) fir [(F*, F}] <6* 


gilt. Es sei nun F, irgendeine der Bedingung [F, F,]< 45* geniigende 
Flache. Aus der Erklirung der Distanz folgt dann, daB F, eine Dar- 
stellung 


Fy,:x=2,(u,v), y=Ye(u,v), z—2,(u,v), (u,v)CB 
gestattet, wobei fiir jeden Punkt A==(u,v) von B die Ungleichung 
(8) [(x(A) — 2_(A))® + (y(A) — yg (A))® + (2(A) — 24 (A))*]? < 8* 
statthat. Fiir die durch 

F:x=2,(u,v), y=y,(u,v), z=—2,(u,v), (u,v) B* 
gegebene Flache gilt dann erstens, infolge der Voraussetzung B*< B, 
B(F;e) CB (Fy; e); 
zweitens, infolge der Ungleichung (8) 
[F, F*]< 6"; 
und folglich drittens, mit Riicksicht auf (7*), 
PCB(F;e)CR(F,; €). 


Damit ist also 

PCR(F,;¢) fir (Fh F,] < é6* 
erwiesen; mit Riicksicht auf die Erklarung des Projektionskernes stellt 
dies gerade die zu beweisende Behauptung Pc (F;«) dar. 
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6. Die stetige Fliche F sei wieder durch (4) gegeben. Es sei {B“} 
eine Folge einfacher Jordanbereiche, der folgenden Beschaffenheit. 

a) Bc B™c...cB. 

b) B wird durch die Bereiche B™ in dem Sinne ausgefiillt, daB jede 
aus inneren Punkten von B bestehende abgeschlossene Punktmenge fiir 
hinreichend groBes n in B™ enthalten ist. 

Es sei F™ die durch 


F’:2=2(u,v), y=y(u,v), z—2(u,v), (u,v) cB™ 
erklarte stetige Fliche. Alsdann gilt 


m&(F™; 2) + m& (F; e). 
Beweis. Nach Nr. 5 gilt, wegen B™ CB, jedenfalls 


m&(F™; «)< m&(F;.e), 
so daB es geniigt, 
(9) lim m&(F”; e) > m&(F; «) 
zu zeigen**), Um den Beweis von (9) iibersichtlicher zu gestalten, be- 
merken wir vor allem, daB alles, was in (9) vorkommt, von der beson- 
deren Parameterdarstellung der Flichen F, F unabhangig ist. Wir diirfen 
und wollen daher durch eine topologische Abbildung von B neue Parameter 
u, v einfiihren, und zwar derart, daB B in die Kreisscheibe u* + v? < 1 
iibergeht; um keine neuen Bezeichnungen einfiihren zu miissen, nehmen wir 
von vornherein 
Be=u*+v'<l 
an. Es sei 4>1, und F, die durch 
F,:cr=2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), uitorss 
gegebene stetige Flache. Dann gilt offenbar F,— F fiir 4-+1; daraus 
folgt zunachst, nach Nr. 4, 


(10) lim m& (F,; ¢) > mR (F; e). 
A>1 


Da wegen 2> 1 die Kreisflache u* + v* <5 aus inneren Punkten von B 


besteht, so wird diese Kreisfliche infolge der Eigenschaft b) der Folge {B} 
fiir hinreichend groSes n in B™ enthalten sein; nach Nr, 5 hat man da- 
her fiir hinreichend groBes (von 4 abhingiges) n die Ungleichung 


m&(F™; e) > m&(F,; 2), 


%°) Man beachte, daS aus den Voraussetzungen noch keineswegs F™ — F folgt, 
so daB das Ergebnis von Nr. 4 nicht unmittelbar angewendet werden darf. 
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woraus 

(11) lim m& (F; e) > lim m& (F,; e) 
n>@o Avi 


folgt. Durch (10) und (11) ist (9) bewiesen. 

7. Die stetige Flache F sei durch (4) gegeben. Der Bereich B werde 
durch einen einfachen Jordanbogen y, der zwei verschiedene Randpunkte 
von B verbindet und sonst aus inneren Punkten von B besteht, in zwei 
einfache Jordanbereiche B,, B, zerlegt. Wenn in den Gleichungen 


z=2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v) 


die Verinderlichkeit von (u,v) der Reihe nach auf B,, B,, y beschrainkt 
wird, so erhalt man zwei stetige Flachen F,, F, und einen stetigen Bogen I. 
Es sei I’, die Projektion von I" auf eine Ebene «. Alsdann gilt 


(12) R(F; 2) CR(Fse)+R(F,; 6) +L, 
und folglich auch 
(18) mR(F;2)< mR (F,; e)+ mk (F,; e)+mY,. 


Beweis. Auch jetzt diirfen wir, zwecks Vereinfachung der Beweis- 
fiihrung, die aus B, B,, B,, y bestehende Figur mit irgendeiner anderen, 
aus der gegebenen durch topologische Abbildung von B erhiltlichen, be- 
quemeren Figur zusammenfallen lassen. Wir diirfen und wollen daher von 
vornherein annehmen, da8 


B=0<u<l, O0<v<1, y=u=>5, 0Sv<51, 


po| = 


B,=0<usi, 0<vK<1, B, 


5 SuS1, OSv<1 


ist. (12) ist bewiesen, sobald gezeigt wird: ist P ein Punkt von &(F; «), 
der weder in &(F,; «) noch in &(F,; ¢) enthalten ist, so ist P ein Punkt 
von I. 

Es sei also P ein solcher Punkt. Da P nicht in &(F,; ¢) enthalten 
ist, so gibt es, auf Grund der Erklarung des Projektionskernes, eine gegen 
F, konvergierende Folge { F,”} von stetigen Flichen, so da8 P fir keinen 


Wert von n in $(F,”; e) enthalten ist. Da F, durch 
Fi:z2=2(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), (u,v) CB, 
gegeben ist, so gestattet F,” eine Darstellung 
Fy :2=22 (u,v), y=ye (u,v), z=—20"(u,v), (u,v) CB,, 
wobei gleichmaBig in B, , 
zn’ (u,v) > 2(u, v) 


ay” (u, v)— z(u,v), Yn (u, v)— y(u, »), 














wes ce 
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gilt. Da P auch kein Punkt von &(F,; ¢) ist, so gibt es weiter zu 
F,:z=2(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), (u,v) cB, 
eine Flachenfolge 
Fe: 2=22 (u,v), y=ye(u,v), 2=2(u,v), (u,v) CBs, . 
wobei gleichmaBig in B, 


x! = (2) 


ty’ (u,v)—+2(u,v), yx’ (u,v) —+y(u,v), z(u,v) 2(u, v) 


gilt, und P fiir keinen Wert von n in 8(F,”; e) enthalten ist. Wir fihren 
nunmehr eine stetige Hilfsflache 


Fi: z=2z,(u,v), y=y,(u,v), z=2,(u,v), (u,v)CB 
durch folgende Festsetzung ein. Es sei 


a? ms 1 1 
(u,v) fiir anes et 


mn 


vl, 
v<l, 


und fiir 3 ~ 2 sus ; + =. v = konst. sei xz, (u,v) eine lineare Funk- 
tion von u; itiberdies sei z(u,v) in B stetig. Analog werden y,(w, v), 
z,(u,v) erklart; F, ist also gewissermaBen aus F,” und F,” zusammen- 
gestiickelt. Offenbar gilt F,—F; wegen PC R(F;<¢) ist daher P, fiir 
hinreichend groBes n, in (F.; ¢) enthalten, d.h. es gibt in B einen 
Punkt A, =(u,,v,), 80 daB sich der Punkt 


An = (2,(Ay)s Yn (Ay)s 2 (4y)) 
auf der Ebene « in den Punkt P projiziert. Es mu8 nun 


1 1 1 1 

2 nS%Sate 

sein, da sonst, mit Riicksicht auf die Erklérung der Funktionen z, (u, v), 
y,(u, v), z(u,v), der Punkt Ax entweder auf Fy” oder auf F,” und 
folglich P selbst entweder in 8 (Fi; e) oder in ®(Fx"; e) liegen wiirde, 
was den Annahmen widerspricht. Die Punktfolge A, hat daher eine 
Haufungsstelle auf der Strecke y; daraus folgt, da z(u,v) —2(u,v), 
y,,(U, v)—y(u, v), z,(u,v)—+2(u,v) gleichmaBig in B gilt, daB die 
Punkte A; eine Haufungsetelle am Bogen I” haben. Ist A* ein am Bogen I” 
liegender Haufungspunkt der Punkte Ay, so projiziert sich A*, ebenso wie 
die Punkte Ax, auf der Ebene ec in den Punkt P, womit erkannt ist, 
daB P in der Projektion von I auf « enthalten ist; dies sollte eben 
bewiesen werden. 


(u,v) = 


at” (u, v) fir st++ L <u, 


W 
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8. Die Bezeichnungen der vorangehenden Nr. 7 mégen beibehalten 
werden, und es werde noch vorausgesetzt, daB (4) eine in typischer Dar- 
stellung vorliegende rektifizierbare Flache und da®8 auch der Bogen y 
rektifizierbar ist. Aus den Ungleichungen (2) folgt dann, daB auch der 
Bogen I" rektifizierbar ist, und daraus folgt bekanntlich weiter, daB die 
Projektion von I” auf irgendeiner Ebene das (zweidimensionale ) Ma8 Null hat. 
Unter den angefiihrten zusitzlichen Voraussetzungen 14Bt sich also (13) zu 


m&(F;2«)< m8 (F,; «) + m& (F,; €) 
verscharfen. 

9. Wir wollen schlieBlich fiir m&(F; 2) Schranken ableiten. — Aus 
Bequemlichkeitsgriinden fiihren wir in der uv-Ebene die komplexe Ver- 
anderliche ¢=u-+#v, und in der e-Ebene, nach Zugrundelegung eines 
rechtwinkligen Achsenkreuzes, eine komplexe Veranderliche t ein. Ordnen 
wir jedem Punkte des in (4) auftretenden Bereiches B denjenigen t-Wert 
zu, welcher in der e-Ebene durch die Projektion des Punktes x = 2(u, v), 
y=y(u,v), z=2z(u, v) dargestellt wird, sc entsteht eine in B eindeutige 
stetige Funktion r= f(¢); die Menge der Bildpunkte +, die den Punkten ¢ 
von B vermége der Gleichung t= /f(¢) entsprechen, ist eben die Pro- 
jektion §(F; e). 

Sei C die Randkurve von B. Wenn ¢ die geschlossene Jordankurve C 
beschreibt, so beschreibt der Bildpunkt t= f(¢) in der e-Ebene eine ge- 
schlossene (nicht notwendig einfache) stetige Kurve ©. Wir erklaren in 
der e-Ebene eine Punktmenge © (F; «) durch die Festsetzung: ein Punkt r* 
gehért zu O(F; «), wenn erstens t* nicht auf © liegt, und wenn zweitens 
die Ordnung von t* in bezug auf © von Null verschieden ist**), Um 
diese Erklarung auf eine geeignetere Form zu bringen, verabreden wir die 
folgende Bezeichnung. Ist »(¢) eine in B eindeutige stetige, am Rande 
von B von Null verschiedene komplexe Funktion, so bedeute Vg(p(¢)) 
die Variation des Argumentes von g(¢) bei einem positiven Umlaufe der 
Randkurve C von B. Wegen y(¢)+0 am Rande von B ist diese Varia- 
tion eine wohlbestimmte Zahl von der Form 2ka, unter k eine ganze 
Zahl (= 0, +1,+2,...) verstanden. Die Erklarung von O(F; «) ge- 
stattet dann die folgende gleichwertige Fassung: ein Punkt r* der Ebene « 
gehért zu O(F; e), wenn 


(14) f(¢)—1t*+0 am Rande von B und 


Va(f(¢) _ t*) = 0 ist. 


*) Uber den Begriff der Ordnung, sowie iiber die darauf beziiglichen, im folgen- 
den zu verwendenden Sitze verweisen wir den Leser auf das Buch von Herrn 
B. v. Kerékjarté, Vorlesungen iiber Topologie I. (Berlin, Julius Springer, 1923). 

















Flachenma8 rektifizierbarer Flachen. 461 


Wenn ein Punkt r* diese Bedingungen erfiillt, so gilt dasselbe offen- 
bar auch fiir alle Punkte t der Ebene «¢, die in einer hinreichend kleinen 
Umgebung von r* liegen; die Punktmenge 0(F'; ¢) ist also offen (oder 
leer) und folglich auch meBbar. Wir beweisen die Beziehung 


(15) O(F; 6) C R(F; e). 
Sei t* ein Punkt von © (F; e) und { F,} irgendeine gegen F konvergierende 


Folge stetiger Flachen; ist F wieder durch (4) gegeben, so gestattet dem- 
nach F, eine Darstellung 


Fi:x=2,(u,v), y=y,(u,v), z=2,(u,v), (u,v) CB, 


wobei z,(u,v)—> (u,v), y, (u,v) + y(u,v), z(u,v) —+ z(u,v) gleich- 
maiBig in B gilt. Es habe /,(¢)‘dieselbe Bedeutung in bezug auf F, wie 
f(¢) in bezug auf F; dann gilt offenbar f,(¢)—» f(¢) gleichmaBig in B. 
Daraus folgt, ¢, fiir t* die Bedingungen (14) erfiillt sind, 


fbi: am Rande von B, 
Va(f,(¢) — t*) = Va(f(t) — t*) +0 


fiir hinreichend groBes n, etwa fiir n >n,. Hieraus folgt weiter, daB fiir 
n> n, die Funktion f,(¢) — r* wenigstens eine Nullstelle in B hat; sonst 
miiBte nimlich, auf Grund des Monodromiesatzes, Vz (f,,(¢) —t*)= 0 sein **), 
was mit (16) im Widerspruche steht. Das Vorhandensein einer Nullstelle 
von 7f,(¢)—r* in B bedeutet aber, daB r* in $(F,; ¢) enthalten ist. 
Es gilt also r*¢ 8(F,; ¢) fiir hinreichend groBes n; da {F,} eine be- 
liebige gegen F konvergierende Folge war, so folgt daraus mit Riicksicht 
auf die Erklérung des Projektionskernes sogleich, daB r* in R(F; «) liegt, 


(16) 


w. z. b. w. — Aus (15), in Verbindung mit der evidenten Beziehung 
R(F;«)C BF; ¢), ergibt sich nunmehr die Abschatzung 
(17) mD(F;«)<m&(F; 2) < mB(F; e). 

§ 3. 


Eine Ableitungsformel. 


1. Es liege die stetige Flache (4) vor. Im Bereiche B werde ein 
abgeschlossenes, beliebig orientiertes Rechteck R angenommen. Es be- 
deute Fr die stetige Flache 


Fr:xt=2x(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), (u,v) CR. 
Die GréBe m& (Fp; ¢) hangt dann, wenn die Darstellung (4) und die 


Ebene « fixiert sind, nur vom Rechtecke R ab und stellt demnach eine 


2) Siehe loc. cit. **), 8S. 196, Hilfssatz. 
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in B erklarte Rechtecksfunktion dar. Es sei (u,,v,) ein innerer Punkt 
von B, und Q ein in B liegendes abgeschlossenes Quadrat, welches den 
Punkt (u,, v,) enthalt und sonst beliebig orientiert ist. Wenn der Quotient 
m& (Fo; 
(18) a ia 
fiir mQ-— 0 einen Grenzwert hat, so hei®t bekanntlich dieser Grenzwert 
die Ableitung der Rechtecksfunktion m&(Fp;¢) im Punkte (u,,v,). Wir 
beweisen den folgenden Satz: 
In jedem inneren Punkte von B, in welchem z(u,v), y(u,v), z(u,v) 
gleichzeitig total differenzierbar sind**), ist die Rechtecksfunktion m & (FR; e) 
differenzierbar, und zwar ist ihre Ableitung gleich dem absoluten Werte 


der Determinante 
] 


vy, Yy 2 
z, ¥, % ’ 
et ee 


wobei 4, u,» die Richtungskosinusse der Normalen der Ebene « bedeuten. 
2. Da alle im Satze eingehenden Begriffe und GréBen von der Wahl 

des Koordinatensystems xyz unabhangig sind, so diirfen und wollen wir 
bequemlichkeitshalber die Ebene « mit der x y- Ebene zusammenfallen lassen. 
Wir setzen 

Ty (Ug, %)= G4, 2,(Uy,%)=— 5, 2( Uy, M9) == 2, 

Yu(Uos %)=C, Yy(Uor%) =A, Y(t, %) =H, 

ad—bc=4; 

diese Ableitungen sind nach Voraussetzung vorhanden, und wegen 4 = u = 0, 
»=1 handelt es sich um den Beweis der Limesgleichung 


(19) ma Pei*) _. || fir mQ—0, 


wo also Q ein den Punkt (u,,v,) enthaltendes abgeschlossenes Quadrat 
bedeutet. 

Die totale Differenzierbarkeit von z(u,v), y(uw, v) im Punkte (u,, v,) 
bedeutet bekanntlich, daB diese Funktionen in der Form 


2(u, 0) = 2, -+a(u— up) + b(v —%) + [(u—tup)*+ (v — %)*]* p(w, v), 
y(w, v) = Yo + €(u — uy) +d(v— 0%) + [(u— tuy)* + (v— 0)*)# y(u, v) 


*8) Der sehr anschauliche Ausdruck total differenzierbar riihrt von Rademacher 


her und bedeutet dasselbe, wie differenzierbar im Sinne von Stolz; was darunter zu 
verstehen ist, wird im Texte alsbald erklart. 





wee a 
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dargestellt werden kénnen, wobei 
p(u,v)—+0, y(u,v)+0 fir u-u, v-y, 

gilt. Wir fiihren wieder in den uv- und xy-Ebenen die komplexen Ver- 
anderlichen (=u-+itv bzw. r=2-+7y ein und setzen 

f(o)=2(u, v)+ ty (u,v) = a+ ty + (a+ te) (u— u,) 
(20) + (b+ 4d) (v—%)+|o—0o| x(¢), 

f*(¢) =a + 84+ (a+ ic) (u— uy) +(b+id)(v—v,), 
wo also 

Up ttv=— lo, p(u,v)+iy(u, v) =xz(u, v) 

gesetzt wurde. Wird noch 


(21) pom mos iz)! 
gesetzt, so gilt demnach ; 
(22) u—O fir mQ-0. 


Den Beweis von (19) griinden wir auf die Vergleichung der heiden Ab- 
bildungen t= f(¢) und t= f*(¢). Wir haben dabei zwei Falle zu unter- 
scheiden **), 

3. Erster Fall: |4|+ 0. 


In diesem Falle werden die beiden Ebenen ¢ und 1 durch die Hilfs- 
abbildung t= f*(¢) in ihrer ganzen Ausdehnung umkehrbar eindeutig auf- 
einander bezogen, und zwar ist diese Hilfsabbildung eine Affinitét. Durch 
elementare Rechnung ergibt sich fiir irgend zwei Punkte ¢ ’ ¢” der ¢-Ebene 
(23) f°(0) — 7") | Sele” — "|, 
wobei & eine nur von a, b,c,d abhiangige positive Konstante bedeutet**), 
Wir schranken vorliufig die GréBe des Quadrates Q@ durch die Ungleichung 

2u 


(24) 1— =F 50 


ein, die wegen (22) gewiB erfiillt ist, sobald die Seitenlinge von Q hin- 
reichend klein ist. Wir bezeichnen mit 


(25) t die Seitenlinge von Q 
*4) Bei der folgenden SchluBweise dienten mir die Entwicklungen von Herrn 
Rademacher iiber das VergréBerungsverhiiltnis hei ein-eindeutigen Abbildungen zum 
Vorbild [Uber partielle und totale Differenzierbarkeit I, Math. Annalen 79 (1919), 
8. 340—359, insbes. 8. 350-354). 
%) Man findet 
k=a?+b'+0%4+d?—[(a" +b? +e" +d")*—4(ac—bd)*]?, 
was wegen 4 = ac—bd +: 0 tatsiichlich positiv ivc. 
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und fiihren zwei Hilfsquadrate Q, Q ein, die mit Q konzentrisch und 
gleichorientiert sind, und zwar soll 





k 
| 2(1 + 2124) : ‘ » Q 


sein**). Dann gilt QC QCQ. Es seien Q*, Q", Q* die Bilder dieser 
Quadrate durch die affine Hilfsabbildung t = f*( ¢); diese Bilder sind dann 
bekanntlich Parallelogramme, und man hat 


| Q*< Q*< QW, 


fz(1 _ a iie | die Seitenlinge von Q, 
(26) 3 


(27) mQ* =|4|mQ—|4|(1— 5/2") ma, 
mQ* =|4|mQ =| 4| (1+ 21) mQ. 


Wir beweisen erstens die Beziehung 


(28) B (Fo; e) < Q", 

welche mit unseren Bezeichnungen auch wie folgt formuliert werden kann: Ist 
(29) t* kein Punkt von Q* und gilt [¢ Q, 

so gilt 

(30) f(t) —t* +0. 

Wir schreiben 

(31) f(t) — 2 =(f"(0) —2*) + (£10) — F* (0). 


Es gibt nun in der ¢-Ebene einen und nur einen Punkt ¢*, so dab 
t* = f*(¢*) wird; wegen (29) ist 
(32) ¢* kein Punkt von @Q. 
Alsdann gilt, mit Riicksicht auf die Erklarung von Q und wegen (23), 
(20), (21), 

IMC) —#*| = (AC) — PC) Sklo— |S 5 Ble, 

L£(0} — F°(S)| = 1E — Sl |x(E)| SU Vex, 

fir ¢C Q. Aus (31) folgt daher, fiir €< Q, 


f(g) —e*|> [7% (¢) —*] — In()— AM (OS 5 2lu>o, 


womit (30) bewiesen ist. 


*®) Der Leser wolle sich cine schematische Figur entwerfen. 
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Wir beweisen zweitens die Beziehung 
(38) Q*< O(Fy; e), 


welche auch wie folgt formuliert werden kann: Ist t* ein Punkt der 
t-Ebene und gilt 


(34) *¢ Q", 

so gilt auch 

(35) f(¢)—1* +0 am Rande von Q, und 
(36) Va(f(¢) — t*) + 0. 


Zum Beweise sei wieder ¢* derjenige Punkt der ¢-Ebene, fiir welchen 
t* = f*(¢") gilt; wegen (34) gilt dann 
(37) t*cQ. 
Wenn ¢ den Rand von Q beschreibt, so beschreibt t= /*(¢) den Rand 


von Q*; da, wegen (34), t* innerer Punkt von Q* und da die Abbildung 
t= f*(¢) umkehrbar eindeutig ist, so hat man 


(38) Vo(f*(¢) —t*) = + 2a. 


Wir vergleichen nun Vg(f(¢)—+*) mit Vo(f*(¢)—1*). Zu dem Ende 
schreiben wir wieder 


(39) f() — t* = (#10) — £°(0)) + (F400) — #”). 
Es liege 
(40) ¢ am Rande von Q. 


Dann gilt, mit Riicksicht auf (23), (37), (40); (20), (21), (40), 
IM (o)— | =P (E)— PCS) SVRIC— CSF Bla, 

(0) —F*(C)|\=10 — Sol x (0)|S ¥2le, 

aiso 

(41) f(t) —r*(2)|< | r*(0) — 2* J, 


sofern (34) und (40) erfiillt sind. Aus (39), (41) folgt erstens unmittel- 
bar (35). Aus (39), (41) folgt ferner, auf Grund des in der komplexen 
Funktionentheorie oft verwendeten Rouchéschen Satzes*’), 


Vo( f(t) —t*) = Vo(f* (¢)—*), 
und daraus, wegen (38), auch (36), womit (33) bewiesen ist. 


*”) Vgl. die rein topologische Fassung bei K. Szilard, Grundlagen der Funktionen- 
theorie, Math. Zeitschr. 26 (1927), S. 655, Satz 2. 


Mathematische Annalen. 100. 80 
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Aus (28), (33) folgt nunmehr, wegen (17), 
mQ* < m& (Fo; e) <mQ*, 
d. h. mit Riicksicht auf (25), (26), 


Fu? & (Fo; 
|4|(1— 2) padi \A 


3y¥2u\° 
Bay ACO a(n MEE) 


Da k und 4 von Q nicht abhingen, so folgt hieraus wegen (22) unmittel- 
bar die Ableitungsformel (19). 

4. Zweiter Fall: 4 = 0. 

In diesem Falle fiihrt die Hilfsabbildung t = f *(¢ ) die ganze Ebene ¢ 
entweder in den einzigen Punkt t, = 2,-+¢y, oder aber in eine gewisse, 
durch t, gehende Gerade der t-Ebene iiber. Dem Quadrate Q entspricht 
also dabei entweder der einzige Punkt 1,, oder aber eine durch 1, gehende 
Strecke, deren Lange nach (20) héchstens gleich 

2 ¥2l(a* + b*+ c* + d*)t 

ist, wo wieder / die Seitenlinge von Q bedeutet. Da nach (20), (21) 

IMO— ME) =Hl— Sol zi <y2le fir cQ 
gilt, so kann demnach das Bild von Q durch die Abbildung t= f(¢), 
d. i. eben die Projektion % (FQ; ¢), in ein Rechteck mit den Seiten 

2y2lu und 272lu+2y2i(a*+b*+¢*+d*)t 
eingeschlossen werden; also gilt 

m8 (Fa; ¢) < 81" u(u + (a* + b* +c? + d*)h). 

Wegen /* = mQ folgt hieraus, mit Riicksicht auf (22), 


mB (Fo; #) . 
nO -—+0 fir mQ-—-0. 
Wegen (17) gilt a fortiori 


m&(F,; €) 
eee tip fii — 
—_ 0 fir mQ-—0, 








womit die Ableitungsformel (19) auch im Falle 4 = 0 erwiesen ist. 


5. Ist die Flaiche (4) eine in typischer Darstellung vorliegende rekti- 
fizierbare Fliache, d. h. sind in B die Ungleichungen (2) erfiillt, so sind 
bekanntlich z(u,v), y(u,v), z(u,v) im Innern von B fast iiberall total 
differenzierbar**), so daB also in diesem Falle die Ableitungsformel fiir die 


**) Nach einem allgemeinen, von W. Stepanoff verschirften Satze von Rademacher 
[siehe H. Rademacher, |. c.%) und W. Stepanoff, Math. Annalen 90 (1923), S. 318 


bis 320). — Der im Texte bendtigte Sonderfall findet sich bereits bei Gedcze, 
loc. cit. '°). 


wre 


Tye Yt 
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Rechtecksfunktion m(Fp;¢) fast iiberall im Innern von B gilt. Mit 
Riicksicht auf spatere Anwendung werde noch eine einfache Bemerkung 
hinzugefiigt. Ist Q ein in B liegendes abgeschlossenes Quadrat mit der 
Seitenlinge 7, und bedeutet wieder Fg die Flache 


Fo:2=2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), (u,v)cQ, 
so folgt aus den Ungleichungen (2) sogleich, da8 die Projektion (Fo; «) 
in eine Kreisscheibe eingeschlossen werden kann, deren Flacheninhalt kleiner 
als der mit einer endlichen, nur von X abhangigen Konstanten multi- 
plizierte Flacheninhalt von Q ist. Wegen &( Fo; «)< $8 (Fg; «) folgt hieraus, 
daB der Quotient 
m& (F,; &) 
mQ 

unterhalb einer festen, vom Quadrate Q und von der Ebene « unabhingigen 
Schranke bleibt (etwa unterhalb der Schranke 62 K*). 


IL. Teil. 
Anwendungen. 


§ 1. 
Das Geéczesche FlachenmaB. 


1. Bis auf weiteres soll das Koordinatensystem xyz als fest be- 
trachtet werden, da die in diesem Paragraphen zu betrachtenden GréBen 
durch Prozesse erklirt sein werden, bei welchen die Koordinatenebenen 
xY, yz, 2x eine ausgezeichnete Rolle spielen. 

In m&(F;«) lassen wir die Ebene e der Reihe nach mit den 
Koordinatenebenen z y, yz, zx zusammenfallen und bezeichnen die erhaltenen 
GréBen mit a(F),6(F),c(F). Wir setzen ferner 

g(F) = (a(F)* + b(F)* + ¢(F)*}t. 
Aus den Entwicklungen iiber die FundamentelgréBe m&(F; ¢) erhailt man 
unmittelbar eine Reihe von Sitzen iiber g(F), die wir wohl nicht be- 
sonders aufzuzihlen brauchen; wenn wir in der Folge gewisse Eigenschaften 
von g(F’) benétigen, so zitieren wir einfach die entsprechenden Entwick- 
lungen iiber m&(F;«e). Hier werde nur so viel bemerkt, daB g(F), bei 
festem Koordinatensystem xyz, nur von der Fliche F selbst abhingt. 

2. Es liege die stetige Fliche (4) vor. Es seien B,, B,,..., B, end- 
lich viele, in B liegende, nicht iibereinander greifende einfache Jordan- 
bereiche, und es seien F,, F,,..., F, die durch 


Fi:t=a2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), (u,v)CB,, 


(e=1,2,...,9) 
30* 
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gegebenen stetigen Flichen. Wir bilden die Summe g(F,)+-g(F,)+...+9(F,) 
und bezeichnen mit G(F) die obere Grenze (d. i. die kleinste obere 
Schranke) aller solcher Summen bei festgehaltener Parameterdarstellung, 
fiir alle mégliche Systeme B,, B,,..., B,, wobei auch die Anzahl » dieser 
Bereiche frei veranderlich ist. Wir nennen G(F) das Gedczesche Flaichen- 
maf der Fliche F**); man hat stets G(F)>0, es kann aber G(F) 
auch -+-co sein. Vor allem wollen wir zeigen, daB G(F) nur von der 
Flache F selbst abhingt. Diesen Nachweis griinden wir auf zwei einfache 
Bemerkungen. 


3. Es sei 
Fi:xz=2z,(u,v), y=y,(u,v), z=2, (u,v), (u,v)CB 
eine Folge stetiger Flaichen, und es gelte gleichmaBig in B 

z,(u,v)—+2z(u,v), y,(u,v)—-y(u,v), z,(u,v)—+2z(u, v). 

Es bedeute ferner G, das mit Hilfe der angeschriebenen Darstellung ge- 
bildete Gedczesche FlichenmaB von F., und G das mit Hilfe der Dar- 
stellung (4) gebildete Gedczesche FlichenmaB von F. Alsdann gilt 

(42) lim G, > G. 

Sei namlich » > 0 beliebig vorgegeben. Nach Definition kann dann 
in B ein System B,, B,, ..., B, von nicht iibereinander greifenden einfachen 
Jordanbereichen derart angegeben werden, daS 

9(F,)+9(F,)+.-.+9(F,)>@—4 
gilt, wobei die stetigen Flachen F,, F,,..., F, durch 
Fy:z=2(u,v), y=y(u,v), z=—2z(u,v), (u,v)cB,, 

(&=1,2,...,9%) 

gegeben sind. Wir betrachten die durch 
Fy’ :2=2,(u,v), y=y,(u,v), z=2,(u,v), (u,v)CB,, 

(A=1,2,...,%) 
gegebenen stetigen Flichen. Alsdann gilt F{”— F, fiir n—-oo, und 
folglich (I, 2, 4) 

lim g(F{") > g(F,), ..., limg(F”) > 9(F,). 
Da nach Definition 
Gr 2g(F") +... +9(F,”) 


”) Diese GréBe G(F) ist mit der von Geédcze untersuchten nicht identisch, da 
wir seine Fundamentalgr6éBe durch eine andere ersetzt haben. Kine analoge Bemerkung 
gilt fiir die in If, 3, 1 einzufiihrende GréBe P/F). 
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ist, so ergibt sich weiter 
lim G, > limg(Fy”)+...+limg(F”)>9(F,) +... +9(F) > @— 7. 


Da » > 0 beliebig war, so ist damit (42) bewiesen. 
4. Es seien 
[z= a(u,v), y=y(u,v), z—2(u,v), (u,v)CB, 
‘|2=2(G,0), y=9(U,0), z—2(%,5), (%,0)CB 
zwei dhnliche pomaisadbislateeat derselben stetigen Flache F, und 
G bzw. G die mit Hilfe dieser Darstellungen gebildeten Gedczeschen Flachen- 
ma8e derselben. Alsdann gilt G = G 
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine topologische Abbildung T 


von B auf B, so daB fiir entsprechende Punkte A= (u,v) und A =(#, 8) 
die Gleichungen 


x(A)=2(A), y(A)=9(A), 2(4)=2(A) 


bestehen. Es sei B,, B,,..., 2. irgendein System von in B liegenden, 
nicht iibereinander greifenden einfachen Jordanbereichen; durch die Ab- 


bildung 7’ erhilt man daraus in B ein System B,, B,,...,B, von der- 
selben Beschaffenheit. Die Gleichungen 


I 


xr=2(u,v), y=y(u,v), z=—z(u,v), (u,v)CB,, 
z=2(%,6), y=y(%,0), z—27(%,5), (@,0)—B,, 
(b= 1,2,....9) 
bestimmen dann dieselbe stetige Fliche F,; da g(F,) von der Wahl der 
Parameterdarstellung unabhingig ist, so ergibt sich demnach dieselbe 
Summe g(F,)+ 9(F,)+...+ 9(F,), ob man vom System B,, B,,..., B, 
oder vom System B, B,,..., B, ausgeht. Da diese Summe durch passende 
Wahl des Systems B,, B,,..., 'B. beliebig nahe an G gebracht werden 
kann, so folgt hieraus G<G, und durch Vertauschung der Rollen der 
beiden Darstellungen ergibt sich die inverse Ungleichung G < G. 
5. Es seien nunmehr 

(43) p.fe ee oh y=y(u,v), z=2(u,v), (u,v)CB, 
(44)  ‘lx2=2(a,0), y=9(%,6), z—2(%,5), (%,6)CB 
irgend zwei (nicht notwendig ahnliche) Darstellungen derselben stetigen 
Fliche F, und G,G die mit Hilfe derselben gebildeten Gedczeschen Flachen- 


maBe. Aus der Fréchetschen Erklarung der Identitat zweier Flichen folgt 
dann vor allem, daB F eine Folge von Darstellungen der Form 


(45) F:v=a2,(u,v), y=y,(u,v), z=2z,(u,v), (u,v)CB 
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gestattet, wobei 

z,(u,v)—+2(u,v), y,(u,v)—-+y(u,v), 2,(u,v)—+2(u, v) 
gilt gleichmaBig in B, und iiberdies alle diese Darstellungen der Dar- 
stellung (44) dhnlich sind. Bedeutet daher G, das mit Hilfe von (45) 
gebildete Geédczesche Flachenma$, so gilt lim@,>@ nach Nr. 3 und 
G,=G nach Nr. 4, woraus G>G folgt. Vertauscht man die Rollen 
von (43) und (44), so ergibt sich ebenso die inverse Ungleichung G > G. 
Also ist G =G, d. h. das Geéczesche FlichenmaB G@(F) hiangt von der 
Wahl der Parameterdarstellung von F nicht ab. 

Es ist dabei, wie oben bemerkt wurde, vorausgesetzt, daB das 
Koordinatensystem x yz fest ist; ob G(F’) von der Wahl dieses Koordinaten- 
systems abhingt oder nicht, mu8 dahingestellt bleiben. 


6. Das Ergebnis von Nr. 3 bedeutet nunmehr, da G(F') nur von der 
Fliche abhangt, daB 


limG(F,)>G(F) fir F,—-F 
gilt, d. h. daB das Gedczesche Flichenmaf G(F), als Funktion der Flache F’ 
von unten halbstetig ist. 
7. Wir wollen nun G(F), im Falle rektifizierbarer Flichen, mit dem 
klassischen Doppelintegrale identifizieren. Es sei 
F:x=2(u,v), y=y(u,v), z=—2z(u,v), (u,vo)CB 


eine in typischer Darstellung vorliegende rektifizierbare Fliche. Es bedeute 
{? das Quadrat 





asus, Lcoctt® (6, jn0, +1, $2,...; 2—1,2,..-) 
und, falls Q\" in B liegt, Fi? die durch 
Fij:e=2(u,v), y=y(u,v), z2=2(u,v), (u,v) C Qi; 
bestimmte stetige Fliche. Es werde schlieBlich 


0, (F) = S9(Fi}) 


7 


gesetzt (die Summation ist also bei festem n auf diejenigen Quadrate Q;%’ 
zu erstrecken, die in B enthalten sind). Wir zerlegen den Beweisgang in 


drei Schritte*®). 


8°) In der Terminologie der Burkillschen Theorie der Intervallfunktionen 
[J. C. Burkill, Functions of intervals, Proc. of the London Math. Soc. (2) 22 (1923), 
p. 275-310] laBt sich das Wesentliche des Beweisganges dahin charakterisieren, 
daB zunichst G(F) als das Integral einer gewissen Rechtecksfunktion erkannt und 
dann mit Hilfe der Ableitung dieser Rechtecksfunktion berechnet wird. — In der 








: 
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a) Unter den angefiihrten Bedingungen gilt zunichst 
lim o, (F) > 9(F). 
Beweis. Mit Hilfe eines bekannten, oft verwendeten Veriahrens 
bilde man eine Folge {B™} von einfachen Jordanbereichen derart, daB B” 
aus endlich vielen Quadraten Q;%’ besteht, und daB die Folge {B™} die 


in I, 2,6 beschriebenen Kigenschaften a) und b) besitzt**), Es bedeute F”’ 
die stetige Fliche 


F™:2=2(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), (u,v) CB™, 


und es mége o,(F™) dieselbe Bedeutung in bezug auf F” haben wie 
o,(F) in bezug auf F. Wegen B™ CB gilt dann zunichst 


0, (F”) <0, (F). 


Durch wiederholte Anwendung des Ergebnisses von I,2,8, indem man 
nimlich den Bereich B™ in Quadrate Q;" zerlegt, ergibt sich 


9(F™) <o,(F™). 
Nach I, 2,6 gilt schlieBlich g(F™)—-g(F). Aus diesen Beziehungen folgt 


nunmehr 
limo, (F) > limo, (F”)>limg( F”)=9(F), 
w. Zz. b. w. 
b) Unter denselben Bedingungen gilt sogar limo, (F)=G(F). 
Beweis. Da o,(F) selbst eine derjenigen Summen ist, als deren 
obere Grenze G(F) erklirt wurde, so gilt jedenfalls o,(F)<G(F), so 
daB es geniigt, 


(46) limo, (F) > G(F) 


zu beweisen. -—- Es sei nun » > 0 beliebig vorgegeben. Nach der Er- 
klarung von G(F) gibt es dann im Bereiche B ein System B,, B,,..., B 


von nicht iibereinander greifenden einfachen Jordanbereichen derart, daB 


9(F,)+9(F,) +... +9(F,) >@(F)—14 
gilt, wo allgemein F, die stetige Flaiche 
Fy:xt=a2(u,v), y=y(u,v), z—2(u,v), (u,v)CB, 


Young-Burkillschen Theorie des FlichenmaBes [W. H. Young, On the area of surfaces, 
Proc. Roy. Soc. A 96 (1920), p. 72; J. C. Burkill, The expression of area as an integral, 
Proc. London Math. Soc. (2) 22 (1923), p. 311-336] wird das Flichenma8 direkt 
als das Integral einer gewissen Rechtecksfunktion erklirt; es ware interessant zu unter- 
suchen, in welcher Weise aus dieser Theorie die in der Einleitung angefiihrten Sitze 
iiber das klassische Doppelintegral erschlossen werden kénnen. 

1) Vgl. Kerékjarté, loc. cit. **), S. 107. 











472 T. Radé. 


bedeutet. Es mége o,(F,) dieselbe Bedeutung in bezug auf F, haben wie 
o,(F) in bezug auf F. Das unter a) gewonnene Ergebnis, auf die Flaichen 
F,, F,,-..., F, angewendet, liefert dann 

lim o, (F,) = 9 (F,), ol a lim 6, (F,)=> 9(F,). 


n> @ a-?>@® 


Da B,, B,,..., B, nicht tibereinander greifen und in B liegen, so hat man 
0, (F)> 0, ( F, ) + a a 0, (F,). 
Aus diesen Beziehungen folgt nunmehr 


lim o,(F)2 limo, (F,) + -..+limo, (F,)>9(F,) +... +9(F,)>@(F)— 


Damit ist, da » > 0 beliebig war, (46) bewiesen. 

c) Wir erkliren nunmehr eine Treppenfunktion , (u, v) durch folgende 
Vorschrift. In jedem Quadrate Q:”, welches in B enthalten ist**), habe 
@,, (u,v) den konstanten Wert 

9 (Fi) 

mai’ 
sonst sei y,(u,v)= 0. Bedeutet B, das aus den inneren Punkten von B 
bestehende Gebiet, so ist, nach I,3,5, die Funktionenfolge {,(u, v)} 
in B, gleichmaBig beschrankt, und es gilt fast iiberall in B, 

. o(2z, o( z)\ 2,2 \4 
Pn (Uy ¥)— ( ae ny 7 (5 =) + (ie 3) | 

Diese Beziehung darf, infolge der gleichmaBigen Beschranktheit der Folge 
¢,,(U, v), gliedweise integriert werden, d.h. das tiber B, erstreckte [nte- 
gral von ~, (u, v) konvergiert gegen das klassische Doppelintegral. Anderer- 
seits gilt nach b) 


Lf p,(u, v)dudv =o, (F) —+ G(F), 


und man hat demnach 


G(F)= aa I( sies8))' + (ted), + (022) aude. 


(ate: sy) \8(u, v) é(u,v)/ 3 





8. Im Faille einer rektifizierbaren Fliche ist also das Gedczesche 
FlichenmaB G(F) gleich dem aus irgendeiner typischen Darstellung 
berechneten klassischen Doppelintegrale™*). Fir G(F) folgt hieraus, im 
Falle rektifizierbarer Flaichen, die Unabhiangigkeit von der Wahl des 


%) Bei der Konstruktion von ¢, (u,v) ist natiitlich bei Qi") der obere Zeiger n 
fest, und es variieren nur die Zeiger i,j gemaB der Bedingung Qf? CB. 
5%) Gedoze, loc. cit. *), b); vgl. indessen *). 
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Koordinatensystems xyz, und fiir das klassische Doppelintegral ergeben 
sich die beiden in der Einleitung angekiindigten Eigenschaften (Invarianz 
und Halbstetigkeit) unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften 
von G(F). 

9. Es werde ausdriicklich bemerkt, da8 es sehr wohl vorkommen 
kann, daB bei einer nicht typischen Darstellung einer rektifizierbaren 
Fliche F' das klassische Doppelintegral existiert und einen von G(F) ver- 
schiedenen Wert hat. Hingegen liefern nach obigem die aus typischen 
Darstellungen berechneten klassischen Doppelintegrale stets den Wert G (F); 
um die Schreibweise zu vereinfachen, diirfen wir daher das auf irgendeine 
typische Darstellung beziigliche Doppelintegral einfach mit I(F), ohne 
Angabe der betreffenden typischen Darstellung bezeichnen. In dem hiermit 
genau erklarten Sinne soll die Bezeichnung J(F) in der Folge verwendet 
werden. 


§ 2. 
Das Lebesguesche FlichenmaB. 


1. Eine stetige Flache heiBe eine Polyederfliche und werde mit J/ 
bezeichnet, falls sie eine Darstellung 
(47) H:e2=a2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), (u,v)CB 
der folgenden Beschaffenheit zuliB8t. Der Bereich B hat einen einfachen 
geschlossenen Polygonzug zum Rande, und kann in endlich viele Dreiecke 
derart zerlegt werden, daB in jedem dieser Dreiecke z(u,v), y(u,v), z(u,v) 
lineare Funktionen von u,v sind; eine solche Darstellung hei®e wieder 
eine typische Darstellung der Polyeaerfliche. Sind 4,, 6,,...,6, die er- 
wahnten Dreiecke von B, in welchen also z(u,v), y(u, v), z(u,v) linear 
sind, so entsprechen denselben, vermége (47), gewisse Dreiecke 4,, 4,,..., 4, 
im Raume xyz; die Summe der Flacheninhalte von 4,, 4,,..., 4, heiBe 
das elementare Flichenmap der Polyederfliche IT und werde mit H(J7) 
bezeichnet. Nach bekannten elementargeometrischen Formeln ist dann 2 (J7) 
gleich dem klassischen Doppelintegrale; da iiberdies, bei einer typischen 
Darstellung von JZ, die Funktionen z(u,v), y(u,v), z(u,v) offenbar 
einer Lipschitzbedingung geniigen, so gilt, nach II,1,8, Z(J7)=G(I7) 
=I(I7T). Daraus ist erstens ersichtlich, daB H(II) von der Wahl der 
typischen Darstellung unabhingig ist, und zweitens, daB £(J7) als Funktion 
von /7 halbstetig von unten ist®), Die Unabhangigkeit von Z(J7) von der 
Wahl des Koordinatensystems z yz ist aus elementargeometrischen Griinden 
evident. 


%) Herr Fréchet hat fiir diese letztere Tatsache einen direkten Beweis geliefert 
(La semi-continuité en géométrie élémentaire, Nouvelles Annales de Math. 3 (1924). 
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2. Es sei nunmehr F eine stetige Flache; fiir jede gegen F konver- 
gierende Polyederfolge {J7,} betrachte man lim H(IJ,). Sei L(F) die 
untere Grenze der GréBen lim E(J7,), fiir alle mégliche gegen F konver- 
gierende Polyederfolgen. Diese durch Lebesgue eingefiihrte GréBe L(F) 
heiBe das Lebesguesche Flachenmaf von F; wie aus der Definition un- 
mittelbar ersichtlich, hangt L(F) nur von der Flaiche F selbst ab. — 
Als Funktion von F ist L(F) von unten haibstetig®*). In der Tat, gilt 
F,— F, so gibt es, wie aus der Definition unmittelbar folgt, fiir jedes n 
eine Polyederflache JJ, mit den Eigenschaften 


(48) [F,,0,J<+, BU) <L(F,)++. 


Wegen [F, J7,] < [F, F,] + [F,, 11,] gilt dann I7,— F, und folglich, nach 
der Erklarung von L(F), auch lim E(JI,)>L(F). Andererseits ist, nach 
(48), lim L(F,) => lim H(//,). Zusammenfassend hat man also 
lim L(F,,) = lim E(/I,) > L(F), 

w. z. b. w. 

3. Fiir jede stetige Flache F gilt G(F)< L(F). 

Beweis. Auf Grund der Erklarung von L(F) gibt es eine Polyeder- 
folge {/7,} mit den Eigenschaften J7,— F, lim E(JI,)=L(F). Wegen 
E(IT,) = G(i1,,) und I1,1,6 folgt Lieraus 


L(F) = lim E(1,) = limG (I,) > G(F). 


Korrollar. Es gilt stets L(F)>m8(F; ), wo e« irgendeine Ebene 
bedeutet. Da nimlich L(F) und m&(F; 2) von der Wahl des Koordinaten- 
systems xyz unabhangig sind, so darf angenommen werden, daBe mit der 
xy-Ebene zusammenfillt; alsdann gilt m&(F;«) << G(F) auf Grund der 
Erklarung von G(F) und G(F)< L(F) auf Grund des soeben bewiesenen 
Satzes, woraus die Behauptung m&(F; «) < L(F) folgt. 

4. Ist F eine in typischer Darstellung vorliegende rektifizierbare 
Flache, so gilt L(F)=I(F), d.h. im Falle rektifizierbarer Flachen ist 
das Lebesguesche FlichenmaB gleich dem aus irgendeiner typischen Dar- 
stellung berechneten klassischen Doppelintegrale**), 

Beweis. Fiir jede gegen F konvergierende Polyederfolge {J7,} gilt 
nach Definition lim Z(I7,) > L(F), und wenn insbesondere lim #(JI,,) vor- 
handen ist, lim Z(J7,) > L(F). Nun aber hat Herr Rademacher im Laufe 
seiner schénen Untersuchungen iiber partielle und totale Differenzierbar- 





%°) Lebesgue, loc. cit. °). 
%) Gedcze, loc. cit. *°), a). — In diesem Satze ist insbesondere enthalten, daB fiir 
jede Polyederfliche HZ (J7) = L (17) gilt; denn nach II, 2,1 hat man H#(J7) =I (II). 
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keit einen Satz bewiesen, welcher in unserer Terminologie besagt, daB zu 
jeder rektifizierbaren Flaiche F Polyederfolgen {J7,} mit den Eigenschaften 


I, F, limE(II,)=1(F) 


konstruiert werden kénnen**), Daraus folgt nach obiger Bemerkung 
I(F)=>L(F), wahrend nach II,1,7 und II,2,3 fiir jede rektifizierbare 
Fliche I(F)=G(F)< L(F) gilt; also ist J(F)= L(F). 

5. Wir besprechen noch einen Satz, der im folgenden Paragraphen 
Anwendung finden wird, und welcher im wesentlichen besagt, daB L(F) 
ein inneres Maf ist. Es liege eine stetige Flache 


(49) F:a=a2(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), (u,v)CB 


vor. Im Bereiche B nehme man ein System B,, B,,...,B, von nicht 


iibereinander greifenden einfachen Jordanbereichen an, und man betrachte 
die durch 


F,:x=2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), (wv) CB, 


(k= 1,2,...,%) 
gegebenen stetigen Flichen. Alsdann gilt 
(50) L(F,) + L(F,)+...+ L(F,) SL(F). 


Den Beweis fiihren wir am bequemsten in den folgenden Schritten. 


a) F sei eine in typischer Darstellung vorliegende rektifizierbare 
Flache. Die in (50) vorkommenden GréBen sind dann, nach II, 2, 4, Inte- 
grale mit demselben Integranden, und die Behauptung folgt unmittelbar 
aus der gegenseitigen Lage der Bereiche B, B,, B,, ..., B,. 

b) F sei wieder eine rektifizierbare Fliche, die Darstellung (49) sei 
zwar keine typische, doch einer typischen Darstellung ahnlich. Durch eine 
topologische Abbildung von B kann man dann aus (49) eine typische Dar- 
stellung erhalten, und die behauptete Ungleichung folgt aus a) nebst der 
Tatsache, daB das Lebesguesche Flachenma8 von der Parameterdarstellung 
nicht abhiangt. 


c) F sei schlieBlich eine allgemeine stetige Flache. Nach der Definition 
von L(F) gibt es eine Polyederfolge {77,} mit den Eigenschaften 


I,—» F, B(U,) > L(F); 
man kann dabei fiir jedes m eine Darstellung von J], der Form 


JT:a=2,(u,v), y=y,(u,v), z=2,(u,v), (u,0)CB 





%8) Siehe H. Rademacher, Partielle und totale Differenzierbarkeit IZ, Math. 
Annalen 81 (1920), S. 52-68, insbesondere S. 60, Satz IX. 
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zugrunde legen derart, da8 

z,(u,v)—+2a(u,v), y,(u,v)—+y(u,v), z,(u,v)—+2(u, v) 
gilt gleichmaSig in B und da8 iiberdies die angeschriebene Darstellung 
einer typischen Darstellung von JI, ahnlich sei (1,1,4). Es bedeute 
dann F,” die stetige Flache 

Fy:2=2,(u,v), y=y,(u,0), 2=2,(u,0), (u,v) CB,, 

(B= 1, 2,...,%). 
Da jede in typischer Darstellung vorliegende Polyederfliche gleichzeitig 
eine in typischer Darstellung vorliegende rektifizierbare Flaiche ist, so kann 
b) auf die Flachen 1/,, Fy”, F,”,..., FA” angewendet werden; mit Riick- 
sicht auf L(/7,) = E(I7,) erhailt man auf diese Weise 
L(Fo)+...+L(Fx”) < B(M,). 

Da, wegen Fy" — F,,..., Fo? — F,, 


lim L(F,’) > L(F,),..., lim L(Fy”) > L(P,) 


n> x n> @ 
gilt, so ergibt sich daraus 
L(F)=lim B(H7,) > lim L (Fo) +...+im L(F{”)>L(F,) + ... + L(F), 
w. z. b. w. 
§ 3. 
Das Peanosche FlichenmaB. 

1. Es liege die stetige Fliche 
(4) F:x=2(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), (u,v)CB 
vor. Es sei B,, B,,..., B, ein System von in B liegenden, nicht iiber- 
einander greifenden, einfachen Jordanbereichen, und es seien F,, Fy, ..., F, 
die durch 

Fy:v=2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), (u,v) CB, 
(B= 1, 2,...,9) 

erklarten stetigen Filaichen. Man nehme noch » Ebenen ¢,,¢,...,¢ 
beliebig an und bilde die Summe 


m& (F,; &,)+...+m&(F,; ¢,). 
Die obere Grenze aller solecher Summen bei festgehaltener Parameter- 
darstellung, fiir alle Werte von » und fiir alle Systeme B,, B,,..., B,; 


£5 &,--+, &€,, heiBe das Peanosche FlickenmaB und werde mit P(F) be- 
zeichnet*’). Der Nachweis dafiir, daB P(F) nur von der Flache selbst 


= 8) Vel. %), 


a 
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abhdngt, sowie daB P(F) als Funktion von F von unten halbstetig ist, 
gestaltet sich analog wie bei G(F); die Einzelheiten kénnen wohl dem 
Leser iiberlassen werden. Der wesentliche Beweisgrund ist wieder der 
Umstand, da8 die FundamentalgréBe m(F;«) invariant und halbstetig 
ist. — Da bei der Erklirung von P(F) das Koordinatensystem xyz 
keine ausgezeichnete Rolle spielt, so ist P(F) auch von der Wahl des- 
selben unabhingig. 
2. Es gilt stets P(F)< L(F). 
Beweis. F sei durch (4) gegeben, und es sei 
= mR(F,; &,) +... +mR(F,; «,) 
eine derjenigen Summen, als deren obere Grenze P(F) erklart wurde. 
Dann gilt, nach dem Korrollar zu II, 2, 3, 
m & (F,; &,) < L(F,), is m&(F,; é,) < L(F,), 
und folglich, mit Riicksicht auf IT, 2, 5, 
SSL(F,)+...+L(F,)SL(F). 
Jede der fraglichen Summen ist also < L(F), und folglich gilt dies auch fiir 
ihre obere Grenze P(F). 
3. Fiir jede rektifizierbare Flaiche F gilt P(F)=I(F), d.h.im Falle 


rektifizierbarer Fldchen ist das Peanosche Flichenmaf gleich dem aus 
irgendeiner typischen Darstellung berechneten klassischen Doppelintegrale*). 


Beweis. Es sei 
F:x=2(u,v), y=y(u,v), z=—2(u,v), (u,v)CB 


eine in typischer Darstellung vorliegende rektifizierbare Fliche. Es bedeute 
{j? das Quadrat 
a, j i+1 » > 

: 45°54 (i,j =0, +1,...; n= 1,2,...), 


und, falls Q;) in B enthalten ist, F{j’ die stetige Flache 


(n), % 
Gp a"SG 


Fi :2=2(u,v), y=y(u,v), z=2z(u,v), (u,v) C Qf. 


Es bedeute schlieBlich 2{") die obere Grenze von m&(F{}; ) fir alle 
Lagen der Ebene «. Wir setzen 
z= 54%, 
ij 
(n) 


wobei, bei festem n, die Summation auf alle in B liegenden Quadrate Q;; 
zu erstrecken ist. Aus der Erklaérung des Peanoschen FlachenmaBes folgt 





3%) Gedcze, loc. cit.4"), b); vgl. indessen *). 
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unmittelbar = < P(F); nach II,3,2 gilt P/F) < L(F); da F rektifizier- 

bar ist, so hat man L(F)=J(F). Zusammenfassend ergibt sich daraus 

+, <P(F)<I1(F); zum Beweise von P(F) = I(F) geniigt es also, 
lim 2, > (F) 


n?>@ 


zu erweisen. Dies kann nun etwa wie folgt geschehen. Es bedeute y, (u, v) 
die durch folgende Vorschrift erklirte Treppenfunktion: in jedem in B 
liegenden Quadrate Qj hat y,(u,v) den konstanten Wert 


i™ 
ii 


( > 
m Q;" 





und sonst ist y, (u,v) gleich Null. ?san hat dann 
x,=Sfv,(u,v)dudv, 
B, 


unter B, das aus den inneren Punkten von B bestehende Gebiet ver- 
standen. Wir zeigen nun, da® fast iiberall in B, 


a(z,y)\* , (a(y,2)\*_, (A(z, 2) 
(51) Him yy (u, 0) & [(5025)) + (Seacey) + Garey) J 


ut 








gilt; auf Grund gelaufiger Satze der Integrationstheorie folgt dann daraus 
unmittelbar 


lim 5, = lim [f y, (u, v)dudo 
B, 


ale, ”) + (9) a(z, 2)\274 i. 
= JI (se 4) + (50555) + (se) | dade = IF). 


Die Richtigkeit von (51) ergibt sich aber wie folgt. Es sei (w,,v,) ein 
solcher Pankt von B,, in welchem z(u,v), y(u,v), z(u,v) gleichzeitig 
total differenzierbar sind; dasjenige Quadrat Q;7', welches (u,, v,) enthilt, 
werde einfach mit Q,, die entsprechende Flache FS mit F,,, und die ent- 


n) 


sprechende GréBe 5 mit 4, bezeichnet. Bedeutet noch « irgendeine Ebene, 
so hat man 








A, m & (F,; @) 
Yn (o> Yo) = 5 2 mg? 

da ja 4, die obere Grenze von m&(F,; ¢) fiir alle Lagen der Ebene « 

bedeutete. Aus dieser Beziehung folgt, mit Riicksicht auf die Ableitungs- 


formel in II,2,1, da8 limy,(u,, v,) wenigstens gleich dem absoluten 
n-?2 


Betrage der Determinante 


u Y, z, | 
z, ¥, z, 
eo” Boe 


» 





re 




















—- 
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ist, wobei 4, u, » die Richtungskosinusse der Ebene e bedeuten [und natiir- 
lich alles im Punkte (u,,v,) betrachtet wird]. Da nun durch passende 
Wahl der Ebene « der absolute Betrag der angeschriebenen Determinante 
in die rechte Seite von (51) iibergeht, so ist hiermit (51) fiir alle solche 
Punkte (u,v) erwiesen, in welchen z(u,v), y(u,v), z(u,v) gleich- 
zeitig total differenzierbar sind; also gilt (51) fast iiberall in B,, da die 
Flache F in typischer Darstellung vorliegt und daher z(u,v), y(u, v), 
z(u,v) fast iiberall in B, total differenzierbar sind. 

4. Durch Zusammenfassung der Ergebnisse in II,1,7, I1,2,4 und 
II, 3,3 ergibt sich nunmehr das Hauptresultat 


G(F) = L(F) = P(F)=1(F), 


d.h. die in der Hinleitung hervorgehobene schnittartige Bestimmung des 
Flichenmafes rektifizierbarer Flachen. 

5. Nach II, 2,3 und II,3,2 gilt fiir jede stetige Flache G(F)< L(F) 
und P(F)<L(F), d.h. die der Konstruktion von G(F) und P(F) zu 
grunde liegenden anschaulichen unteren Schranken fiir das FlaichenmaS 
sind mit den zur Konstruktion von L(F) dienenden anschaulichen oberen 
Schranken stets vertriglich; ob aber zwischen diesen unteren und oberen 
Schranken auch im allgemeinen Falle nur eine einzige Zahl Platz hat, 
d. h. ob die fiir rektifizierbare Flachen erwiesenen Gleichungen G (F) = L(F), 
P(F) = L(F) auch fiir jede stetige Flache erfiillt sind, mu8 dahingestellt 
bleiben. Die bejahende Antwort auf diese Frage wiirde bedeuten, daB auch 
im Falle eine> beliebigen stetigen Fliche das Flachenma8 sozusagen durch 
einen anschaulichen Dedekindschen Schnitt festgelegt werden kann; mit 
Riicksicht auf die auBerordentliche Mannigfaltigkeit der fiir das Flachen- 
ma8 vorgeschlagenen Definitionen wiirde dies eine Erkenntnis von prinzi- 
pieller Wichtigkeit darstellen**). 


Szeged, November 1927. 


%*) Aus den Ergebnissen meiner unter *°) zitierten Arbeit folgt leicht, daB die 
Beziehung G(F)= L(F) fiir jede in der Form z=f(z, y) darstellbare stetige Flaiche 
gilt. Die schnittartige Bestimmung des FlichenmaBes ist somit a) fiir jede rektifizier- 
bare Fliche, b) fiir jede in der Form z=/f(2, y) darstellbare stetige Fliche geleistet. 


(Eingegangen am 22. 11. 1927.) 
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Berichtigung 


zu den Arbeiten: J. G. van der Corput, ,Zum Teilerproblem*, Math. Annalen 98, 
8. 697—716, und L. W. Nieland, ,Zum Kreisproblem“, in demselben Band, 8. 717—736. 

Wie Herr S. C. van Veen uns brieflich mitteilt, ist in der genannten dem Teiler- 
problem gewidmeten Arbeit der Ubergang von (20) zu (21) nicht erlaubt, und ent- 
halt die andere erwahnte Abhandlung zwischen den Beziehungen (22) und (23) einen 
entsprechenden Fehler. Beim Teilerproblem ist in Formel (20), beim Kreisproblem ist 
in der Formel, unmittelbar nach (22), in der rechten Seite ein Summationszeichen 
iibersehen worden. Um die Beweise in Ordnung zu bringen, geniigen die folgenden 


Anderungen. 
Zum Teilerproblem. 
. logqg . 1 log q 
8. 703, Z.5 v.u. lies *> Zhog2 +2 statt *> jog 2° 


8. 705, Z. 1 v.u. und §. 706, Z.1, 2 und 3 v.o. ersetze man durch 
a~*-a~* F(ay, a) <2'+*Q.(2'Q) **.q'** F(Qy, Q), 


I 1 
2'Q<as2'*t*a 


so daB nach (20) wegen 2°*-*>q 


Da. a~* F(ay,a)< Q*” ie 248(a¥, 9) S54.) = ¢,,2°~ ** F(Qy, Q). 


a>Q i=0 


8.706, Z.11 v.o. lies Q~? state Q™? 


Z. 18 v.o. lies Q'~** F(Qy,Q) state Q™** F(Qy,Q). 


SchlieBlich andere man noch die folgenden Druckfehler : 
8.708, Z.6v.0. ies 5S state > 


a>? n>w* 
8.710, Z.4 v.o. lies |z| statt z|. 


Zum Kreisproblem. 


P logg . 1 log q 
8. 724, Z.8 v.u. les *> Diog2 + +5 statt *> Flog 


S. 729, Z.1 v.0. lies 2°*~ >4 statt 2°°>q. 


Z.2v.0. lies 2Q 3 (a! += 3) stat + (4) , 


l=0 


tr 
, 


Z.3 v.0. lies ¢,Q2{~** statt c,q$2~ 
Z.11 v.0. lies Q7* statt Q-?, 


Z.13 v.0. lies Q'~** state Q7*", 


1-2: -$S¢t 
lies (5 5 V2) statt (512) 


J. G. van der Corput. L. W. Nieland. 
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Uber adjungierte Variationsprobleme und adjungierte 
Extremalflichen. 


Von 


Alfred Haar in Szeged. 


Das Vorbild fiir die Entwicklung desjenigen Teiles der Variations- 
rechnung, in dem die unbekannten Funktionen von einer Verinderlichen 
abhaingen, war stets die Theorie der geoditischen Linien auf krummen 
Flachen, die von Gau8 begriindet und insbesondere von Darboux aus- 
gebildet wurde. Nicht nur die Untersuchungen von Jacobi und Kneser 
— an denen man den Einflu8 der Theorie der geoditischen Linien klar 
erkennt —, sondern auch die direkte Methode der Behandlung von 
Variationsproblemen, die man den beriihmten Arbeiten Hilberts verdankt, 
fuBen auf der genannten Theorie’). 


Was nun jenen Teil der Variationsrechnung betrifft, in dem die un- 
bekannte Funktion von zwei unabhingigen Verinderlichen abhiangt, so 
findet man in der Flachentheorie einen besonderen Fall desselben mit 
groBer Ausfiihrlichkeit behandelt: die Minimalflachen, deren Theorie in 
einer Reihe von klassischen Arbeiten entwickelt wurde. Dabei denken 
wir nicht an die mit diesen Flichen zusammenhingenden Existenzfragen 
(Plateausches Problem); sondern in erster Reihe an Theoreme, die sich 
mit der Minimalflache ,im kleinen“ beschiftigen, die sich also aus dem 
Verschwinden der ersten Variation ergeben. 


Es liegt nun der Gedanke nahe, diesen Teil der Flachentheorie fiir 
die Variationsrechnung niitzlich zu machen bzw. die in der Theorie der 
Minimalflachen erhaltenen Resultate auf allgemeinere Variationsprobleme 
zu tibertragen, in Analogie dessen, was fiir die Theorie der geoditischen 


1) Hilbert benutzt in erster Reihe das Beispiel der geoditischen Linie, um seine 
Methode darzulegen (Uber das Dirichletsche Prinzip, Jahresbericht d. deutschen Math. 
Ver. 8, 8. 184). 
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Linien bereits vollzogen wurde. In der Tat gelingt dies fiir Variations- 
probleme von der Form 


(1) of {r( (=, > ir )dzdy—0 


(wo der Integrand nur die Ableitungen der unbekannten Funktion ent- 
halt); dabei bedarf es natiirlich einer neuen Begriffsbildung, in analoger 
Weise wie der Transversalitatsbegriff eingefiihrt werden muBte, um die 
Theorie der geodatischen Linien auf die Variationsrechnung iibertragen zu 
kénnen. In den folgenden Untersuchungen ist es der Begriff des adjun- 
gierten Variationsproblems und der adjungierten Extremalflache, der die 
OUbertragung der Sitze iiber Minimalflaichen auf Variationsprobleme von 
der obigen Form erméglicht. 

In dem erwahnten Teil der Theorie der Minimalflachen spielt namlich 
der von Bonnet eingefiihrte Begriff der adjungierten Minimalflichen eine 
fundamentale Rolle. Freilich wird diese Zuordnung, die jeder Minimal- 
fliche eine andere Minimalfliche adjungiert, gewéhnlich in der Weise an- 
gegeben und studiert, daB man in der bekannten WeierstraBschen Dar- 
stellung der Minimalflachen (die jeder Minimalflache in bestimmter Weise 
eine analytische Funktion zuordnet) die daselbst auftretende Funktion 
einer komplexen Veranderlichen durch das 7-fache dieser Funktion ersetzt — 
eine Behandlungsweise, die zur Verallgemeinerung kaum brauchbar gemacht 
werden kann.*) Wenn man aber den Begriff der adjungierten Minimal- 
fliche von der WeierstraBschen Darstellung befreit, d.h. wenn man die 
adjungierte Flache in allgemeinen GauSschen Koordinaten untersucht, so 
gelangt man leicht zu einer solcben Form derselben, die einer Verall- 
gemeinerung auf Variationsprobleme von der oben angegebenen Art fahig ist. 

Indem man auf diese Weise zu jeder Extremalfliche des Variations- 
problems (1) eine adjungierte Flache zuordnet, gelangt man zu dem 
springenden Punkt der folgenden Untersuchungen; diese adjungierte Fliache 
ist namlich im allgemeinen Falle keine Extremalfliche des Variations- 
problems (1), wohl aber eines anderen Variationsproblems, des adjungierten 
Variationsproblems, das in einfacher Weise aus dem urspriinglichen ableitbar 
ist. Man erhalt auf diese Weise eine Zuordnung, die jedem Variationsproblem 
von der Form (1) ein Problem derselben Form zuordnet; diese Beziehung 
ist involutorisch, und das Problem der Minimalflachen ist eben dadurch 
ausgezeichnet, daB es ein sich selbst adjungiertes Problem ist (§ 1). 

Untersucht man nun die Abbildung einer Extremalfiiche von (1) auf 
ihre adjungierte Flache (§ 2), so gelangt man zu den Verallgemeinerungen 


*) Auch die urspriingliche Bonnetsche Definition der adjungierten Minimalflache 
benutzt ein ganz spezielles Koordinatensystem auf der Fliche (Comptes Rendus 1853, 
p. 582). 
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der erwahnten klassischen Satze der Theorie der Minimalflachen. Von den 
so erhaltenen Resultaten wollen wir die folgenden hervorheben: 

In der Theorie der Minimalflachen gilt der Satz, daB jede Minimal- 
fliche in ihre adjungierte verbiegbar ist. In unserem allgemeineren Ideen- 
kreis gilt der Satz, daB man auf der Extremalflache und auf ihrer ad- 
jungierten eine solche nichteuklidische MaBbestimmung, die nur von den 
entsprechenden Variationsproblemen abhingt, einfiihren kann, daB die 
fragliche Abbildung in diesem Sinne eine Verbiegung ist. Damit gewinnt 
man das Resultat, daB durch jedes Variationsproblem in ganz bestimmter 
Weise eine MaBbestimmung auf seinen Extremalflachen festgelegt ist (die 
nur in dem Falle der Minimalfiachen mit der gewéhnlichen Bogenlange 
iibereinstimmt); das Variationsintegral selbst wird der Flicheninhalt bei 
Zugrundelegung dieser Definition der Bogenlangen. Wenn man in dieser 
MaBbestimmung isotherme Parameter einfiihrt, so erhalt man ein Diffe- 
rentialgleichungssystem fiir die Koordinaten der Extremalfliche, das von 
besonders einfachér Art ist und zum Studium dieser Flachen auBerst ge- 
eignet ist. Diese Satze sind die Verallgemeinerung der bekannten Sitze 
iiber die Darstellung der Minimalflichen durch Potentialfunktionen, und 
diese Differentialgleichungen leisten — wie mir scheint — auch in der 
weiteren Theorie des Variationsproblems (1) gute Dienste. 


$1. 
Begriff und Haupteigenschaften der adjungierten Extremalfliche 
und des adjungierten Variationsproblems. 


1. Bezeichnungen und Voraussetzungen. Wir legen unseren 
Untersuchungen ein Variationsproblem von der Form 


(1) dS Sf f(z,,2%,)dxdy =0 
zugrunde und betrachten irgendeine Extremalflache z = z(x,y) desselben; 
wir setzen zur Abkiirzung*) 

2,.=P, %=q- 
Um elegantere Formeln zu gewinnen, schreiben wir die Gleichung dieser 
Extremalflache durch Einfiihrung zweier Parameter u,v in der Form 


z=é&(u,v), y=n(u,v), 2=—C(u, 0) 
und setzen 
j ¢ 
(2) p a u u 
; f & 
*) Wir bezeichnen im folgenden die Ableitungen einer Funktion durch Hinzu- 
fiigung der entsprechenden Indizes. 


Ny Su 
Ny Se 


€, % 
. 


-_ > P3 = ° 


’ Py 
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Es ist dann 
o(u,0)=2(&(u, 0), 9(u,0)) und p=—B, g=—%, 
und das vorgelegte Variationsproblem geht — wenn man noch die Bezeichnung 
(3) F(P,, Py» Ps) = Pf (—B, — B) 
einfiihrt — in das folgende Problem iiber: 
(I) SSS F(p,, Py» Py) dudv=0. 


Wir nehmen an, da8 die Integranden f(p,q) und F(p,, p,, p,) fiir alle 
in Betracht kommenden Werte der Argumente hinreichend oft differenzier- 
bare Funktionen sind; die letztere ist auBerdem homogen vom ersten 
Grade. Folglich ist 

P, Fy, + Pa Fp, + Ps Mo, = F: 


und es bestehen — wie man sich leicht iiberzeugt — die Relationen 
(3’) P,=—-h H=—-fy» Ffn=f—Pph— dh: 
Es zeigen diese Formeln, da8 die Ableitungen F,, F,., F,, homogene 
Funktionen 0-ten Grades von p,,p,, 9, sind und daher von der Wahl 
der Parameter u,v unabhiangig sind. 

2. Definition der adjungierten Extremalflache. Die Euler- 
Lagrangeschen Differentialgleichungen des Variationsproblems (I) lauten: 

















i ae he 6 OF @ OF LTE. a 
dude, ' Ovde, ° Oudyn, | dvdm  ° Budty ' vd, 
Mit Riicksicht auf die leicht verifizierbaren Relationen 
oF _|% % ar _|o & | ar _| * % | 
08 F,, F,, f On | Fp, F,,|' Obu | Fp, F,,|" 
ap_ | m%m%| aF_  |& &| or | & % 
a | F,, F,, |’ on» | Fy, F,,|’ Oey | Fy, F,,|' 


kann man diese Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen durch Ein- 
fiihrung dreier Hilfsfunktionen 


E(u,v), (u,v), F(u,v) 
(die bis auf einen konstanten Addenden eindeutig bestimmt sind) durch 
das folgende Differentialgleichungssystem erster Ordnung ersetzen‘): 


*) Es ist dies diejenige Form der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichung, die 
man aus dem Verschwinden der ersten Variation ohne die Existenz der zweiten Ab- 
leitungen der Extremalfunktion vorauszusetzen ableiten kann. Vgl. meine Arbeit ,Uber 
die Variation der Doppelintegrale“, Journal fiir die reine u. angew. Math. 149, 8S. 1—18. 
Indem ich diese Differentialgleichungen fiir den Fall der Minimalflichen aufstellte, er- 
kannte ich, daB die auftretenden Hilfsfunktionen mit den Koordinaten der Bonnetachen 
adjungierten Minimalfliche iibereinstimmen, und dieser Umstand fiihrte mich zu den 
Begriffsbildungen der vorliegenden Untersuchungen. 


a 
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E on Ny Cy ij — Ce A gE — Tn Nu 
=. F,, F,, ; ‘ Fy, F,, , ' F,, F,, ; 
(II) ; 
é ain | , be an be €. E —" é, UP 
Ea Bal eel: oe el 

















Schreibt man diese Gleichungen in der folgenden Form 
(Il) d& = F,,dn— Fy,d¢, dj = F,,d¢ — Fy, dé, df = Fy. dé — Fy, dn, 
so erkennt man unmittelbar — in Anbetracht dessen, daB die Ausdriicke 
F»,, Fp,, Fp, von der Wahl der Parameter u,v unabhingig sind —, daB 
die Flache 

a= §(u, v), y=7(u, v), z= (u,v) 
bis auf eine Parallelverschiebung eindeutig festgelegt ist, insbesondere von 
der Wahl der Parameter u,v unabbingig ist. Wir nennen diese Flache 
die in bezug auf das vorgelegte Variationsproblem adjungierte Fliche der 
betrachteten Extremaljlache®). 

Vermége der Gleichungen (III) ist nicht nur die adjungierte Flaiche 
selbst definiert, sondern es ist auch eine Abbildung dieser Flache auf die 
urspriingliche Extremalflache festgelegt, indem wir Punkte mit denselben 
Parameterwerten u,v einander entsprechen lassen. 

Wir fiihren endlich der Symmetrie wegen die folgenden Bezeich- 


nungen ein: 





























(2) 5, = |™ fy p, = f, é.| p, = é. i, 
? \ th, - ‘ ; [ é, . E i, 
Man erhilt — mit Riicksicht auf die Gleichungen (II) — 
=" | Fp, Su — Fo, Fu Fy, §u — Fo, % 3|% ou Sj & 
” = F,,. F 
" | Fp, 00 — Fy, Se Fp, é0 — Fo, Me ” ln é,, + inn .j & r 
Se u 
+F,F, |." | = F,,(P, Fp. + Pa Fo +P, Fo) = PP os 





5) Man erkennt unschwer, daB diese Definition im Falle der Minimalflachen 
Pi + pi + ps 
mit der iiblichen Festlegung der adjungierten Minimalflache iibereinstimmt. Fiihrt man 
namlich auf der Minimalfliche isotherme Koordinaten ein 
ttt mtee,  babet meet lule=0, 

so gehen die Gleichungen (II) in die folgenden iiber: 

h=—&, Nu =—M"e> f=—be, 

& = §., he = Nu, Cu=lu, 


d,h. € und £, » und %, ¢ und F sind konjugierte Potentialfunktionen; dies ist eben 
die iibliche Definition der adjungierten Minimalflaiche. 
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und in gleicher Weise die Gleichungen 


(4) D,=FF,,, p,=—FF,,, 
die zu der Proportion 
(5) Dy : De: Py = Fy, : Fy, : Fp, 


8. Definition des adjungierten Variationsproblems. Fiir das 
Folgende ist nun die Tatsache von entscheidender Wichtigkeit, daB die 
soeben definierten adjungierten Fldchen der Extremalflachen des vor- 
gelegten Variationsproblems die Ezxtremalflachen eines neuen Variations- 
problems sind, das durch das urspriingliche Variationsproblem vdllig be- 
stimmt und von der Wahl der Extremaljlaiche unabhangig ist. Wir werden 
dieses Variationsproblem — das zu dem urspriinglichen adjungierte Varia- 
tionsproblem — einfach charakterisieren und den involutorischen Charakter 
dieser Beziehung beweisen, indem wir zeigen werden, da die in bezug 
auf dieses letztere Variationsproblem adjungierten Flichen der Extremal- 
flaichen dieses Variationsproblems die Extremalflachen des urspriinglichen 
Problems sind. 

Um dies klar zu erkennen, wollen wir zuniachst z, y als unabhangige 
Variable nehmen und annehmen, da8 die Gleichung der zu der Extremal- 
fliche z= z(z, y) adjungierten Flache 

Z=€(z,y), y = F(z, y), z= €(z,y) 
auf die Form 
z= i(Z, 9) 
gebracht werden kann. Mit anderen Worten, wir betrachten einen Teil 
der Extremalflache, wo die Determinante 





= ..|% % 
Ps=|; |~ F¥s.=f(f— Pf, — af) 
von Null verschieden ist. Alsdann sind — wenn man zur Abkiirzung 


gut ge et 
Poe IS 


einfiihrt — mit Riicksicht auf die Gleichungen (2), (3’) und (4) 


a wore Se Sey 
(6) Ps Fp, [-Pf, -qf,’ 
i 

Ps Fp, f—pfp—-afe 


Es zeigen diese Gleichungen die Tatsache (die man auch aus den Glei- 
chungen (5) entnehmen kann), da die Richtung der Flachennormalen (9, 7) 
in einem Punkte der adjungierten Flache nur von der Richtung der Nor- 
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malen (p,q) im entsprechenden Punkte der Extremalfliche abhingt. Man 
verifiziert ohne Schwierigkeit die Formel 





0(p,q) _ f _ 0%, 
a(p, @) P= phy aha 7len foe); 
ist dieser Ausdruck von Null verschieden — was wir von nun an an- 
nehmen wollen —, so kann man die Gleichungen (6), die man in die eine 
Gleichung 
(6') pap +qdg—=— 2h, 
f—Pfo—afe 


vereinigen kann, nach p und q auflésen. Man erhalt eine durchsichtige 
Lésungsformel, die die Symmetrie der beiden Variablenpaare p, g und p, 7 
klar hervortreten lat, in folgender Weise: Wir denken uns p, g durch 
p, 7 ausgedriickt und definieren die Funktion f (p,q) durch die folgende 
Gleichung: 

1 


(7) (Ps 0) = F=f, = ah,’ 

dann ist, — in voller Analogie zu (6), — 

1 fp fa 

(6 [SS , 2. ——— 2, 
Oty «CO Fee 


In der Tat, bringt man die Definitionsgleichung (7) — mit Riicksicht auf 
(6) — auf die Form 
(8) f (p,q) f(B,7)=1+ pp+aq, 


so erhalt man unmittelbar 


faf+ faf=(pdp+qdq)+(pap+qdaq) 
und wegen (6’) und (7) 
a pap +qdg—fdf=f(fdp+faq), 
(9) p=ff, a@a=fh. 
Fiihrt man diese Ausdriicke von p,q in die rechte Seite der Gleichung (8) 
ein, so ergibt sich 
= 1 
7 2S. = “=? 
@) : f-~—afy 
Durch Einsetzen dieses Ausdruckes an Stelle von f in den Gleichungen (9) 
erhalt man die behauptete Gleichung (6). 
Wir kénnen unsere Formeln folgendermaBen zusammenfassen: 


Unterwirft man die GréBen p,q den Bedingungen 
(10) f+0, f—Pf,—f,+9, fypfag—fogt 9 
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und fiihrt die GréBen p,q durch die Gleichungen 





a fh “ao: 
(6) P=F=pf,-ah’ 1 T=0f,—ah’ 
die Funktion f (p,q) aber durch die — 
(7) f(D, =F Ii - he’ 
oder (was damit gleichbedeutend is 4 
(8) (p,q) f(b. 7)=1+pb+99 
ein, so wird - $ 
rn fy a | 
6 =.= 9 =>. —_s  —s 9 
°) P 7-4,-, "7-8-7, 
ferner 
= 1 
(7 = —— - 

f f-Pts—Tf; 
und 
ri Pp q 
(*) oy: ST | 

Es a daher diese Zusammenhange zwischen den Ableitungen 

= = p, — = q einer Extremalfliche des Variationsproblems 
(1) dS Sf (z,,2,)dxdy=0 


und den Ableitungen 7%2= p, 4% = 7 San adjungierten Fliche 7 = 7(Z, 7). 
Wir werden zeigen, daB diese Funktion eine Extremalfunktion des Varia- 
tionsproblems 


(1) OSS F (és, %) dz ay =0 
ist, das wir als das zu (1) adjungierte Variationsproblem bezeichnen wollen. 

4. Fortsetzung. Man kann den Zusammenhang zwischen den Inte- 
granden f(p,q) und f(j,q) des urspriinglichen und des adjungierten 
Variationsproblems in eleganter Weise geometrisch charakterisieren. Zu 
diesem Ende betrachten wir in einem Raum, in dem X, Y, Z die recht- 
winkligen Koordinaten bezeichnen, die Flaiche zweiter Ordnung 

Z*=— X*+Y¥*+1 

und denken daselbst den Integranden des urspriinglichen Variationsproblems 
durch die Flache . 


(11) Z=f(X, Y) 
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realisiert. Aus den elementaren Formeln der analytischen Geometrie ent- 
njmmt man unmittelbar, daB der Pol der im Punkte X, Y, Z dieser letzten 
Fliche gezogenen Tangentialebene in bezug auf die obige Fliche zweiter 
Ordnung die folgenden Koordinaten besitzt: 


a fr = fy zm 1 

A= 7-3-1 * "t-te "Feat, 
Durch Elimination von X, Y erhalten wir aus diesen Glcichungen 
(12) Z=f(X,¥), 


wobei f/(X, Y) eben der Integrand des adjungierten Variationsproblems 
ist. D. h. die durch die Integranden der beiden Variationsprobleme (des 
urspriinglichen und des adjungierten) festgelegten Fldchen (11) und (12) 
sind polarreziproke Flachen in bezug auf die betrachtete Flache zwetter 
Ordnung. 

Daraus erkennt man (was iibrigens schon aus der vélligen Symmetrie 
der Formeln (6), (7), (6), (7) folgt) den involutorischen Charakter des 
Adjungierens; d. h. bildet man das adjungierte Variationsproblem des Varia- 
tionsproblems (1), so gelangt man zu dem urspriinglichen (1) zuriick®). 

Unsere Formeln werden eleganter, wenn man statt der bisher be- 
nutzten x,y wieder allgemeine Parameter u,v als unabhangige Verander- 


liche einfiihrt, was — nach den Bezeichnungen in 1. — darauf hinauskommt, 
statt f(p,q) die Funktion F(p,, p,, p,) = pf (— =, _ #) als Inte- 


granden des Variationsproblems zu nehmen. In entsprechender Weise setzen 
wir fiir den Integranden des adjungierten Problems 

a Pi5..a..3.)—n.7(—2. —-B 

(3) F (Dy, Be» By) = By f ( 3’ 3): 


Die Relationen (6), (7) und (6), (7) erhalten dann die folgende einfache 
Form (mit Riicksicht auf (3’)) 


(13) p, = FF,,, p, = F F,,, p, = F F,,, 
(13) p,= FF, p=—FF,, p= FF,;,, 


die man natiirlich auch unabhangig vom Vorangehenden, wie folgt begriinden 
kann: Da namlich F,,, F,, Fp, homogene Funktionen 0-ter Ordnung sind, 


*) Auch die Ungleichungen (10) sind symmetrisch aufgebaut; denn man veri- 
fiziert unschwer die Relation 


ee - 1 \4 
(fon lea—loe) (fs5 Ga-h)=(F) , 


so daB jene Ungleichungen — mit Riicksicht auf (7) — aquivalent mit der Aussage 
sind, daB f (p,q) und f(~,7) endlich und von Null verschieden sind. 
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so kann man vermége der Gleichungen der ersten Zeile bzw. aus der Pro- 
portion p, : Dp, : Dp, = F,: Fp,: Fp, die GréBen . und = durch Vy und z 
ausdriicken; alsdann liefert etwa die dritte Gleichung F als homogene 
Funktion erster Ordnung von 9,, p,, ),.") Komponiert man die Glei- 
chungen (13) — die man auch in der Form 

pi dp, + p,dp, + p,dp, = F dF 
schreiben kann — bzw. mit p,, p,, p,, 80 ergibt sich 


PD, + P. Dy + PsP; = FF 
und daraus 


FdF + FdF = (p,dp, + p,dp, + p,dp,) + (Pp, dp, + P,dP, + Py AP). 
Folglich ist 2 
Fak = p, dp, + p,4p, + P,4D,, 
und dies ist der Inhalt der Gleichungen (13). 
Bezeichnen wir daher — wie in 2. — mit p,, p,, p, bzw. B,, Dy, Ds 
die Unterdeterminanten der aus der urspriinglichen Extremalflache bzw. aus 
ihrer adjungierten Flache gebildeten Matrix 


(* Ns *) b a ie -) 
zw. | - ; 

é, / is 4 é, i, . 
so besteht nach (5) die Proportion jp, : p,:p, = F,,! Fp,: F,,. Fiihrt man 
daher in der soeben angegebenen Weise die Funktion F (d,, By, B,) ein, 
so gilt nach (13) die analoge Proportion 
(5) P, > Py: Py = Fy, : F5,: Fy, 

Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, daB man sich auf ein solches Stick 
der urspriinglichen Extremalfliche beschrankt, da8 die Bestimmung von F 
aus den Gleichungen (13) méglich ist, d.h. daB man - und > aus der 


aus diesen entspringenden Proportion durch ze und & ausdriicken kann; 
die Bedingungen hierfiir sind in (10) bzw. in der Anmerkung *) angegeben 


worden. 

5. Die adjungierte Flache als Extremalflaiche des adjun- 
gierten Variationsproblems. Um den Zusammenhang zwischen ad- 
jungierten Flachen und adjungiertem Variationsproblem darzulegen, greifen 
wir auf die Definitionsgleichung dieser Flachen zuriick, die wir in der Form 


(Ill) d&=F,,dy—Fp,dt, dj—F,,dt—F,,dé, d&=F,,d& —Fy, dn 


”) Auf eine andere einfache Berechnung von F (j, , j,,7,) wird in 6. hingewiesen. 
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zugrunde legen, und berechnen die analog aufgebauten Ausdriicke 
F5, a7 — F5,d§, F;,d5 — F5,dé, F5,d§ — F5,47. 


Eine einfache Rechnung ergibt mit Riicksicht auf (III) und (18) die 
Gleichungen 


F,,d%) — F5,d& =F [5 (Fp, dt — Fp, dé) — p, (Fp, d§ — Fy, dn)) 
= 7 (— (PF. +PaFo.+ Paty.) GE + Fy, (p48 +p, dn + pydt)] = — dé, 
und in gleicher Weise 
(il) Fydé—Fydi=-—dyn, F, di —Fy,dq=——ad. 
Ausfiihrlicher geschrieben lauten diese Gleichungen folgendermaBen: 

















pole) scale S| See 
(I) *  |F5, F5,| “Fs, *5 “ |F5, Fs 

—,—|% *& | nat & —¢u|* % 

ney | F5, F;, |’ 7 F;, F5, , ns F5, F;, : 














Aus diesen Gleichungen folgen aber durch Elimination von é, 9, ¢ die 
Gleichungen 





























2h a _ 2 he + ant J - gE, _ ale. é, 
OwlFs Fs.) lF;, Fy.) *|Fy, F5,| | Fs, Fy 
_2|& %|_a|& % |_4 
OwlF,, Fy.) 1%, Fs)’ 








die mit den Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen des adjungierten 
Variationsproblems 


(I) dS fF (d,, By, B,)dudv=0 
iibereinstimmen. Daher sind die adjungierten Flachen tatsaichlich Lésungen 
des adjungierten Variationsproblems. 

Die Gleichungen (II) zeigen aber weiter, daB die in bezug auf das 
soeben angeschriebene Variationsproblem gebildete adjungierte Fliche der 
Extremalfliche z= £(u,v), y=7(u,v), z=€(u,v) diejenige Flache 
ist, deren Gleichung 

x= — (u,v), =—y(u,v), z=—C(u,v), 
d. h. das Spiegelbild der urspriinglichen Extremalflache in bezug auf den 
Koordinatenanfangspunkt. 
Wir gelangen daher zu dem folgenden Resultat: 
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Die in bezug auf das Variationsproblem 


(I) OS J F( Ps» Pa Ps) dudv=0 

aebildete adjungierte Flache irgendeiner Extremaljlache dieses Problems 
ist Extremaljlache des adjungierten Variationsproblems 

(I) dS fF (p,, Ds, P,) dudv=0; 

bildet man zu dieser Flache in bezug auf dieses Variationsproblem die 
adjungierte Flache, so erhdlt man das Spiegelbild der urspriinglichen 
Ezxtremaljlache in bezug auf den Koordinatenanfangspunkt; diese Flache 
ist offenbar ebenfalls Extremalflache des urspriinglichen Variationsproblems. 


§ 2. 
Uber die Abbildung einer Extremalfliche auf ihre adjungierte Fliche. 


6. Invarianz des Variationsintegrals. Wie bereits in 2. bemerkt 
wurde, es liefern die Gleichungen 


(Ill) d&=Fy,dn—Fy,dt, dj=—Fo,d¢—Fy,dt, df =F5,d&—F5,dn, 
die zur Definition der adjungierten Flache dienten, gleichzeitig eine Ab- 
bildung zwischen diesen Flaichen, indem wir Punkte beider Flachen, die 
zu denselben Parameterwerten gehéren, einander entsprechen lassen; wir 
beschaftigen uns im Folgenden mit dieser Abbildung. 


Aus der obigen Definition der adjungierten Flache entnahmen wir 
in 2. die Relationen 


(4) p,=F(D,, 2, Ps) Fp, Ba=F(D,, Pe» Ps) Fp, De=F (DP, Pes Ps) Fo, ; 


andererseits gilt auf Grund der Definition des adjungierten Variations- 
problems die Gleichung 


(13) D,= F (py, Dy, Ds) Fp, p.=F (D,, De, Ds) Fr, P= F (p,, De: Ds; ) F,- 
Folglich ist 


(14) F (py, Pa, Ps) = F (B,, Be. Ps) 
oder (fiir jedes Gebiet @): 


Sf F(m,, Po» p,)dudv— Jf F(p,, Dy, Py) dudv, 


d.h. das Integral des urspriinglichen Variationsproblems, erstreckt tiber einen 
Tel einer Extremalfliche desselben, ist gleich dem Integral des adjun- 
gierten Variationsproblems, erstreckt tiber den entsprechenden Teil der 
adjungierten Flache. 

Die Gleichung (14) gibt ein bequemes Mittel zur Herstellung des 
adjungierten Variationsproblems. Man erhalt namlich den Integranden 
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F (p,, By, Bg), wenn man aus den Gleichungen (4) p,,p,,p, durch 
PD, Dy, P, susdriickt und diese Ausdriicke an Stelle der Argumente in die 
Funktion F(p,, p,, P,) einsetzt. 

7. Entsprechende Richtungen. Aus der Definitionsgleichung (III) 
der adjungierten Flache folgt unmittelbar die Relation 


di dé +dndj+didi=0, 

d. h. jedem Linienelement auf einer Extremalflache entspricht auf der 
adjungierten Fliche ein Linienelement, das auf diesem senkrecht steht. 

8. Invarianz einer nichteuklidischen Bogenlange. Um auf 
eine wesentlich tiefer liegende Eigenschaft der fraglichen Abbildung zu 
gelangen, erinnern wir an die bekannte Tatsache, daB jede Minimalflaiche 
in ihre adjungierte Flache verbiegbar ist. Dies ist natiirlich bei allgemeinen 
Variationsproblemen nicht zu erwarten; wohl kann man aber auf der 
Extremalflache bzw. auf der adjungierten Flache eine nichteuklidische Mab- 
bestimmung, die nur von dem entsprechenden Variationsproblem abhangig 
ist, derart angeben, daB im Sinne dieser MaSbestimmungen unsere Ab- 
bildung eine Verbiegung ist. 

Um zu diesen MaSbestimmungen zu gelangen, verfahren wir, wie 


folgt: Wir bezeichnen mit a, b,c zuniachst beliebige, spaiter zu bestimmende 
GréBen und betrachten die Matrix 


adé bdn 6), 
aF,, bF,, cF,,]’ 


durch Anwendung der bekannten Laplaceschen Identitat erhalten wir — mit 
Riicksicht auf ITI — 


(a*dé* + b°dn* + c*d¢*) (a* Fo. + 6° Fo + c* F?) 
—(a* Fy, d& + b* Fy, dn +c” F,,dn)* 
_|bdn cdg \edt adé ' jadé bdy |’ 
\bF,, cF,, cF,, a Fy, | \aF,, 6 Fy,| 


= b*e* dé* + c*a*dy* + a*b* dé. 





Wir bringen auf der linken Seite das quadratische Glied zum Verschwinden, 
indem wir a” F,,, b* Fy,,c” Fp, bzw. gleich p,, p,, p, wahlen d. h. 


Pr 2 Pa Q Ps 
a=, = S 
Fp, Fp,’ 


. 


setzen; da bei dieser Wahl von a, b,c 


a* Fy, + b* Fp, +0" Fp, = P, Fp, + Pa Fo, + Ps Fo, = F 
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wird, so ergibt die obige Laplacesche Identitat 


Pr Po a2) Ps *)= Spr (% <b ay* + *% ag 


Nun liefern aber die Relationen (13), (13) in Verbindung mit der 
Gleichung (14) die Zusammenhiange 


’ a 2 Fp, Oe a Fy, : 2 Fy, 
ae) 57" Pp,’ y~* i: ) ial 


Wir kénnen daher die rechtsstehende quadratische Form auf die folgende 
Gestalt bringen 


ry Pr Pa Ps [tee (2 dg" = ag? +  aé*). 


Fp, Fp, Fp, P: Po Ps F5, "i, Fy, 





Damit gewinnen wir aber die Relation 


jet Fp, Fp, (fia et ra dn* +; pat *) 


P; Pe Ps 
aden iets = ( B dé +e Pe pa + 2 Ps dz? ); 
PiPoPs \Fp, Fp, 


und diese liefert eben das Gewiinschte. 

Wir denken uns namlich auf der urspriinglichen Extremalflache eine 
nichteuklidische MaSbestimmung derart eingefiihrt, daB das Differential 
der Bogenlinge 

2 F Fy, Fp, Fp, Pe 
dat = // ia Fo Fo ( Be ag* + Bay* + Part) 


sei und definieren in gleicher Weise auf der iad Flache als 
Differential der Bogenlange 





PhoTe.To (Be agt + 2 an*+ Bat); 
P: Po Ps Fp, Fp. Fp, 

diese beiden Definitionen sind véllig symmetrisch, indem die MaBbestimmung 
auf der Extremalflache in gleicher Weise aus der Gleichung dieser Fliche 
und aus dem urspriinglichen Variationsproblem sufgebaut ist, wie die 
MaBbestimmung auf der adjungierten Flaiche aus dieser Fliche bzw. aus 
dem adjungierten Variationsproblem. Wir sind daher zu dem folgenden 
Satz gelangt: 

Bet Zugrundelegung dieser nichteuklidischen MaBbestimmungen ist 
die Abbildung der Extremaljlache auf die adjungierte Flache eine Ver- 
biegung. 


(15 











| (15) 
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9. Das Variationsintegral als nichteuklidischer Flachen- 
inhalt. Die beiden Differentialformen ds* und d3° sind gleichzeitig reell 
bzw. rein imaginér. Denn es folgt mit Hilfe der auf Grund der Re- 
lationen (13), (13) und (14) leicht verifizierbaren Gleichung 

F Fp, Fp, Fp, F Fp, Fp, Fo, 1 

——- = =o > 0, 
P: Pe Ps P: Pa Ps F 

daB die beiden in ds* bzw. ds* auftretenden Wurzeln gleichzeitig reell 
bzw. rein imaginar sind. Wir wollen im letzteren Falle die obige Definition 
der Bogenlingen mit ¢ multipliziert als Fundamertalform unserer MaB- 
bestimmungen nehmen, um in jedem Falle reelle Bogenlingen zu erhalten. 
Dementsprechend setzen wir 


F Fo, Fp, Fo, P | F Fp, Fp, Fo, P F Fp, Fo, F; 
1 - Pi *P2*Ds a <3 — Pi: *P.*Ps Pe | Fo Fo Po, *Pi *P2 * Ds 
’ J+ Pi PoPs Mp,’ + Pr Pa Ps y,? 2 + P; Pa Ps i 


i,=|/+ F Fy, Fp, Fp, Ps 5 Py , A= ae + FFF o Pp Pe i= + PF ty, de 
Pi PoP Fp,’ PPPs Fp,’ | PiPsPs Fp, 
wo tberall das positive bzw. negative Vorzeichen zu nehmen ist; wir 
nehmen dasjenige Vorzeichen, das fiir 1,, A,,4,,4,, 4,4, reelle Werte 


liefert. Dann sind die GréBen 4,,A,, 4, bis auf ihr Vorzeichen eindeutig 
bestimmt (wir werden dariiber spater verfiigen). Da ferner — wegen (13’) — 


4,4, =441,-41,- FV, 
so wollen wir die Vorzeichen von 1,,4,, 4, derart bestimmen, da8 
(16) Ad, = 4,44 = 4,4, = 1 


ausfallt. 
Schreiben wir nun in Anlehnung an die Filachentheorie 








(17) B= thm tae, GAR +amtate, 
F* = 1, &,&, + 4g Me tg la ly 
und entsprechend fiir die adjungierte Flache 
a7) E*-aW+hN+hH, OT -LE+L+ he 
F* =1,6,8,+4,7,7, +46, 
so kann man die Integrale 
SS\ve*G*—F"|dudo baw. JS|VE*G*—F"|duav 


bei Zugrundelegung der oben angegebenen MaBSbestimmungen als die 
nichteuklidischen Flaicheninhalte der Extremalfliche bzw. der adjungierten 
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Flache betrachten. Fiir die Integranden erhalt man einen bemerkenswerten 
Ausdruck; in der Tat, wendet man die Laplacesche Identitat auf die Matrix 


th3y Vas" Wate 
Vaé, Vaan, Vagey/ 
an, so ergibt sich 
| B*G* — F**| == |A, dy ps + dgds pi + ds 4 pa | = F*, 
und wir erhalten das folgende Resultat 


Sf\Ve*a* — F*|\ dudv=ff Fdudv, 
d. h. das vorgelegte Variationsintegral, erstreckt auf einen Teil der Extremal- 
flache, ist gleich dem nichteuklidischen Flacheninhalt dieses Flachenstiickes 
bet Zugrundelegung der oben angegebenen Mafbestimmung. 


Wir bemerken noch, daB man die GréBen 1,, 4,,4, in der folgenden 
Form schreiben kann 


i,=//+- ~~ ® 4, =| + Po . Ds 4, +: 
me & Po Ps’ . —— Ps Py’ Ps P,” ne ah 


und entsprechend die GréBen 1,,1,,4,, welche Formeln den symmetrischen 
Charakter dieser GréBen zeigen. 

10. Isotherme Parameter. Ein Blick auf die Formeln (15) zeigt, 
daB die GréBen 1,, 4,, 4, homogene Funktionen 0-ten Grades von p,, p,, P; 
sind. Dies hat zur Folge — da das Verhaltnis der Funktionaldeterminanten 
P,, P,P, bei Einfiihrung neuer Veranderlichen an Stelle der u,v un- 
geaindert bleibt — daB 4,,4,,4, von der Wahl der Parameter u,v un- 
abhaingige Funktionen auf der vorgelegten Extremalflache bedeuten. 

Wir wollen nun statt u,v neue Parameter «, 


a—=a(u,v), B = B(u, v) 
derart einfiihren, daB die beiden Relationen 


Ay Ea + dana + dg ba = dy S5 + dang + dsbp 
A, EF, + 457.2 + 450,0,= 0 
bestehen. Dies ist stets méglich; denn ein klassischer Satz der Theorie 


der Differentialformen lehrt, da8 wenn «(u,v) und £(u, v) Lésungen des 
Differentialgleichungssystems 
F* ey tu — E* 7 G* a,—F* « 
b,.=< =» $= 
yE*G * _ Ft } et qt _ F*? 
bedeuten, die quadratische Differentialform 


A,d&* +4,dn*? +4,d¢* = E* du? +2F* dudv+ @* dv 








| 
| 
| 
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in O(a, B)(da* + dp”) 
iibergeht, wobei 0(a, 8) eine Funktion von a, # bedeutet. Fiihren wir 
daher solche a, als neue Parameter ein, so wird 

E* = @* *=0. 


Solche Parameter bezeichnen wir als isotherme Parameter in unserer 
nichteuklidischen MaBbestimmung auf der vorgelegten Extremalfliche, die 
Kurven « = konst. bzw. 6 = konst. aber als isotherme Kurven. 


In isothermen Parametern (in diesem Sinne) nehmen die Differential- 
gleichungen unseres Variationsproblems eine besonders einfache Gestalt 
an, die das Studium dieser Flachen sehr erleichtert. Es handelt sich dabei um 
das Analogon des bekannten WeierstraBschen Satzes, daB die Gleichungen 
einer Minimalflache in isothermen Parametern (im gewéhnlichen Sinne) 
Potentialfunktionen sind. 


Setzen wir zur Abkiirzung 

X=VA(E +88) Y=Va(na ting) Z=Vig(b, +46), 
so kann man die Gleichungen E* = G*, F* = 0, die fiir die Wahl der 
Parameter «, § charakteristisch sind, in die eine Gleichung 
(18) X*+ Y°+7°=0 
zusammenfassen. Da ferner — wegen der Invarianz unserer Bogenlinge — 
gleichzeitig auch E* = G*, F* = 0 ist, so gilt, wenn wir die entsprechende 
Abkiirzung 

X= yi,(6,+8&), Y=Vi(a,t+in), Z=Vig(F,+4¢8,) 
einfiihren, in gleicher Weise 
(19) X*+Y*+2Z*=0. 
Endlich liefert die Gleichung in Nr. 7 

di dt +dyndyi+dtdi=0 

in Verbindung mit den Relationen A, 1, = 4,4, = 4,4, = 1 die Gleichung: 
(20) XX+YY+2ZZ=0. 
Aus den Gleichungen (18), (19), (20) folgt aber ohne Schwierigkeit die 


Proportionalitat der GréBen X, Y,Z mit den GréBen X, Y, Z, d.h. es 
ist — wenn ¢ den Proportionalitiatsfaktor bedeutet — 


X=tX, Y=ty, Z=#Z. 
Um den Faktor ¢ zu bestimmen, ziehen wir die Gleichungen (II) heran, 


die wir in der folgenden Form schreiben: 
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Y Z Y Z x 
—F,—, —==-t/1iY-F,,—-F,,—.: 
-. oe 
Z - xX 
—=t71,Z=F,,— — fy, 
i 7 


ie 

7 

Aus diesem homogenen Gleichungssystem in X, Y, Z folgt das Verschwinden 
der Determinante 








F; F; 

_h 1 & 
thea 
a —9e 
"A, Va V4, 





—-— hae —(/Aw+)e m+) aw)e. 


In der soeben erhaltenen Gleichung*) fiir ¢ 


sind aber die beiden Koeffizienten einander gleich, denn man findet ohne 
Miihe 


/ F Fp, Fp, F; 
A, Fp, + 4, Fp, + 4, Fo, = ta (Ps Fe + Pa Fe, + Ps Fr) = Ardads. 
Daher ist 


#4+1=0, dht=+¢ 
und 


X=+:iX, Y=sti¥, Z=+iZ. 
Die wegen (16) damit adquivalenten Gleichungen 
E, +88 —+td (E468), Ti +iig—ttdy(n, ting), 
f.t+it,= + #4,(¢,+40,) 
zeigen zunachst, daB8 man durch passende Wahl der Vorzeichen von 4, , A,, 1, 
erreichen kann — da man iiber diese noch frei verfiigt — daB in diesen 
Gleichungen das obere Vorzeichen statthabe. Alsdann wird — da 4,,,, A, 
reell sind — 
(IV) be 48, p= Ay Ma» be Alas 
&=— 4, &,, Na = — Agng, §, = — A,c,- 


Wir sind daher zu dem folgenden Analogon des oben genannten Weierstra8- 
schen Satzes gelangt: 





é *) ¢ muB8 offenbar von Null verschieden sein, da die Annahme ¢=0 auf 
& = konst., 7 = konst., ¢ = konst. fiihrt. 
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Sind «, B in der zugrunde gelegten nichteuklidischen MaBbestimmung 
tsotherme Parameter, so nehmen die Differentialgleichungen unseres Varia- 
tionsproblems die einfache Gestalt (IV) an, wobei 4,,4,, 4, die unter (15) 
angegebenen Ausdriicke sind. 

11. Umkehrung des vorangehenden Satzes. Verstehen wir unter 
4, 44,4, die in (15) angegebenen Ausdriicke, wobei F(p,, p,,p,) eine 
homogene Funktion ersten Grades, p,, p,,p, aber die Unterdeterminanten 


der Matrix 

(* Ne s 

fe 1p Sp 
bedeuten, und sind diese Funktionen &,»,¢ solche Lésungen des Diffe- 
rentialgleichungssystems 


(IV) f= Ab» tig= Aga» b,= 450... 
f= — Ag, a= — AM» f.=—Ab,, 


fiir die 
AyE2 + dgnd + Ag62 = A,83 + dgnf + 450}, 
A, e.€g+ Ag Nap + 4g 659 = 0 


ist, so ist x= (a, 8), y=n(a, Bb), z—C(a, B) eine Extremaljliche des 
Variationsproblems 5 ff F(p,, Da, P,)dadp = 0. 


Setzt man namlich fiir einen Augenblick 
P, = 4,4,F, P, = 14,4,%, P,= i,4,7, 
so erkennt man sofort das Bestehen der folgenden Gleichungen 
P, VA, &, + Pa Vagng + Ps Vagt, = 0, P, Va, Ep + Py Vagtng + Py Vagb, =, 
+ (Pi -+ Pi + Ps) =1. 


Die vektorielle Bedeutung dieser Gleichungen besteht darin, daB 
der Vektor vom Betrage Eins (¢P,, ¢P,, ¢P,), wo e=1 oder «=¢ ist, 
senkrecht auf den Vektoren ( 72, &,, Va... V4, ¢,) und (Va, &,, Vag Mp Vas fp) 
steht, die wegen (21) von gleicher Lange sind und selbst aufeinander senk- 
recht stehen. Daraus folgt aber, daB das vektorielle Produkt des obigen 
Einheitsvektors mit jeder dieser letzteren Vektoren bis auf das Vorzeichen 
mit dem anderen dieser letzteren Vektoren iibereinstimmt; d. h. 


Va, é, == €( Py Vaqng — P, Vag); V4, = + e(P, Vaan, — P, Vag ou)> 
V4.7. = +e(P, Vases — P, Va,&,); Van "p= + e( P, Vago, — P, Vay &)s 
Vaso. =+2e(P, Va, &, —- F Vay "p)» Vago, =F e(P, Vag. — Pa Vag Ma)» 


(21) 
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wobei entweder iiberall das obere oder iiberall das untere Vorzeichen zu 
nehmen ist. Beachtet man aber die auf Grund von (15) leicht verifizier- 
baren Relationen 


P,¥4,44=+F,,, PYa4=—+h,, Yi4=—+F,,; 

so ergeben die letzten Gleichungen durch Multiplikation mit yA, bzw. 
V4, V4, in Verbindung mit dem zugrunde gelegten Differentialgleichungs- 
system _ 

a= + e( Pp, 2 — Fp.) Ea = + €( Fp, na — Fp, 6a), 

ta = + #( Fp,fp — Fo, és), Ta = + €(Fp,fa — Fy, Fa), 

Fy: = + e( Fy, és — Fy, 08); fi.=+ e( Fy, Fa “ Fy, Na) 
Diese Gleichungen lehren aber (nach den Ergebnissen in 1.), daB die 
Funktionen &,7,¢ tatsichlich eine Extremalfliche des fraglichen Varia- 
tionsproblems darstellen. Aus der Realitét der auftretender. Funktionen 
folgt iibrigens «1; daher sind £,7,£ die Koordinaten der adjungierten 
Flache oder des Spiegelbildes dieser Fliche in bezug auf den Koordinaten- 
anfangspunkt. 


12. Analogon eines Darbouxschen Satzes. Bekanntlich bewies 
Darboux den schénen Satz, daB falls zwei Flachen so ineinander verbieg- 
bar sind, daB die entsprechenden Linienelemente aufeinander senkrecht 
stehen, so sind diese Flichen adjungierte Minimalflachen. Dieser Satz be- 
sitzt in unserem Ideenkreis das folgende Analogon: 

Es seien F(p,, p,, p,) und F (p,, py, p,) die Integranden adjungier- 
ter Variationsprobleme; wir fiihren auf den gegebenen Flachen 

x=é(u,v), y=n(u,v), z=(C(u,v), 
z=E(u,v), y=F(u,v), z=—f(u,v) 
nichteuklidische MaBbestimmungen ein, indem wir die Bogenldéngen durch 
die quadratischen Differentialformen 
ds* = 1,dé* + idn*+4,d¢* 
bzw. pn ; 
ds*° =i, d&*+i,d7*+i,aF 


definieren, wobei i,,4,, 4, bew. 4,,4,,4, die in (15) angegebenen Aus- 
driicke sind (4,4, = Ag, = dg4, = 1). Ist die vorgelegte Abbildung zwischen 
beiden Flachen bei Zugrundelegung dieser Mafbestimmungen eine Verbie- 
gung und sind ferner entsprechende Linienelemente auf beiden Flachen 
stets orthogonal zueinander, so sind die gegebenen Flachen Extremalflachen 
der entsprechenden Variationsprobleme, und die eine Flache ist die ad- 
jungierte Flache der anderen oder deren Spiegelbild in bezug auf den 


Koordinatenanfangspunkt. 


a a 


re ee eee 
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In der Tat, fiihrt man auf der ersten der gegebenen Flichen — wie 
in 9. — in bezug auf die zugrunde gelegte MaSbestimmung isotherme 
Parameter «a, f ein, so daB 

E* = Abo + dant dgla = Ags + dang + 4g0p = @", 
F* = Ab ,8 4+ datattg + Aglalp = 0, 
so wird infolge unserer Annahmen gleichzeitig auch 
E* _ ae +172 + Asta = 1,& + joi + i,tg= G* — E* ar de 
F* — 4,€,8,+ 4,71, %ig + Abbe = 0. 
Setzt man wiederum zur Abkiirzung 

VA(E& +88) =X, Va(nating)=Y, Vag(b. +80.) =Z, 

V(E+t&)=X, VG ting)=Y, Va (E+ 8b) =Z, 
so lauten die obigen Gleichungen einfach 

X*+¥°+2Z°=0, X*°+Y*+2Z°=0; 
auBerdem ist — infolge der angenommenen Orthogonalitét der entsprechen- 


den Linienelemente — 2 Bo 5 
XX+YY+Z2Z=0. 


Daraus folgt wiederum — wie in 9 — 


(22) X=tX, Y=tY, Z=#Z, 
wo noch der Proportionalitatsfaktor t zu bestimmen ist. Zunichst folgt 
aus den letzten Relationen durch Quadrieren der Betrige und Addieren 
E*iG*=|t|?(#*+@"). 
Daher ist 
jt]}==1, t=cost+¢ésinzt, 
wo t reell ist. Alsdann liefern die Gleichungen (22) mit Riicksicht auf 
die Realitaét von 4,, 4,, 4, die Beziehungen 
&, =4,(¢, cos t — &, sin tr), 
= A,(7, cos t — yg 8in t), 
= 4,(¢, cos t — ¢, sin t). 
Komponiert man diese Gleichungen mit £,, ,,¢,, so ergibt sich links 
wegen der Orthogonalitaét der entsprechenden Linienelemente Null, also 


Tia 
b 


0 = E* cost — F* sint = E* cost, 
d. h. es ist cost=0 also t=+7, und wir gelangen aus (22) zu dem 
folgenden Gleichungssystem 
E=+th6, Te=tan, b=+40., 
B= Fale, Ta = Flats, C= FAalp- 
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Da ferner Z* = G* und F* = 0 ist, so lehrt der in 11. bewiesene Satz, 


daB die durch die Funktionen §(«, 8), (a, 8), ¢(«, 8) dargestellte Flache 
eine Extremalflache des Variationsproblems 


d ff F(p,, P,, p,) dadpB = 0 
ist, und die durch £, 7, € dargestellte Flache ihre adjungierte Flache oder 
deren Spiegelbild in bezug auf den Nullpunkt. 

Wir haben im Vorangehenden diejenigen Saétze der Theorie der Minimal- 
flichen auf unser zugrunde gelegtes Variationsproblem iibertragen, in denen 
nur die ersten Ableitungen der Extremalflachen auftreten. Tatsachlich erfor- 
dern unsere Siatze nicht die Existenz der zweiten Ableitungen der Extre- 
malfunktion, wie in Anmerkung *) betont wurde. Es wire aber auch von 
Interesse, solche Eigenschaften der Minimalflachen zu iibertragen, in denen 
die zweiten Ableitungen auftreten, beispielsweise zu untersuchen, wie die 
Verallgemeinerung des bekannten Bonnetschen Satzes in unserem Ideenkreis 
lautet, der die Abbildung der Kriimmungskurven der Minimalfliche auf 
die Asymptotenkurven der adjungierten Flaiche aussagt. 


(Eingegangen am 14. 12. 1927.) 
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Konvergenz und Fehlerschiitzung beim Ritzschen 
Verfahren. 


Von 


E. Trefftz in Dresden. 


1. Einleitung. 


Wenn man die direkten Methoden der Variationsrechnung in der 
Form des Ritzschen Verfahrens zur numerischen Lésung von Randwert- 
aufgaben partieller Differentialgleichungen anwendet, so begegnet man 
dem Ubelstande, daB eine befriedigende Fehlerschitzung so gut wie un- 
moglich ist. Der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen war der 
Wunsch, hier einen Fortschritt zu erzielen. Die Betrachtungen sind im 
wesentlichen Ubertragungen von Gedanken, die bei den Minimalaufgaben 
fiir endlich viele Parameter, d.h. in der Statik der statisch unbestimmten 
Fachwerke, seit Maxwell bekannt sind. Den Zusammenhang im einzelnen 
aufzuweisen, will ich mir der Kiirze wegen versagen; ebenso will ich nur 
an dieser Stelle auf die fiir die direkten Methoden der Variationsrechnung 
wichtigen Arbeiten von Courant hinweisen, die ich fiir die Ergebnisse der 
letzten Abschnitte benutzt habe. [Uber direkte Methoden der Variations- 
rechnung und iiber verwandte Fragen, Math. A salen 97 (1927), 8. 711; 
Uber ein konvergenzerzeugendes Prinzip in der Variationsrechnung, Gott. 
Nachr. 1922; Uber die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik, Math. Zeitschr. 7 (1920), 8. 1.] 

Meine Ergebnisse beziehen sich zunichst auf die Lésung der ersten 
Randwertaufgabe der linearen partiellen Differentialgleichungen vom ellip- 
tischen Typus, fiir welche bei den Gleichungen zweiter Ordnung die Rand- 
werte der gesuchten Funktion, bei denen vierter Ordnung die Randwerte 
der Funktion und ihrer Normalableitung vorgeschrieben sind. Fiir eine 
Reihe praktisch wichtiger Falle ist auch eine Ausdehnung auf gemischte 
Randwertaufgaben médglich. 
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Um die Darstellung zu vereinfachen, rede ich hauptsichlich von den 
Nifferentialgleichungen 4u—0 und 44u=0; die Ubertragung auf Dif- 
ferentialgleichungen von mehr als zwei unabhingigen Variabeln und von 
allgemeinerer Form bedarf keiner Erlauterung. 


Das Verfahren von Ritz. Wir betrachten Aufgaben der folgenden 
Art: Es sei in einer xy-Ebene ein einfach oder mehrfach zusammen- 
hangendes Gebiet 2 gegeben, das von stiickweise analytischen doppel- 
punktslosen Randkurven R begrenzt ist. Gesucht wird die Funktion 
u(x, y), welche einer linearen partiellen Differentialgleichung L(u) = 0 
im Innern von Q geniigt, auf dem Rande R vorgeschriebene Randbe- 
dingungen erfiillt, und auBerdem gewissen Stetigkeits- und Differenzierbar- 
keitsbedingungen geniigt. 

Diese Randwertaufgabe sei mit dem Variationsproblem identisch: 
Unter allen Funktionen einer gegebenen Klasse K diejenige za suchen, fiir 
welche ein ,Minimalausdruck* D(u) ein Minimum wird. Dabei gehért 
eine Funktion ,zur Klasse K“, wenn sie den geforderten Stetigkeits- und 
Differenzierbarkeitsbedingungen geniigt, und gewisse Randbedingungen er- 
fillt. (NB. Die Randbedingungen fiir die Differentialgleichung und fiir 
das Variationsproblem brauchen nicht notwendig die gleichen zu sein.) 

Beim Ritzschen Verfahren konstruiert man Naherungslésungen fiir 
dieses Variationsproblem von der Form: 


(1) v,, (2, Y)=%(t,y¥)+ 2%, 99(2 y). 


Die Funktionen g,(z, y) werden dabei so gewahlt, da8 die fiir das Varia- 
tionsproblem vorgeschriebenen Randbedingungen bei beliebigen Koeffizien- 
ten c, er-iillt sind (z. B. bei gegebenen Randwerten so, daB g,(z,y) die 
gegebenen Randwerte annimmt, und da8 alle iibrigen g,(x,y) (g@>1) 
auf dem Rande verschwinden.) AuBerdem miissen die Funktionen g, (x, y) 
stetig, hinreichend oft differenzierbar und von solcher Allgemeinheit sein, 
da8 jede konkurrenzfahige Funktion mit den erforderlichen Differential- 
quotienten beliebig genau approximiert werden kann. 

Die Koeffizienten c, in dem Ansatz (1) werden dann so bestimmt, 
da8 der Minimalausdruck D(v,) méglichst klein wird. Man erhalt auf 
diese Weise eine Folge von Naherungsfunktionen, von der zu zeigen ist, 
da8 sie mit wachsendem n gegen die Lésung u(x, y) des Variationspro- 
blems konvergiert. 

Wir beschaftigen uns im folgenden mit der Frage der Konvergenz 
und der Fehlerschitzung fiir dieses Verfahren. Der Einfachheit wegen 
setzen wir die Existenz einer Lésung fiir das gegebene Variationsproblem 
voraus; es wiirde nicht schwierig sein, die Betrachtungen zu einem Exi- 
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stenzbeweis zu erweitern, es wiirde aber nichts wesentlich Neues dabei 
herauskommen, héchstens eine Vereinfachung bekannter Beweise. 

Zur Abkiirzung will ich noch einige Bezeichnungen einfiihren. Fiir 
die Anwendung des Ritzschen Verfahrens denken wir uns das System der 
approximierenden Funktionen fest gegeben. Eine Funktion der Form 


G (2%, ¥) + s C,9,(,y), die mit beliebigen Koeffizienten c, gebildet ist, 
1 
werde eine ,,Funktion der Klasse K,“ genannt. Durch die Gleichung 


(2) lim K, = K 

wollen wir ausdriicken, da8 irgendeine konkurrenzfahige Funktion bei hin- 
reichend hohem n mit beliebiger Genauigkeit angenahert werden kann, 
insbesondere auch, daB die untere Grenze des Minimalausdruckes fiir die 
Funktionen der Klasse K, mit wachsendem n gegen die untere Grenze 
des Minimalausdruckes aller konkurrenzfahigen Funktionen konvergiert. 
Das Ritzsche Verfahren liefert dann fiir jedes n eine strenge Lésung des 
Variationsproblems, wenn der Bereich der zulissigen Funktionen auf die 
Klasse K, beschrankt wird. 

Was nun die Konvergenz des Verfahrens angeht, so steht zunachst 
nur fest, daB der Minimalausdruck selbst gegen seine untere Grenze kon- 
vergiert, wenn lim K, = K ist. Um auch die Konvergenz der Funktions- 
werte selbst zu untersuchen, werde ich jeden einzelnen Wert der Lésung 
an irgendeiner Stelle £, 7 durch die Minimalwerte (d. h. untere Grenze 
eines Minimalausdruckes) fiir gewisse abgeadnderte Variationsprobleme — 
die sogenannten ,Nebenprobleme“ — darstellen. Daraus wird sich als 
Ergebnis des ersten Abschnittes ein Konvergenzkriterium ergeben. Ich 
zeige dann noch, wie fiir die gegebenen Variationsprobleme der Fehler des 
Minimalwertes (= Abweichung des Minimalausdruckes der n- ten Naherungs- 
lésung von dem wahren unteren Grenzwert) abgeschitzt werden kann. — 
Stellt man dann die Funktionswerte durch die Minimalwerte geeigneter 
»Nebenprobleme“ dar und schitzt die letzteren ab, so ist die Fehlerab- 
schitzung fiir die Funktionswerte geleistet. 


2. Der Grundgedanke des Konvergenzbeweises. 


Mechanische Betrachtung. — Wenn man eine am Rande eingespannte 
Platte durch Kriafte senkrecht zu ihrer Ebene auf Biegung beansprucht, 
so entspricht jeder Durchbiegung u(x, y) eine bestimmte Verzerrungs- 
energie A (Formanderungsarbeit). Die Durchbiegung u(z, y) der Gleich- 
gewichtslage ist dadurch ausgezeichnet, da8 bei einer Variation (virtuellen 
Verschiebung), welche die Einspannungsbedingungen nicht verletzt, die 
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Erhéhung der Verzerrungsenergie gerade von der Arbeit der AduBeren 
Kriifte bestritten wird, so daB in Summa keine Arbeit erforderlich ist, 
um aus der Gleichgewichtslage heraus eine virtuelle Verschiebung vorzu- 
nehmen. Ist die Belastung pro Flacheneinheit der Platte p(x, y), so ist 
ihre Arbeit bei der Verschiebung du gleich f f pédudxdy, so daB also 
fiir die Gleichgewichtslage bei jedem du 


6A = Sf pdudxdy 
oder 


(3) A—JSf pudzdy = Minimum 


werden mu. Mit den gegebenen Randbedingungen (Einspannung) legt 
dieses Variationsproblem die Gleichgewichtslage fest. Der zum Minimum 
zu machende Ausdruck wird die potentielle Energie des Systems genannt. 
Fragen wir nun nach dem Wert der potentiellen Energie im Gleichge- 
wichtszustande, so bemerken wir (durch partielle Integrationen oder gleich- 
wertige mechanische Betrachtungen), daB im Gleichgewichtsfalle die soge- 
nannte ,Arbeit der auBeren Krifte“ f f pudzxdy gerade doppelt so grof 
ist wie die Formanderungsarbeit, so da8 der Minimalwert der potentiellen 
Energie beim Gleichgewicht bis auf das Vorzeichen mit der Formanderungs- 
arbeit iibereinstimmt. 

Um nun bei einer gegebenen Belastung p(x, y) die Durchbiegung an 
einer bestimmten Stelle &, 7 zu untersuchen, rufen wir eine besondere vir- 
tuelle Verschiebung dadurch hervor, daB wir am Punkte &, 7 eine zusitz- 
liche Einzelkraft von der GréBe e« anbringen. Die neue Gleichgewichts- 
lage v(x, y) ist dann durch das Minimum des Ausdrucks 


(4) A— JJ pudxdy — ev(é, n) 

bestimmt; es ist einfach zur Arbeit der auBeren Krafte der von der Zu- 
satzkraft herriihrende Teil ev(é, 7) hinzugekommen. Wir kénnen nun den 
Minimalwert der potentiellen Energie fiir das dergestalt modifizierte Pro- 
blem in einer einfachen Weise ausdriicken. Da die Differentialgleichung 
linear ist, so superponiert sich die von der Zusatzkraft hervorgerufene 
Zusatzdurchbiegung einfach iiber die von der Belastung p(z, y) herriihrende 
urspriingliche Durchbiegung. Die gesamte Formanderungsarbeit kénnen 
wir dann in folgender Weise berechnen. Wir bringen zunachst die Zusatz- 
kraft « auf — es kommt auf die Reihenfolge der Belastung ja nicht an —; 
sie ruft eine Durchbiegung eG (xy, &) hervor, und leistet bei allmahlichem 


Aufbringen die Arbeit £@(&,&). G@(xy,§») ist dabei die Durch- 


biegung, die eine im Punkte ¢, 7 wirkende Kraft von der GréBe eins her- 
vorrufen wiirde, oder mathematisch gesprochen, die Greensche Funktion 
unseres Randwertproblems. Bringen wir jetzt die gegebene Belastung 
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p(x,y) auf, so ruft sie die eigentlich gesuchte Durchbiegung u(x, y) her- 
vor, und leistet dabei selbst die Arbeit ff pudazdy, die genau so groB 
ist, wie wenn die Zusatzkraft nicht vorhanden wire. AuBerdem leistet 
aber die vorher angebrachte Zusatzkraft « noch die Arbeit ew(é, 7), weil 
ihr Angrifispunkt sich um das Stiick u(é,7) senkt. Es wird somit die 
gesamte Formanderungsarbeit 


(5) A=FG(En, En) +eu(En) +z ffrudedy, 


welche bis auf das Vorzeichen den Minimalwert der potentiellen Energie 
angibt. 

Wir kénnen nun den gesuchten Funktionswert u(&, 1) durch solche 
Minimalwerte darstellen, wenn wir einmal die Kraft + «, dann die Kraft 
—e als Zusatzbelastung anbringen, also einmal belasten, und dann ent- 
lasten. Die Formanderungsarbeit wird dann 


bei Belastung A(+ e) = (En, én) + eul(é, n)+5ffpudzdy, 


bei Entlastung A(—e)=5G@(Ey, éy)—eu(E,n) +5) f pudedy. 
Der gesuchte Funktionswert 
u(&,1)=9,{4(+«) — 4(—¢)} 


erscheint somit durch die Minimalwerte der ,,Nebenprobleme“ ausgedriickt, 
wobei wir unter dem ,Nebenproblem“ das Variationsproblem verstehen, 
welches die Gleichgewichtslage unter Wirkung der urspriinglichen Last 
p(x,y) und der Zusatzlasten + ¢ bzw. —e charakterisiert. 


3. Mathematische Formulierung des mechanischen Gedankens. 


Um die Tragweite des eben entwickelten Gedankens iibersehen zu 
kénnen, will ich ihn in rein mathematischer Form darstellen. Dabei will 
ich den Giiltigkeitsbereich nicht im einzelnen abgrenzen, da ich die Be- 
trachtungen weiterhin vor allem als heuristisches Hilfsmittel benutze. In 
den hier interessierendern Fallen kann ihre Giiltigkeit ohne Schwierigkeit 
durch unmittelbare Rechnung bestatigt werden. 

Es sei die Aufgabe gegeben, aus einer durch Randbedingungen oder 
dergleichen festgelegten Klasse K von Funktionen die Funktion u (2, y) 
herauszusuchen, welche einen Ausdruck D(u) zum Minimum macht. Die 
Existenz der Lésung werde vorausgesetzt, Die klassische Methode der 
Variationsrechnung besteht dann darin, da8 man neben der Lésung u eine 
einparametrige Schar v(z,y,¢) von Funktionen der Klasse K betrachtet, 
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die so beschaffen ist, daB 
(7) fir e=0 v(x,y,0)=u(z,y) 


ist. Vergleicht man nun den Wert des Minimalausdruckes fiir die Funk- 
tionen v mit dem von der wahren Lésung u erreichten Minimalwert D(x), 
so lautet die Minimalbedingung: 
(8) Sine Lu 


zs = 0. 


Man erhilt die zu dem Variationsproblem gehérige Differentialgleichung, 
wenn man die Funktionen v in der Form 


v=u+edu 


ansetzt. In den mechanischen Anwendungen, wo u eine Verschiebungs- 
gréBe ist, kommt das darauf hinaus, da8 man eine Schar von virtuellen 
Verriickungen betrachtet, die simtlich einer gegebenen Funktion proportional 
sind. Hier wollen wir die Vergleichsfunktionen dadurch erzeugen, da8 wir 
an irgendeinem Punkte £,» eine Einzellast e anbringen, durch welche die 
Gleichgewichtsverschiebung variiert wird. Das stellt sich mathematisch 
in folgender Form dar: 


Wird von der Lésung unseres Variationsproblems der Ausdruck D (u) 
zum Minimum gemacht, und wollen wir den Funktionswert u(é,7) an 
einer bestimmten Stelle &,7 berechnen, so betrachten wir auBer dem ge- 
gebenen Variationsproblem das ,,Nebenproblem“, unter den Funktionen der 
Klasse K diejenige zu bestimmen, welche den Ausdruck 


(9) N(v) = D(v) + ev(é,n) 


zum Minimum macht. Die Lésungen des Nebenproblems v(x, y,e), die 
noch von dem Parameter « abhingen, seien die Vergleichsfunktionen fiir 
das urspriingliche Variationsproblem. Die Bedingung, daB die Vergleichs- 
funktion v fiir den Wert «—0 mit wu iibereinstimmen soll, ist erfiillt. 
Nun ist 

oN oD dv(é, 
(10) fem Ge tO ge + (EM). 
Wegen der Minimaleigenschaft von u wird fiir «= 0, v= u, - =0 
(11) alo e=0, “*—u(é,n). 
Wir erhalten also den gesuchten Funktionswert von u, indem wir den 
Minimalwert des Nebenproblems an der Stelle «= 0 nach « differenzieren. 
Voraussetzung ist natiirlich, daB das Nebenproblem auch wirklich eine 
Lésung hat und da8 diese zur Klasse K der fiir das urspriingliche Problem 
zugelassenen Funktionen gehdrt. 


| 
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Wir richten unser Augenmerk vor allem auf diejenigen Fille, in welchen 
der Minimalausdruck einen quadratischen Differentialausdruck enthalt, und 
demgema8 die Differentialgleichungen linear sind. Fiir diese setzt sich die 
Lésung v(2,y,¢) des Nebenproblems aus der Lésung wu des urspriinglichen 
Problems und der durch einen passenden Faktor normierten Greenschen 
Funktion G(xy,&m) in der Form 


(12) v(z,y,e) = u(x, y) —eG(ry, Fn) 


zusammen. Der Minimalausdruck N wird infolgedessen eine quadratische 
Funktion von e: 


(13) N(e)= D(u) +eu(&,9)— <G(En,én), 


so daB wir den Differentialquotienten = durch den Differenzenquotienten 


1 \ 

u(,n) = 9.{N(e)—N(—e)} 

ersetzen kénnen. 
Damit erhalten wir zur Bestimmung des Funktionswertes w(z, y) fol- 
gende Regel: Wir betrachten auBer dem Hauptproblem 
D(u) = Min. 

die beiden Nebenprobleme 

N(v)= D(v) + v(&,) = Min. 
und 

N(v) = D(v) — v(é,7) = Min. 
Sind die Minimalwerte der Nebenprobleme N(-+-1) und N(— 1), so ist 


(14) u($,9) = 5 {N(+ 1) — N(—1)}. 


Der Vorteil dieser Darstellung, wo der Funktionswert durch die Minimal- 
werte der Nebenprobleme ausgedriickt erscheint, ist vor allem, da8 die 
Frage nach der Konvergenz der Ritzschen Minimalfolge damit auf die viel 
einfachere Frage nach der Konvergenz der Minimalwerte selbst zuriick- 
gefiihrt werden kann. An dem Beispiel der Gleichung 44u=—0 wollen 
wir jetzt zeigen, daB die Lésbarkeit des Nebenproblems gesichert ist, 
wenn die Greensche Funktion im singularen Punkte endlich bleibt, und 
da8 dies auch fiir die Konvergenz des Ritzschen Verfahrens hinreicht. Der 
allgemeine Beweis erfolgt nur mit mehr Schreibarbeit so genau analog, 
daB sich seine besondere Darstellung eriibrigt. 


4. Variationsprobleme mit lisharem Nebenproblem. 44u=0, 


Als Beispiel einer Randwertaufgabe, fiir welche das zugehérige Varia- 
tionsproblem ein lésbares Nebenproblem besitzt, betrachten wir die Rand- 
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wertaufgabe der Gleichung 
(15) AAu=0. 


Wir suchen eine Funktion, welche im Innern eines gegebenen Gebietes 2 
dieser Differentialgleichung geniigt und auf der Randkurve die vorgeschrie- 
benen Randwerte 

bu 


(16) u=f(s), S¥=g9(s) 


annimmt. Das zugehérige Variationsproblem verlangt, bei den gleichen 
Randwerten das Integral 


(17) zffautdray 


zum Minimum zu machen. Den Punkt, fiir den wir den Funktionswert 
bestimmen wollen, wahlen wir zum Koordinatenanfang, und bezeichnen 
die Funktionswerte an diesem Punkte einfach durch den Index 0. Die zu 
diesem Punkte als singulirem gehérige Greensche Funktion sei G(z,y); 
sie geniigt als Funktion von z und y der Differentialgleichung 44G = 0 
und hat im Nullpunkte eine Singularitat 


(18) G = r*lnr + reg. F. 
und die Randwerte 
aG 


Zu dem Variationsproblem gehért das Nebenproblem: bei den gleichen 
Randwerten wie oben den Ausdruck 


(20) N=5[[4v%dady+er 


zum Minimum zu machen. 
Wir zeigen nun zunichst, daB die Lésung des Nebenproblems 


(21) v(z,y)= u(x,y) —eG(2,y) 


ist, wo u(z,y) die Lésung der urspriinglichen Randwertaufgabe ist. Das 
rechnen wir einfach aus, indem wir in iiblicher Weise den Nullpunkt durch 
einen Kreis von verschwindendem Radius ausschlieBen. Betrachten wir 
auBer der Lésung v irgendeine andere Funktion 


(22) w=v-+ dv, 
welche die gleichen Randbedingungen erfiillt, so daB am Rande 
(23) bv— 0 


ist, welche iiberall stetige Differentialquotienten besitzt, und deren zweite 





A 
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Differentialquotienten héchstens so unendlich werden, daB das Integral 
Sf {4é6v}*daxdy existiert, so ist: 


(24) ; f4w*dedy = 5f Av*dady + [[4vddvdedy 


os 5) [4e0*dxdy. 


Mit der bekannten partiellen Integration wird das mittlere Integral um- 
geformt 


(25) [f4vddvdedy= ffov4do dedy + [vas — fav? ae. 


Das Flachenintegral fallt wegen 44v=—0 fort. Die Randintegrale liefern 
wegen (23) keinen Beitrag, soweit sie vom eigentlichen Rande herriihren. 
Der. kleine Kreis um den Nullpunkt liefert wegen der Singularitaét der 
Greenschen Funktion den Beitrag 


eae 


— 60, |= ds = — edu) = — e(w, — %). 


Setzen wir dies in (24) ein, so ergibt sich 
(26) 5) [4w*dzdy + ew=5 f4o%dzdy+en+ 5 [400% dedy. 
D. h. fiir die Funktion w ist der Minimalausdruck 


N=5ff4w%dzdy +ew, 


tatsichlich gréBer als fiir v. Da w eine beliebige konkurrenzfahjge Funktion 
ist, ist also gezeigt, daB v das Nebenproblem tatsichlich lést. Berechnen 
wir den Wert des Minimalausdrucks fiir die Lésung v, so erhalten wir 
durch die gleichen partiellen Integrationen 


(27) N(e)=5 f4utdedy+eu— FQ. 


Damit das Nebenproblem wirklich eine Lésung hat, d. h. der Minimal- 
ausdruck eine endliche untere Grenze, ist offenbar erforderlich, daB die 
Greensche Funktion im singuliren Punkte endlich bleibt. 

In Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der friiheren Abschnitte 
erhalten wir zur Ermittelung des gesuchten Funktionswertes 


(28) u(0) = 5{N(+1)— N(—D}, 


d. h. wir bilden einmal fiir e=-++ 1, dann fiir e = — 1 die Minimalwerte 
der Nebenprobleme und bekommen den Funktionswert in der halben 
Differenz. 
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5. Konvergenz des Ritzschen Verfahrens. 
Wir bleiben bei dem Beispiel der Randwertaufgabe fiir 44u —0, mit 
den gegebenen Randwerten u = f(s), - =g(s) und dem zugehérigen 
Minimalproblem ; f4u dxdy = Min. Gegeben sei ein hinreichend all- 


gemeines Funktionensystem g,(z,y), 9;(%,Y), Gq(%,y) usw., wo q,(x,y) 
mit seiner Ableitung die vorgeschriebenen Randwerte annimmt und die 
iibrigen g(x,y) mit ihren Normalableitungen auf dem Rande verschwinden, 
so daB jede Funktion der Klasse K, d.h. jede Funktion der Form 


(29) 0, (2, Y) = %(2,y¥) + 3,9, (2,4) 


die Randbedingungen erfiillt, also zur Klasse K der konkurrenzfahigen 
Funktionen gehért. Das Ritzsche Verfahren konstruiert die n-te Naherungs- 
lésung in der Weise, daB innerhalb der Klasse K, das Variationsproblem 
streng gelést wird; d. h. die Koeffizienten werden so bestimmt, daB das 
Integral ff Avgdady méglichst klein wird. 

Nun setzten die Betrachtungen des dritten Abschnitts nichts iiber die 
zuldssigen Funktionen voraus, sie sind also unmittelbar auf unseren Fall 
anwendbar; auch alle Existenzfragen fallen fort, da es sich hier nur um 
eine Minimumsaufgabe endlich vieler Parameter handelt. 

So erhalten wir, wie man auch durch direkte Rechnung ohne weiteres 
bestatigen kann, das folgende Resultat: 

Bezeichnen wir die Minimalwerte des Nebenproblems mit WN, (+ 1) 
und N,(— 1), wenn wir nur die Ritzschen Naherungsfunktionen bis zum 
Index n, also die Klasse K, zulassen, so wird der n-te Naherungswert 


¢ ‘ 1 

(30) v, (§,9) = 5 {N,(+ 1) — N, (- 1)}. 

Andererseits haben wir im vorigen Abschnitt bewiesen, da8 
1 

(31) u(&n) =4{N(+ 1) —N(—1)} 


ist, wo N(-++1) und N(—1) die Minimalwerte der Nebenprobleme sind, 
wenn alle zulissigen Funktionen zum Vergleich herangezogen werden. Aus 
diesen beiden Darstellungen folgt die Konvergenz des Ritzschen Verfahrens 
sofort. Beziiglich der approximierenden Funktionen ist namlich voraus- 
zusetzen, daB 


lim K, = K, 
also mr ° 


n>@ 
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Haben die Funktionen g diesen Grad der Vollstandigkeit, so ist 
(33) lim v,, (&, 4) = u(é, m). 
n?>@ 


Das Ritzsche Verfahren konvergiert also. Wir kénnen sogar zeigen, dab 
es gleichmaBig konvergiert. Die Minimalwerte der Nebenprobleme sind 
nimlich als Funktion von & und » stetige Funktionen, die durch die eben- 
falls stetigen Funktionen N,(-+-1) und N,(—1) monoton approximiert 
werden. Nun ist aber nach einem Satze von Dini eine Folge von stetigen 
Funktionen gleichmaBig konvergent, wenn sie eine stetige Funktion mono- 
ton approximiert. (Ich verdanke Herrn Kowalewski den Hinweis darauf, 
da8 sein Beweis dieses Satzes auch fiir mehrere Verinderliche giiltig bleibt. ) 
Damit ist die gleichmaBige Konvergenz des Ritzschen Verfahrens bewiesen. 

Ich bemerke noch, da8 unsere Betrachtungen auch fiir gemischte 
Randwertaufgaben und ihre Variationsprobleme unverindert ihre Giiltigkeit 
behalten. Nur tritt im Minimalausdruck im allgemeinen noch ein Rand- 
integral auf, und mit den Randbedingungen fiir die gesuchte Funktion 
andern sich auch diejenigen fiir die Greensche Funktion. Es gilt ganz 
allgemein der folgende Satz: 


Das Ritzsche Verfahren konvergiert bet hinreichender Vollstandigkeit 
der approximierenden Funktionen immer dann gleichmdfig, wenn die 
Greensche Funktion im singuldren Punkte G(&n,&n) endlich bleibt und 
eine stetige Funktion von — und y ist. 


6. Variationsprobleme mit nicht léisbarem Nebenproblem. 4u = 0. 


Wenn man die oben fiir die Gleichung 44u=0 angestellten Be- 
trachtungen auf den klassischen Fall der Gleichung 4u=—0 iibertragen 
will, so stéBt man auf die Schwierigkeit, daB die Greensche Funktion im 
singularen Punkte logarithmisch unendlich wird, d. h. dab das Neben- 
problem keine Lésung mehr hat. Man verdankt Courant einen Vorschlag, 
der diese Schwierigkeit behebt. Anstatt nimlich in der klassischen Weise 
bei gegebenen Randwerten das Dirichletsche Integral 


(34) D(u)=3 J grad? udady 


zum Minimum zu machen, sucht man diejenige Funktion, welche bei den 
gleichen Randbedingungen den Ausdruck 


(35) D(u)+aff dutdxdy 
zum Minimum macht. Da die Lésung des ersten Problems 4u = 0 ergibt, 
so muB dieselbe auch das erweiterte Problem bei beliebigem 4 lésen. In 


der erweiterten Gestalt entspricht dem Variationsproblem aber eine Diffe- 
Mathematische Annalen. 100 33 
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rentialgleichung vierter Ordnung vom Typus der Gleichung 44u=0, 
fiir welche die Greensche Funktion im singuliren Punkte endlich bleibt, 
so daB die Konvergenz des Ritzschen Verfahrens gesichert ist. — Die 
Methode hat den Nachteil, in der numerischen Rechnung komplizierter zu 
werden. Es sei deshalb hier auf eine Methode hingewiesen, die im Grunde 
genommen auf die Courantschen ,,Glattungsverfahren“ hinausliuft, und die 
es gestattet, die Funktionswerte auch dann noch zu bestimmen, wenn das 
Ritzsche Verfahren nicht konvergieren sollte. Ich zeige zu diesem Zwecke, 
da8 beim Ritzschen Verfahren jedenfalls das iiber ein beliebiges Kurven- 


stiick C genommene Integral / v, de konvergiert. Nimmt man einen Kreis, 


so erhalt man den Mittelwert auf demselben, also den Funktionswert im 
Mittelpunkt. Um die Konvergenz nachzuweisen, betrachtet man — stets 
bei den gegebenen Randbedingungen — neben dem eigentlichen Variations- 
problem: 


(36) D(u) =f ferad*u de dy = Min. 
das Nebenproblem 
(37) N(v)= D(v)+¢f ods = Min. 


Ist N(e) fiir ein gegebenes ¢ der Minimalwert des Nebenproblems, so zeigt 
man genau, wie es im dritten Abschnitt fiir den Funktionswert gezeigt 
wurde, daB 


(38) fuds— bei «= 0 
c 


ist, oder da es sich wieder um lineare Probleme handelt, so daB N eine 
quadratische Funktion in « wird, 


(39) ude = 3{N(+1)— M(—1)}. 
Cc 


Da hier nichts spezielles iiber die Klasse der zugelassenen Funktionen aus- 
gesagt ist, gilt diese Formel auch fiir den eingeschrankten Funktions- 
bereich der Klasse K,, d.h. es ist fiir die n-te Ritzsche Naherungslésung 


(40) fe.de=5{N, (+1) — N,(—1)}. 

ce 
Nun hat in diesem Falle das Nebenproblem eine Lésung; ich will das 
nicht beweisen, die Lésung des Nebenproblems liefert bei gegebener Rand- 
verschiebung die Deformation einer Membran, welche lings der Kurve 0 
durch eine Last eins pro Langeneinheit belastet ist, und es ist bekannt, 
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daB das eine endliche Durchbiegung ergibt. Es folgt also genau wie 
friiher 


(41) lim N, = N 
n?>@ 
und somit 
(42) lim fv,ds=fude. 
n> @ c 


SchlieBlich sei noch auf eine Methode hingewiesen, die zwar nicht un- 
mittelbar zum Ritzschen Verfahren in Beziehung steht, die aber niitzlich 
wird, wenn man durch irgendein zeichnerisches oder rechnerisches Ver- 
fahren eine Naherungslésung kennt und nun einzelne Werte der Funktion 
oder ihrer Ableitung auf ihre Genauigkeit priifen will, insbesondere dann, 
wenn es wesentlich auf einzelne Funktions- oder Ableitungswerte ankommt, 
wie z. B. in der Potentialtheorie ebener Fliissigkeitsstrémungen. 

Betrachtet man den Ausdruck (13) fiir den Minima!wert des Neben- 
problems 


N(e) = D(u) + eu(é,) —$@(En, én) 


und die daraus entnommene Formel (14) 
u(é,)=>{N(+1)—N(-1)}, 


so sieht man, daB sich der unendlich werdende Teil G(é, én) forthebt, 
und der Gedanke liegt nahe, diese Singularitét von vornherein abzuziehen. 
Man erhalt das folgende Ergebnis, das ich der Kiirze wegen auf dem ein- 
fachsten Wege ableite. 

Es werde wieder die Funktion u gesucht, welche bei gegebenen Rand- 
werten die Gleichung 4u = 0 befriedigt. Insbesondere soll der Funktions- 
wert an einem bestimmten Punkte é,7 gefunden werden. Stellen wir 
diesen Funktionswert in der iiblichen Weise durch die Randintegrale dar, 


(48) Qau(t,n)— fu 2" de— fine de, 





so kann bei gegebenen Randwerten das erste Integral rechts ausgewertet 
werden. Nun bezeichnen wir durch y(z, y) diejenige zunachst unbekannte 
Potentialfunktion, welche am Rande die Werte 


(44) y=-—lInr 
annimmt. Dann wird das zweite Integral, wegen 4u = 0, 


(45) —finrds= fy sede = ff gradu grad y dx dy 


= { [ferad®(u+y) dx dy — 5 [fgrad*(u—y) dx dy. 
88* 
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Diese beiden Integrale lassen sich nun aber durch die Minimalwerte der 
folgenden Variationsprobleme darstellen, nimlich: den Ausdruck 


(46) Sf grad? wdxdy 
zum Minimum zu machen, wenn die Funktion w am Rande die Werte 
(47) w=utinr 


annimmt. Es ist damit auch hier der unbekannte Teil des Funktions- 
wertes durch die Minimalwerte geeigneter ,Nebenprobleme“ ausgedriickt, 
und die Abschitzung der Genauigkeit des Funktionswertes auf die Ab- 
schitzung von Minimalwerten zuriickgefiihrt. Diese Methode ist weniger 
einfach als die friihere, dafiir 148t sie auch die Bestimmung der Ableitungen 
zu. Schreiben wir z. B. fiir 


(48) an Sta F fur ds— fas, 
é og ov 


é Ov o€ 


so erhalten wir das unbekannte zweite Integral auf die gleiche Weise wie 
oben, wenn wir jetzt fiir y die Potentialfunktion nehmen, welche auf dem 
Rand die Werte 

(49) pile 

annimmt. Die gleiche Betrachtung ist auch auf alle héheren Ableitungen 
anwendbar. 


7. Die Abschitzung der Minimalwerte. 


Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten dargelegt, in welcher 
Weise die Funktionswerte fiir die Lésung eines Minimalproblems durch 
die Minimalwerte geeigneter Nebenprobleme dargestellt werden kénnen. 
Der Minimalwert eines Variationsproblems ist dabei die von der Lésung 
gelieferte untere Grenze fiir die Werte des Minimalausdrucks. Damit ist. 
abgesehen von der Vereinfachung der Konvergenzbeweise, die Méglichkeit 
der Fehlerschitzung zunichst fiir die erste Randwertaufgabe und im be- 
schrankten Umfang auch fiir gemischte Randwertaufgaben gegeben. Denn 
durch die genannte Darstellung ist die Abschitzung der Funktionswerte 
auf die Abschitzung der Minimalwerte zuriickgefiihrt. Mit dieser wollen 
wir uns jetzt beschaftigen. 

Ich lege den Grundgedanken wieder an dem Beispiel der ersten Rand- 
wertaufgabe der Gleichung 4u=0 dar. Wenn wir das zugehdérige Variations- 
problem: Bei den gegebenen Randwerten das Integral 3 f f grad” uda dy 
zum Minimum zu machen, nach Ritz behandeln, so ist es klar, daB die 
Minimalausdriicke der Niherungslésungen zu gro8 ausfallen, denn die Ritz- 
schen Niherungslésungen sind konkurrenzfaihige Funktionen, so da das 
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Minimalintegral nicht unter den fiir diese kleinstméglichen Wert sinken kann. 
Wenn wir also eine Funktion w finden wollen, welche ein D(w) < D(u) 
hat, so diirfen wir sie nicht aus der Klasse K der konkurrenzfihigen Funk- 
tionen nehmen. 

Wir bedienen uns nun eines Gedankens von Courant, wonach der 
Minimalwert eines Variationsproblems sinkt, wenn durch eine Milderung 
der den Konkurrenzfunktionen auferlegten Bedingungen der Kreis der zu- 
lassigen Funktionen erweitert wird. Wir werden demgema8 das vorliegende 
Variationsproblem durch Milderung der Randbedingungen abiandern, und 
zwar so, daB das geianderte Problem exakt lésbar wird. Dann kann der 
errechnete Minimalwert nicht oberhalb von D(u) liegen. Wir ersetzen 
also fiir die Naherungslésung w die Randbedingung u = f(s) durch n Be- 
dingungen der Form 


(50) J {w — f(8)} 9,(8)ds=0. 


Uber die zunichst beliebigen Funktionen g,(s) werden wir dann so ver- 
fiigen, daB das Problem streng lésbar wird. Soll mit diesen Neben- 
bedingungen der Ausdruck } f f grad*wdxdy ein Minimum werden, so 
mu8 fiir irgendein dw, wenn wir mit A, bis 4, die Lagrangeschen Fak- 
toren der Nebenbedingungen bezeichnen, 


(51) SJ gradw grad dw dx dy = 34, f 9,(s) dwds 
1 
sein, oder mit der iiblichen partiellen Integration: 
n 
. ow j | 
52 — || dwdwdzed dw—ds = |dw Ag, (8) a8. 
(52) —ff y+ few ds=f 1a Hee (8) 


Soll dies fiir beliebiges dw gelten, so mu8 
(53) im Innern des Gebietes 2 4w=0 


(54) auf dem Rande R 2 =» i,9,(8) 
1 


sein. Wahlen wir nun die g,(s) so, daB sie mit den Normalableitungen 
eines Systems von Potentialfunktionen iibereinstimmen: 





. OPo (*,y¥) 
(55) 9,(8) = ae -, 


so sind die beiden Minimalbedingungen durch den Ansatz 


(56) W,, = Cy + ZA,p,(2, y) 


erfiillt, und die Lagrangeschen Faktoren sind so zu bestimmen, da den 
Gleichungen (50) Geniige getan wird. Das sind gerade n Gleichungen fiir 
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die n Faktoren. Die Integrationskonstante c,, die aus der Minimalbedingung 
nicht folgt, bestimmt man durch die Forderung, da8 der Mittelwert des 
Randfeblers 


(57) J {w—f(s)}ds=0 


wird. Damit ist das gemilderte Variationsproblem streng gelést, und nach 
dem Courantschen Prinzip wird 


(58) D(w) < D(u), 


was man auch durch direkte Rechnung leicht bestatigen kann. 

Diese Methode, die ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren darstellt, 
ist eine Verallgemeinerung der klassischen Reihenentwicklungen nach Par- 
tikularlésungen. In der Tat sind die durch Orthogonalititseigenschaften 
ausgezeichneten bekannten Reihenentwicklungen samtlich als Spezialfille 
darin enthalten. Ein Vorzug dieser Methode vor der Ritzschen ist, daB 
man die Randbedingungen nicht zu erfiillen braucht, auch ist der Kon- 
vergenzbeweis besonders einfach, wenn man die Existenz der Liésung vor- 
aussetzt und die approximierenden Funktionen so auswahlt, da sie in 
dem gegebenen Gebiete jede regulire Potentialfunktion beliebig genau zu 
approximieren vermégen. (Nach einem Satz von Runge geniigen hierzu 
in einem einfach zusammenhingenden, schlichten Gebiete die rationalen 
Potentialpolynome.) Betrachten wir namlich das Integral iiber das Quadrat 
des Fehlergradienten 


(59) PF, = JJ grad*(w, — u)dxdy, 


so lauft unsere Methode der Koeffizientenbestimmung daranf hinaus, daB 
unter allen Funktionen der Form (56) dieses Fehlerintegral méglichst klein 
wird. In der Tat ist unter Anwendung der iiblichen partiellen Integrationen 


(60) dF, = 2 ff grad (w, — u) grad dwdxdy = 2 f {w, —f(s)} ede 


=2 Die, J {w, — f(s)} “Peds, 


und dies verschwindet, wenn die Koeffizienten c, nach Gleichung (50) 
bestimmt werden. Da nun bei der vorausgesetzten Vollstandigkeit des 
Approximationssystems das Fehlerintegral beliebig klein gemacht werden 
kann, mu8 es auch in unserem Falle gegen Null gehen. Es ist also 


(61) lim F, =lim ff grad*(w, — u)dady=0. 


Haben wir nun ein Gebiet Q2*, das ganz innerhalb Q liegt, so kénnen 
wir jeden Punkt mit einem Kreise vom Radius a umgeben. Fiir den 
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Mittelpunkt dieses Kreises ist nach den bekannten Mittelwertsitzen : 
* 1 
(62) grad (w,—u) = — [ff grad (w,—u)daxdy, 
und nach der Schwarzschen Ungleichung 

1 2 1 }/Fa 
(63) | grad (w,—u)|<——)/ ff grad? (w,—u) dedy <i /®, 


woraus die in Q* gleichmaBige Konvergenz der ersten Ableitungen, und 

damit nach bekannten Sitzen auch aller iibrigen Ableitungen folgt. 
Analoge Betrachtungen lassen sich fiir die Differentialgleichungen 

héherer Ordnung anstellen. Setzt man z. B. fiir die Gleichung 44u=0 





bei gegebenen Randwerten u = f(s), - =g(s) eine Naherungslésung in 
der Form o(«, y)= Sc, p,(z, y) an, wo die p,(z, y) Partikularlésungen 
der biharmonischen Gleichung sind, so erhalt man fiir den zum Minimum 
zu machenden Ausdruck f f Au*dzdy sicher einen zu kleinen Wert, wenn 


man die Koeffizienten aus den Gleichungen 


(64) ffx, — f(a)} “FPeds — f {2 —9(s)\dp,de—0 


bestimmt, wahrend der zu groBe Wert durch das Ritzsche Verfahren ge- 
liefert wird. — 

Die Abschiétzung nach unten geschieht immer durch Partikular- 
lésungen, d. h. durch Funktionen, welche der Differentialgleichung geniigen, 
oder mechanisch gedeutet, den Gleichgewichtsbedingungen im Innern. Dazu 
gehért auch bei den Minimalproblemen der Form 


5 ff 4utdxdy + eu(é, n) = Min, 


daB die Lésung an der Stelle &, » die richtige Singularitét hat, also in 
& 
8x 
Eine Erweiterung fiir die Abschitzung der Minimalwerte habe ich in 
den Verhandlungen des zweiten internationalen Kongresses fiir technische 
Mechanik, Ziirich 1926, angegeben. (E. Trefftz, ,Ein Gegenstiick zum 
Ritzschen Verfaren“, S. 131.) Man kann niamlich eine Milderung des 
Variationsproblemes auch dadurch erreichen, daS man im Innern des 
gegebenen Gebietes auf die geforderte Stetigkeit oder Differenzierbarkeit 
verzichtet. Das ist besonders bei zusammengesetzten Gebieten von prak- 
tischer Bedeutung, wie ich dort an einem Beispiele gezeigt habe. 
Gemischte Randbedingungen. Die bisherigen Betrachtungen iiber 
die Abschitzung der Minimalwerte bezogen sich auf die erste Randwert- 
aufgabe, fiir welche bei den Differentialgleichungen zweiter Ordnung die 





dem hier genannten Falle — —r*lInr. 
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Randwerte der Funktion, bei denen vierter Ordnung die der Funktion und 
ihrer Normalableitung gegeben sind. Die Schwierigkeiten bei gemischten 
Randwertaufgaben will ich hier an einem Beispiel erliutern, an dem zu- 
gleich dentlich wird, wieweit die angegebenen Methoden auf diesen Fall 
iibertragen werden kénnen: Es sei ein Gebiet 2 in der xy-Ebene 
gegeben, und es werde die Funktion gesucht, welche der Differential- 
gleichung 4u = 0 geniigt, und folgende Randbedingungen befriedigt: Der 
Rand bestehe aus zwei Teilen, Teil I und Teil II. Langs I sollen die 
Funktionswerte u=/f(s), lings II die Werte der Normalableitung 


ou 


3, = 9(8) vorgeschrieben sein. Dem entspricht das Variationsproblem, 


unter allen Funktionen, welche auf I die Werte f(s) annehmen, diejenige 
zu suchen, welche den Ausdruck 


(65) = f grad* udady — fug(s)ds 


il 
zum Minimum macht. Wir sehen, da8 fiir die zum Variationsproblem 
konkurrierenden Funktionen die Erfiillung der Randbedingung IT fe =g(s) 


nicht mehr gefordert zu werder braucht; dafiir ist im Minimalausdruck 
das Randintegral { ug(s)ds hinzugetreten. Das Ritzsche Verfahren liefert 
I 


zu groBe Werte fiir den Minimalausdruck. Wenn wir nun genau wie oben 
eine Funktion konstruieren, die sicher einen zu kleinen Wert ergibt, indem 
wir nach Milderung der Randbedingungen das Variationsproblem streng 
lésen, so ist es offenbar, daB eine Milderung der Randbedingungen nur 
da vorgenommen werden kann, wo dieselben gegeben sind. Langs II, wo 
fiir das Variationsproblem keine Randbedingungen gegeben sind, kann sich 
nichts andern, infolgedessen mu8 auch die strenge Lésung des gemilderten 
Variationsproblems hier die Randbedingung erfiillen, weil diese sich aus 
dem Variationsproblem selbst ergibt. — Das ist die oben angekiindigte 
Schwierigkeit. Wir miissen zur Unterschreitung des Minimalwertes eine 
Naherungslésung mit Partikularlésungen ansetzen, welche auf dem Rand- 


stiick II die Bedingung as = g/(s) erfiillt. Das ist nur in besonderen Fallen 


auf einfache Weise méglich, wenn etwa der Teil II aus einem geradlinigen 
oder kreisférmigen Stiick der Begrenzung besteht, — immerhin sind darin 
eine Reihe praktisch wichtiger Fille enthalten. 

Fiir das angegebene Beispiel wiirde sich die Rechnung folgendermaSen 
gestalten. Man macht einen Ansatz 


(66) v, (2, Y¥) = Cy + Po (2, y)+ Sep.(2, y), 
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in dem die p,(z,y) Potentialfunktionen sind, von denen p,(x,y) auf 
Randteil II die Bedingung °” — g(s) erfiillt, wahrend fiir die tibrigen 
p,(%,y) dort die Normalableitung verschwindet. Dann ist die Randbe- 
dingung hier fiir alle Werte der Koeffizienten sicher erfiillt. Diese werden 
so bestimmt, daB 

(67) fio, —#(s)} Peds =0 (0Se<n) 

I 

ist. Geht man von diesen Gleichungen aus, indem man sie als gemilderte 
Randbedingungen lings des Randstiicks I betrachtet, so erkennt man, daB 
das so gemilderte Variationsproblem durch den Ansatz (66) streng gelést 
wird. Also wird der Minimalausdruck sicher zu klein, wie man auch durch 
direkte Rechnung bestitigen kann. 

Damit ist, soweit es mit unseren elementaren Mitteln méglich ist, 
die Abschitzung der Fehler bei den direkten Methoden der Variations- 
rechnung erméglicht. Hoffentlich ist dieser erste Schritt geeignet, auch 
die praktische Rechnung an einem kritischen Punkte zu férdern. 


(Eingegangen am 24. 11. 1927.) 








A Set of Continuous Orthogonal Functions. 




















Von 


Philip Franklin in Cambridge (Mass.) (U. 8. A.). 


1. Introduction. 


There exist continuous functions for which, at some points of the 
interval of orthogonality the classical Fourier series fails to converge. The 
analogous expansions in orthogonal functions arising from the simpler 
boundary value problems seem to share this property with the Fourier 
expansion’). This led A. Haar to ask if the property was common to all 
sets of orthogonal functions. He showed that it was not by exhibiting 
a set of orthogonal functions giving, as the expansion of any continuous 
function, a series converging uniformly to the function throughout the 
fundamental interval. The individual functions of his set, however, are 
discontinuous, so that his example does not exclude the possibility of the 
property being common to all sets of continuous orthogonal functions. In 
this paper we construct a set of continuous orthogonal functions similar 
to Haar’s set in that the expansion of any continuous function represents 
the function everywhere. 


2. Definition of the functions. 
Consider the set of functions defined for 0 << 2<1 by 


%=1, %=—2, 

am 2 — ee 1 

(1) v, = 0, zs} and v,=—2z-—}, z2}, 
v, = 0, zSa, and vu.=—2r-a,, z«e24, 


where a, = (2n — 1 — 2*)/2*, & integral and such that the highest power 
of 2 contained in 2n —1 is 2*. 


1) A. Haar, Math. Annalen 69 (1910), pp. 381—371. 
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Thus a, is the n™ term of the series 


0.2.3.3 238 
> B» 4° 4° B> B 


win 
aI 


+ 
je» -:: 


and all the a, are distinct. 

Each of these functions v, is continuous for 0 < <1, which we take 
as our fundamental interval. Furthermore, these functions are linearly 
independent, since the first two obviously are so, and if any v, (n> 2) 
were linearly dependent on a finite number of functions of the set not 
including v,, it could not have a discontinuity in its derivative ata,. Thus 
we may apply the process of orthogonalization*) to this set and so obtain 
the normal and orthogonal set f,, where 


f=1, 


© pamlnu- Sf worsat]/+ V fo, aera. 


We find, for example 


f=1, f= Y3(1—22), 
fy = ¥3(1—42), a< 
(3) %£=73(10—762)/19, wz< 
V¥3(522—22)/19, i< 
¥3(10—122)/19, 22> 


and ¥8(42—8), 22}, 


< 


bol- 


1 
2 
1 
4? 
z ’ 
i 

2° 


The sign of these functions is not determined by (2), we take that sign 
before the radical which makes the first sign change of each f, one from 
plus to minus. This defines in a unique way a set of continuous functions 
normal and orthogonal on the unit interval. 


3. Convergence Properties. 


The series expansion of a given function F(z) in terms of the func- 
tions f, is 


(4) ZAf(#), where 4,= f P(e) f(t)at. 


As we shall derive the convergence properties from approximation con- 
siderations, we recall that, for any linear combination of the first (n + 1)f,, 


T= EO fr we have: 
i=0 


*) of. e. g. Courant-Hilbert, Methoden der math. Physik, Berlin 1924, p. 34. 
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1 
(5) E(T,) = J (F(z) — T,,(x))* dx 


1 n n 
= fP(2)*dx— 2 Ai + 2 (0,— 4)’. 
This shows that, for n fixed, the mean square error H(T,) is least when 


C;= A;, and T, is a partial sum of the series (4), S, = a Afi, and also 
that, as m increases, H(S_) decreases. noi 


We shall now show that, if F(z) is continuous, for any positive « 
there exists an N(e) such that. if n> N, E(S,)<e. We first define a 
broken line function of type n, B,, to be a continuous function, linear in 
each of the intervals bonded by consecutive points of the set (5,), 


| 


. 2 1 3 
(6) 0, is Bho +++ By» @, TP 5K a, + 5m --- 1. 


LS) 


These (except for 1) are simply the a,, ¢ <n, arranged in order of magni- 
tude. Every function B, is clearly a linear combination of the first 
(n+ 1)v,, for we may reduce it to zero by subtracting the constant times 
v, which makes it zero at x = 0, then the constant times v, which coin- 
cides with the remainder in the first interval, then the constant times 
v; (i =2*-1+41 so that a, = ss) which coincides with the new remainder 
in the first two intervals, and so on. As it is evident from (2) that each 
v; is linearly dependent on the first (¢-+1)f,, we see that each B, is a 
linear combination of the first (n+ 1)/f,, i.e. it is a T,. 

From the continuity of F(x) in the closed interval 0< 27< 1, we 
infer the existence of a d(e) such that | F(z,)— F(z,)| <<, whenever 
|2, —a,|<6. If K is an integer for which 

1 
(7) se<o(e), N=2* 
may be taken as N(e). For, as all the points m/2* (m= 1,2,3...2* —1) 
are points a; with i < N, the broken line function which agrees with F(x) 
at 0, 1 and these points, and is linear in the intervals determined by them 


is a B, and hence a 7, for any n> WN. But, for this function, from (7) 
we have 


(8) | F(z) — 7,(2)|<e, 
so that #(7,) and hence #(S,) <e. 


We shall next prove that when n exceeds the N of (7), S, (a) uni- 
formly approximates F(z). A characteristic property of S, (x) is the fact 








—— eee ee 
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that it is the 7, which minimizes H(7,). To apply this property, we 
need a lower limit for Z,,(7,,), the contribution to Z(7,) from an interval 
zt, <x <z2,, in which 7, is a linear function of x. We assume that 


(9) %,—2,=D< de). 


Consequently, if L(a) is the linear function for which 


(10) L(z,)= F(x,) and L(2z,)= F(2,), 

we will have throughout the interval z, x, 

(11) | F(x) — L(x)|<e (%, Se S2,). 
It follows from this that, in this interval 

(12) | F(x) — T,(x)| >| L(x) — 7,(2)| — e. 


Recalling that L(x) und 7, (x) are both linear in the interval 2, x, and 
putting 


(13) H, =| F(x,) — T,(%,)|; H, =| F(x.) — T,(2)|, 
we find for the right member of (12): 


(14) |L(x)— T,,(2)|—e=+,|(H, + H,)2 — Hy x, ¥ H, | — é, 


the upper and lower signs corresponding to the cases in which 7, (x, ) and 
T(x.) are on opposite sides of, or on the same side of L(x). If we 
take the upper signs, and integrate the square of this expression over the 
parts of the interval z,z, where the expression is positive, we find 


D[ (H, ~#)* +(Hy—#)"] 
3 (H, + H,) . 





(15) E,,(T,) > 


when H, and H, are both >e. It either of these is < e the corresponding 
parenthesis does not appear in (15), but as it is negative, it may be 
inserted without destroying the inequality. If at. least one of the H’s is 
>4«, we shall have 

. 1 1 
(16) H+, > 2(H,—+)+UH,—*))” 


and in view of this, (15) becomes: 
(17) Byo(T,) > <5 ((H, —e)?+(Hy—e)*], Max(H,, Hy) > 4e. 


When the lower signs in (14) are used, we have in place of (15): 


D |(H, —*)*— (H, — «)* — «* (H, — H,)} 


(18) E,, (T,) > 3(H, — H,) 
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When H, and H, are both >e, the last term in the numerator does not 
appear. As after division by the denominator it is negative, ite presence 
merely strengthens the inequality. We have inserted it so that (18) will 
apply to the case in which one of the H’s, say H, is <e. Here the first 
term does not appear, and may not be supplied by itself since it is a 
positive multiple of the denominator. However, in view of our second 
condition, when H, <«, H, > 4, and 

(H,—« * 


(19) A, —4H, 


—e*< 0, 
so that chese two terms may be inserted together. As it is easily seen 
that (18) implies (17), this last inequality gives a lower limit for Z,,(T7,) 
which holds in all cases. 

Let us now consider §,, which is linear in the intervals bounded by 
the 6; of (6). We put 


(20) H; =| F(b;)— 8,(5;)|- 


Let M be the greatest of the quantities H;, and 6, one of the points at 
which H, = M. Suppose that M>4e, and let 5, be the first point to 
the left of b, at which H,<4e (or 0, if no such point exists) and b, 
(or 1) the first such point to the right. We will compare S, with a 
particular 7, obtained from it by the following process. For values of x 
outside the interval 6, © x <b,, 7,(x) coincides with S,(x). Inside this 
interval, we put 


(21) 7,(b,)=S,(b,) (or F(0)), 7,(b,) =8,(b,) (or F(1)), 
T,,(6;) = F(0,) (p<t<q). 


In view of the linear character of 7, in the intervals between the b;, 
it is defined by these values. 


To compare the mean square errors H(S,) and H(T7,), we need 


merely compare the contributions from the interval b,b,. Applying (17), 
we find 


(22) EB, ,(8,) > (0, — b)e?+ 4(M—e)*—4De’. 

Here D = a so that the elementary b, intervals are at least D, and at 
most 2D in width. For 7,, we obviously have 

(23) E,,(T,,) <(b, — 6,)e*+ 100 De’, 


since the numerical error is at most e, cf. (8), except in the end inter- 
vals, where it is at most 52. From (22) and (23) we find: 


ee 
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(24) B,4(8,) — B,,(T,) > 7(M—e)* — 104 De* + 3(b, — b,c’, 
and since 


(25) E,,(S,) — £,.(7,) = B(8,) — #(T,) < 0, 

we must have *) 

(26) M< 37«. 

Thus all the H; < 37e, and in consequence 

(27) | F(x) — S,(x)| < 38e (n> N(e)), 


which proves our contention about uniform approximation. We may 
express this result as 

Theorem I. if any function F(x), continuous in the interval 
0< 23, be expanded in a series of constant multiples of the functions f, 
(3), the resulting series (4) will converge to F(x) at all points of the 
unit interval, and, in fact, uniformly. 

Let us next treat the case in which F(z) is a measurable function 
with summable square in the unit interval. Such a runction can be approxi- 
mated to an arbitrary degree of exactness, in the sense of least squares, by 
a continuous function‘), C(x), so that 


(28) [LF(@)— O(2))"d2 <9". 
As we have shown above, (8), that there exists a 7, for which 
(29) f[o(2)— 7,(2)}"42 <n" 


for this function Z(T,)< 47%. This implies the same relation for H(S,), 
and shows that for the functions now treated the expansion will converge 
in the mean. 


If, at any point of the unit interval, F(z) is continuous, we may 
show that the expansion converges there in the ordinary sense. Let, then, 
z, be a point of continuity of F(x), and z,z, an interval such that 


(30) |F(z)—F(z,)|\<e, wea; 2,—-et=—2—72,. 
Let us take n so large that Pa is small compared with z, — z,, and 
®) By a longer calculation, which treats the cases more in detail, we may show 
that, in fact, M<17e. 


*) cf. e.g. E. W. Hobson, Theory of functions of a Real Variable, 2° ed., 
Cambridge 1921, vol. 1, p. 584. 
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for S, consider the H, for the 6; of the interval z,2, here defined by 


(31) H, = | F(z,) — 8,(6;)| (z, 56; <,). 
If more than 1/P of these H; were > 4e, from (17) we would have 
(32) E(S,) = B,,(S,) > (%_, — 2,)e*/P. 


As E(S,) approaches zero as m increases, we may take n so large that 
1/P<j. When this is done, = of the H,;<4e, and in particular 
6, for which this holds exist on both sides of x, in the interval z,2,. 
Calling 6, the first such point to the left of x, and b, the first one to 
the right, we may use the argument given above to establish (27), to 
show that each of the H; for 6; adjacent to 2, (or for x, itself if that 
is a b;) <37e, and hence 


(33) | F(z.) — S,(z,)| < 38e (n > N,(e)). 


This proves the convergence of S, to F(x) at any point of conti- 
nuity, and an obvious modification of the argument shows that the con- 
vergence is uniform for any closed interval in which F(x) is continuous. 
We have thus established : 


Theorem II. Jf any measurable function F(x), with summable 
square in the interval O< x<1, be expanded in a series of constant 
multiples of the functions f, (3), the resulting series (4) will converge to 
F(a) at all potnts of continuity. Further, in any closed interval of con- 
tinuity the convergence will be uniform. Over the whole interval, the series 
converges in the mean to F(z). 

The consideration of simple examples shows that if the function F(z) 
is continuous in each of the intervals z,2, and z,2,, but discontinuous 
at z,, the series will in general oscillate between two finite values at z,. 


4. Other Functions. 


We have based the set of function used, f,(3), on the functions »; (1) 
with breaks at a,, the proper fractions with denominators integra! powers 
of 2. Similarly, we could obtain an orthogonal set of broken line functions 
from any other set of points p,. For such a set to have the convergence 
properties of theorems I and II, it is sufficient that the points p, be 
everywhere dense on the unit interval and enumerated in such a way 
that, of the intervals marked off at any stage by these points, the ratio 
of the greatest interval to the least remains uniformly bounded for the 
entire set. With this restriction on the p,, the theorems can be proved 
essentially as above. 



















Set of Continuous Orthogonal Functions. 


5. Application to the Haar set. 


The set of discontinuous functions used by Haar may be obtained 
by applying the process of orthogonalization (2) to the derivatives of our 
functions v, (1). As the linear combinations of them are step functions, 
the deductions made from (5) show that the set is complete. As, in a 
step function, any one step may be altered without disturbing the rest 
of the function, it is obvious from the minimum property that in any 
interval between adjacent points of discontinuity b;, 8,(2) must lie between 
the greatest and least values of F(z) in the interval. From this remark 
most of the convergence theorems given by Haar may be deduced imme- 
diately without further calculation. 


Massachusetts Institute of Technology. 


(Eingegangen am 20. 12. 1927.) 
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Uber die Fourierschen Reihen gewisser Funktionenklassen. 


Von 
Otto Szdsz in Frankfurt a. M. 


§ 1. 
f(a) sei eine integrierbare Funktion mit der Fourierschen Reihe 
(1) f(2)~ 7 +d/(4, cove + b, sinva); 
ferner sei 


=F: = 3+ - >) (a, cos vx + b, sin vx) (n= 1, 2, 3,...), 
1 


+ +... + oe 9 ¢ 
o, a Sth + $n-1 (n=1, 2, 3,...). 


Vor einigen Jahren hatte ich den Satz bewiesen*): 
Es sei A>0, O<a@ <1 und 


(L) Fires +2t)+ f(x —2t)—2f(x))*de<it® fir t>0, 


dann ist die Reihe s (as + b2)* fir k > Fa ; konvergent; dagegen gibt 





es der Bedingung (L) geniigende Funktionen, fiir die (a> + pyre 


divergiert (also k= ‘gont): 


*) Szdez, 1, insbes. § 3. — (L) ist offenbar eine Verallgemeinerung der Lipschitz- 
bedingung vom Grade « auf quadratische Integralmittelwerte. Vor kurzem erhielt 
ich die Korrekturbogen einer Arbeit von Hardy und Littlewood (2), worin iiber solche 
Funktionenklassen (vgl. Lp) interessante Siatée bewiesen werden. — Die Nummern 
beziehen sich auf die am Schlusse angefiihrte Literatur. 
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Der Beweis beruhte auf der Ungleichung 


22 


(2) ft, (x) —f(2))*de < *f (n = 1, 2, 3,...),*) 


0 
die aus (L) hergeleitet wurde. 


Im folgenden verallgemeinere ich dieses Resultat; der Beweisgang be- 
deutet auch fiir den eben zitierten Satz eine Vereinfachung. Ich beweise 
zunichst den 


Satz 1. Es sei 4>0, p>], —5<e<l und 


(Lp) Fife +28) + M228) — 2f(x)|\"de<at*?, t>0; 
dann ist 2 
(2p) J \oq(2) —(2)/"dx < egin™*? (» =1, 2, 3,...). 
Setzt man zur Abkirzung 
f(z +2t)+¢(2—2t)—27(2)=9(t,2)=9, 
so ist bekanntlich 
. 
0, (#)—f2)= 2 | (SY) p(t, x) dt; 


0 


@ 2 
(Tint) <(iema)>  O<*<%, 





ferner ist*) 


also 


7 
| 0, (2) —f(x)| San f (1+nt)*| p(t, 2)| dt, 


oder fiir irgendein reelles £ 


\s 


1On(#) — f()|S anf (1 + nt)’*| p(t, x)|-(14+ nt) ?'de. 





*) o, héngt nur von « ab; die spiter auftretenden o,,... hangen von a und 
einem Parameter p ab. 


5) Infolge einer Bemerkung des Herrn Fejér ist naimlich 


|\sinné|<nsiné und nt|sinnt|Snt< > nsine, 
laso 


(1+ né) |sin né| <(1+5) msine <ansine. 


34* 
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Wir wenden nun die bekannte Ungleichung an: 
d ? 


¥: 9 b ihe’ eit 
| f g(t) a(t) del” < f |g (a)frat-(Sjace)|? at), p>t; 





dann wird 
7 ; a+) 
Jo, (2) — (2)? Samy? f d+ nt)??™ |p Par-( fans > at)’, 
und wegen (Lp) 
f \o, (x) —f(x)|"de | 
(3) , . | 


p(p+i) i 


3 7 | 
SA(an)? f (1+ nt)?%-2°? at-(f (14m) wisi at) . | 

0 0 
«ap>-—l. | 


Nun sei (man beachte, daB a <1) 


1 1 l-—« 1 | 
——<f<1—a-—-, «2B. f=— —-;3 
P B Pp B 2 Pp | 
dann ist 
a a 
s a 


2 2 
f (14+ nt)? O .4°%dt =n *-*? f (1+12)?%?.2°% dr < on”? 
0 0 


und 





_pBt+t _ p+) 


1 > p (f+) 
(l+nt) ?"* at—1f(1+y rt dr< *, 
0 


en TT 


also nach (3) 
2x 
Jf \o,(z)—Ff(x)|?dx<gin-”. Qued 
0 
Je gréBer p ist, desto schirfer ist die Voraussetzung (Lp), aber auch 


die Ungleichung (2p); fiir p—2 ist hierin die Ungleichung (16) meiner 
Arbeit 1. enthalten. Man beachte, daB allgemein 





3x 


2x 1 
(hf \rte)rae)? < (3: - 3 J \Ple)ltae)’, 0<y<5. 


| 
| 





ee 
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§ 2. 
Es sei jetzt 1< p <2; die Anwendung eines Hausdorfischen Satzes *) 
auf die Fouriersche Reihe 


n—1 
f(z) —4,(%)~)> pat = (4, cos yx + b, sin ve) + D(a, cos yz + b, sin yz) 


ergibt unmittelbar 


gf. 028 J | ae eee 2a 
(ar Sor P+ Sie") <eS la(e)—1(2)/Pae, 
1 n 


¢, =a, —tb; 
also nach (2p) 


n-1 ap 1 


(4) my PH |g Pt +3 le Paine, (vast), 
und aieeehill 
ap 


(4’) Se <egi'n 


Ich wende nun die peda Ungleichung an 





org 
dann ist fiir n, > n,, yoati't 
Me (p-1)k 
Pp 
: C. Ps(— . c Ay , a, 
ata Slats (ate Se - 
und nach (4’) 








a. Pyra t< [ein] ” 





Es ist also 
(p—1)k (p-1)k 


M2 —_ 
» le,|* < (m,—n,) . (@, 4’) ’ —""s 


1+n, 


ich setze hier n, = 2“, n,=2“*?, dann wird 





i | n( 


a ee as IN 
(5) > Ie,|* <2’ , )- (0,4’) ? (u = 1, 2, 3,...). 
1+2” 


*) F. Hausdorff, 3. 
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Nun sei « > 0 und 1—?—*k§—-ak <0, das heiBt 


pera LO 
p—l+eap 


dann folgt aus (5) die Konvergenz der Reihe _S'\c,|*. Somit gilt der 
Satz 2. Hs si 1<p<2, 0<a<1, und 


<&; 


2a 
J \f(x+2t)+ f(a —2t)—27(x)|?dx = O(t*?); 
0 


dann ist die mit den Fourierschen Koeffizienten c, gebildete Reihe 5'\c,\* 


- Pp 5 
konvergent fir k> pite)—1° 


es: a P a : . . . " . 
Fir k = pUta)oi kann die Reihe divergieren; sei z. B. 
1 


f(z) =|2z| ”, —a<2<2; 


dann ist offenbar ap —1>—1, und *) 


a 


S |p (t, x)|’dx = 0(t*”), 


wahrend die Fourierschen Koeffizienten im Falle « p +1 die GréBenord- 


1 


1 = 
nung »” haben, so daS S'\c,|“*"?~* divergiert. 
Fiir den Fall ep =1, also & —1 liefert ein Beispiel die Funktion 
f(z)=1 fir 0<ar<a f(z)=—1 fir —a<zr<0. 
Jetzt ist offenbar 


S \(t,2)/Pax (8), 


und die Fourierschen Koeffizienten haben die GréSenordnung =, somit 
ist S)|c,| divergent. 

Korollar zu Satz 2. Sei f(a) absolut stetig und | f’(x)|” integrier- 
bar; dann ist (Lp) mit « =1 erfiillt, sodaB-S'|c,|* fiir k>ay kon- 
vergiert. 

Es ist namlich 


g(t, 2)—f [f'(2t+1)—f(2—aJ ar, 


5) Unter der weiteren Voraussetzung «p> 1.bei Hardy und Littlewood, 2, 
Theorem 8. 
®) Vgl. Hardy und Littlewood, 2. 
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also 


[o(t, x)|? <(24)?* f |f'(e+1)—f'(e—1) [Pde 
und 
Sip (t,x) Paes (29 f (fF \r2+2)—r'(z—2) dz) de =0(0?). 
Qu. e. d. 


Inebesondere ist .’|c,| konvergent (wegen nee < 1); dies hat schon 


Herr Tonelli mit Hilfe des Hausdorfischen Satzes bewiesen’); auch das 
obige Korollar kann auf diese Weise gewonnen werden. 


Zusatz. Die Bedingung (L) ist gleichbedeutend mit 
Sr \c,|? =10(n***). 
r=1 


Zunachst kann man namlich fiir (L) schreiben 
(L’) 162d \c,|*sintvt<it**, t>0;%) 


hieraus folgt fiir t=>, n>Il, 


n 
Selene 2 crea, 
1 


und wegen sinz > 2, 0<2<F, 

. 4 3 4-24 

(6) 2» |¢,|'<ien2n , x»>I1. 
1 


Umgekehrt, wenn (6) gilt, so sei bei gegebenem 0 < # < 1 
1 1 2 
ry <n < 7 +l< ?? 
dann ist 
by \c,|* sin‘ vt < Sle,|t»*t" <io,t'n*-n-** <ig,n-** 
1 1 
und 


nt+e a n+e 2 
> |¢,|?sin‘vt < Se,|*. 
1 n+1 


vont 
Setzt man nun zur Abkiirzung 


n 
J le,|"- 9 => 


*) Tonelli, 4. 
*®) Vgl. Szdsz, 1, S. 148. 








536 


so ist 
ante 


De!" 


n+l 


Somit ist mit 


1. O. Sz4sz, Ober den Konvergenzexponent 


O. Sz4sz. Fouriersche Reihen. 








n+s 
= >) («,—«,_,)»"* 
n+l 
n+e-—1 1 1 
u ~y u 
—— nm + Uu (5 a a+e@ <io n-2¢, 
(n+1)* 2 "\vt = (»+1)4 TO 4ey ” 
nt+e 3 2a 
DS \¢,|? < Lert (s =1, 2, 3,...). 
n+l 


Riicksicht auf (L’) der Zusatz bewiesen. 
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Sai moduli delle curve poligonali, e sopra un complemento 
al teorema di esistenza di Riemann. 


Von 


Beniamino Segre in Rom. 


1. Si dice che una curva algebrica é@ »-gonale, quando contiene 
(almeno) una g', ma non contiene alcuna serie lineare infinita d’ ordine 
inferiore a ». Cosi, ad esempio, le curve 1-gonali sono le curve razionali, 
e le 2-gonali sono le curve iperellittiche. 


Detto p il genere della curva, se |’ intero » uguaglia o supera e+ 1, 
esiste sempre sulla curva qualche g?*): dunque, una curva »-gonale sara 
a moduli particolari solo se é »¥< £ +1. Ci si pud chiedere di deter- 
minare il numero N dei moduli da cui dipendono le curve »-gonali di 
genere p> 1, per cui é ¥ < z +1: tale numero é@ stato determinato dal 
prof. F. Severi*), e vale 

N=3p—3-—i, 
indicando con 7 I’ indice di specialita della serie doppia della g' 

Da questa proposizione, Severi ha dedotto, per »=2, il numero 
2p — 1 (gia noto per altre vie) dei moduli da cui dipendono le curve 
ipereliittiche di genere p, e, per y= 3, il numero 2p+1 dei moduli da 
cui dipendono le curve trigonali di genere p.*) Perd, per » qualunque, 
la suddetta proposizione non porge senz’altro il numero N richiesto, 
espresso solo mediante i valori di p e di»; ebbene, basandoci su di essa, 
noi dimostriamo nella prima parte di questo lavoro che le curve v-gonali 
di genere p>1 (con » < $ +1) dipendono da 


; N=2 - 
moduli. 4 dosti 

1) Cid é@ corollario immediato di un noto teorema, per cui cfr. F. Severi, Vor- 
lesungen iiber algebraische Geometrie (Leipzig, Teubner, 1921), p. 159. 


*) F. Severi, Sul teorema di esistenza di Riemann, Rendic. Circ. Mat. di Palermo 
46 (1922), p. 105, n.° 5. 


5) F. Severi, Nota cit. in *), n.°6. 
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La determinazione di questo numero N vien completata da alcune 
considerazioni sulle curve canoniche di genere p. 

Pud forse sembrare che si possa giungere in modo pressocché im- 
mediato a determinare il numero N, col seguente ragionamento. In base 
al teorema di esistenza di Riemann, si vien a determinare un numero 
finito di enti algebrici di genere p contenenti una g', quando di questa 
vengano dati gliw — 2» -+ 2p — 2 elementi di diramazione: i moduli da 
cui dipendono le curve »-gonali di genere p son quindi in numero di 
@—3, poiché appunto i gruppi proiettivamente distinti di @ punti di 
una retta sono co®-*. Perd questo ragionamento presuppone in modo 
essenziale, che una curva di genere p, pel solo fatto di contenere una g', 
non ne contenga di conseguenza infinite; questa proposizione non é a priori 
evidente*): essa resta dimostrata per y < f +-1, in virta della concordanza 
del suddetto N col numero w — 8. 

La seconda parte di questo lavoro é volta alla determinazione delle 
curve piane y-gonali normali d’ ordine minimo, su cui lag’ é segata dalle 
rette di un fascio. Prendendo la questione pit in generale (e senza nep- 
pure escludere che la curva contenga delle serie lineari di dimensione 
inferiore a »), noi stabiliamo che 

Date genericamente w = 2¥-+ 2p — 2 rette di un fascio (vy > 2), 
affinché esista (almeno) una curva piana irriducibile di genere p ed 
ordine y +-n (n intero >0), passante n volte pel centro del fascio, e di 
cut le w rette date siano le tangenti (in punti semplici) che appartengono 
a questo fascio, é necessario e sufficiente che sia 

—v+2 

n> a : 
E questo un complemento protettivo, che sembra notevole, del teorema 
di esistenza (complemento enunciato sotto veste analitica al n.9). Da 
esso segue, come caso particolarissimo, il noto teorema di C. Segre che 
dice una curva algebrica di genere p contenente una g', esser sempre 
riducibile con una trasformazione birazionale ad una curva piana d’ ordine 
p+2 con punto (p—yv-+2)-plo (y<p+2).*) Si pud anzi risol- 

*) Anzi, essa non é vera per y>t+l, mentre che per r< +l é in contrad- 
dizione col noto criterio di Pliicker-Clebsch. — Cosi, se non si conoscesse il teorema 
di Riemann-Roch, alla stessa stregua si potrebbe argomentare che una curva di genere p, 


pel fatto di contenere un gruppo di r< Fst punti presentanti solo y —1 condizioni 


ai gruppi canonici, non ne contenesse infiniti, mentre cid non é vero. 

5) C. Segre, Recherches générales sur les courbes et les surfaces réglées algébriques, 
Math. Annalen 30 (1887), p. 203, n.° 19. - 

V. anche E. Bertini, La geometria delle serie lineari sopra una curva piana secondo 
il metodo algebrico. Ann. di Mat. (2) 22 (1894), p. 1, n.° 43. 
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vere il problema di minimo cui si é accennato dianzi, e si ha precisa- 
mente che: 


Una curva algebrica di genere p contenente una g', con vy < p+ 2, 
é riducibile ad una curva piana d ordine per tet, con punto 


(P= ++ 1)-plo, ove « vale 0 od 5 a seconda che p+ é pari o 
dispart. Se gli elementi di diramazione della g' formano birapporti gene- 
rici, tale curva piana soddisfa al problema di minimo proposto, ed é 
normale. 

I modelli piani di curve trigonali dati da questo teorema per vy = 3, 
erano gia stati trovati da F, Amodeo*), senza tuttavia che questi abbia 
notato la proprieta di minimo che li caratterizza. 


Si noti poi il caso (gid osservato da Severi’)) della quartica piana di 
genere 3, di cui le 12 tangenti che passano per un punto generico del 
piano non son 12 rette qualunque di un fascio (come direbbe il conto delle 
costanti): infatti il modello minimo di curva di genere 3, su cui le rette 
di un fascio segano una g} a elementi di diramazione generici, é del 5.° 
ordine. Pit in generale risulta che una curva iperspaziale di genere p 
ed ordine »< p+2, é tale che i 2»¥-+-2p—2 iperpiani di un fascio 
che la toccano, non sono 2» -+ 2p — 2 iperpiani genericé di un fascio. 

Nell’ ultimo enunciato in corsivo, abbiamo trascurato (perché banale) 
il caso in cui sia y >p-2. In tale ipotesi la g’ é sempre totalmente 
contenuta in una serie lineare pil volte infinita, ond’ essa pud venir segata 
dalle rette di un fascio, su di una curva piana d’ ordine rv. 


I 


2. Seguendo la via indicata da Severi per »y = 3, consideriamo, per 
» qualunque purché maggior di 2, la curva C canonica di genere p. Se 
C é »-gonale, esiste su essa una g' completa, priva di punti fissi; ognuno 
degli co’ G, della g' appartiene ad uno spazio S,_,, e, per determinare 
P indice ¢ di specialita del doppio della g', occorre esaminare le possibili 
incidenze di questi S,_, a due a due. Precisamente: se due generici di 
questi S, , hanno uno §, a comune (o = —1 nel caso che non abbiano 
alcun punto comune), essi appartengono ad uno S,, _, ,, onde I’ indice ¢ 
di specialita vale 

ti=p—2rv+o+3. 


*) F. Amodeo, Courbes normales trigonales du plan, Comptes Rendus 180 (1900), 
p. 1744; e Curve di gonalita k con punti fissi nella (k—1)**""* serie canonica, e curve 
normali trigonali del piano. Rendic. Acc. Sc. di Napoli (3) 6 (1900), p. 174, n°19 e seg. 
) F. Severi, Nota cit. in *), n.°3. 
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In base al citato teorema di Severi, il numero N dei moduli é dato da 
N=2p+2r—a—6, 


e quindi la prima proposizione che ci siam proposti di dimostrare eguivale 


a far vedere che é¢ o= —1, ossia che quegli 8S, , sono a due a due 
sghembi, e che |’ indice 7 di specialita vale 
t=p—2r+2. 


Noi dimostreremo ai n.' 3 e 4 quella proposizione, costruendo, dati 
ad arbitrio gli interi p e » (purché sia 2<¥< t+1), una curva di 
genere p, contenente una g' completa e priva di punti fissi, tale che la 
serie doppia abbia proprio [indice di specialita i—=p—2»+2. E 
notiamo che non é necessario che la curva costruita sia effettivamente 
una curva »-gonale, ossia non contenga alcuna serie lineare infinita d’ ordine 
inferiore a ». Basta infatti che questa curva non sia iperellittica, talché 
si possa considerare in S,_, la relativa curva canonica C di genere p: 
per cid che si é detto poc’anzi, gli co' S,_, di S,_, che si appoggiano 
a C nei vari G, della g', sono a due a due sghembi, onde lo stesso fatto 
dovra presentarsi per ogni curva canonica generica di genere p, che contenga 
una g}, ossia per ogni curva y-gonale di genere p, che, come tale, sia 
generica. 

Cid non esclude che, per curve »-gonali particolari, detti 8, _, possano 
presentare particolari incidenze: noi, anzi, determineremo ai n/ 5 e 6 tutte 
le possibili incidenze, stabilendo in conseguenza il numero dei parametri 
da cui dipendono le curve »-gonali che offrono tale particolarita, ed inoltre 
caratterizzando dal punto di vista invariantivo le loro serie lineari g'. 

3. Fissiamo nel piano 4 punti indipendenti O, A, B, C, e consideriamo 
il sistema lineare >, costituito dalle curve d’ ordine 


Qy +k (2<v¥<F+1; k>4) 


aventi un punto (y+ k)-plo in O, e tre punti »-pli in A, B,C. Dico 
che questo sistema = é certo irriduttibile. Infatti, in caso contrario, la 
generica curva di 2 dovrebbe, per un noto teorema di Bertini, contenere 
una parte fissa, oppure comporsi con un certo numero di parti, variabili 
in uno stesso fascio. Ora uno e l’altro ‘caso sono da escludere, poiché 
fra le curve di = vi sono quelle spezzate in & rette arbitrarie del fascio 
di centro O, ed in » coniche arbitrarie del fascio di punti base O, A, B,C. 
La dimensione ed il genere virtuali di > valgono rispettivamente: 


6, = 4 (27 +k)(27+k+3)— 2 (v4 k)(y +k +1) — S9(r +1) 
=kr+k-+y?r, 
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O, =5(27+k—1)(2>+k—2)—F(o +k) (> +k 1)— Sr(v —1) 
== (k—1)(y—1). 
Risulta quindi che é 6, >0,, laonde, per un noto teorema di C. Segre, 
il sistema + dev’ essere regolare. 
Dalle precedenti relazioni si ha anzi che: 
6, —O,=2k+2y¥—1>24, 
ove d é un qualunque intero che soddisfa alla doppia limitazione 
0<d<k+r-—1. 


Poniamo : 
p= 9,—d; 
in virtai delle ipotesi fatte risultera: 
p>(k—2)(»—2)—2>0. 

Un teorema di Castelnuovo’) ci assicura allora che le curve di 2 che 
passano doppiamente per d punti D fissati ad arbitrio nel piano, formano 
un nuovo sistema lineare irriduttibile X’, di genere p e di dimensione 
d= 06, — 3d; anche >” é regolare, poiché, in base alle precedenti relazioni 
risulta 6 > p. 

Il genere p di >” soddisfa alle diseguaglianze 


#.< pS 9,, 


ove si é posto: 
0, = 0, —(k+»—1)=(k— 2)(» — 2) —2; 


anzi, p pud assumere un qualunque valore intero dell’ intervallo (0,, 0,), 
bastando scegliere in modo conveniente il numero d dei punti D. 


Notiamo ora che (essendo per ipotesi y > 2) al crescere di k, 0, e 0, 
crescono indefinitamente, soddisfacendo per ogni k (k > 4) alle disegua- 
glianze : 

9,< 9,5 O,<9..55  O<Ayi3 O41 < 9,. 


46 mostra che ciascuno degli intervalli (6,,6,) ricopre parzialmente il 
consecutivo (0,,,, 0,,,), onde questi intervalli comprendono complessi- 
vamente tutti i numeri da 6, = 2» — 6 a--+ oo. Dunque, dato comunque 
l'intero y > 2 e lintero » > 2» — 2, esiste almeno un k> 4, tale che 
p cada nel corrispondente intervallo (6,,0,). Per cid che precede si 
potranno scegliere ad arbitrio nel piano i 4 punti O,A,B,C, ed i 
d=0O,— pp punti D, e saremo sicuri che esiste (almeno) una curva K, 


*) G. Castelnuovo, Massima dimensione dei sistemi lineari di curve piane di dato 
genere, Annali di Mat. (2) 18 (1890), p. 119, n.° 5. 
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irriducibile di genere p e d ordine 2 ¥-+-k, che passa » +- & volte per O, 
» volte per ciascuno dei punti A, B,C, e due volte per ciascuno dei 
punti D: su tale curva le rette per O segano una g? priva di punti fissi. 

4. Dico che la curva K che abbiamo costruito alla fine del n.° prece- 
dente, ha tutti i requisiti richiesti al n.° 2: per dimostrare cid, dovremo 
far vedere che essa non é iperellitica, che la g! su essa considerata é 
completa, e che il doppio di questa serie lineare ha |’ indice di specialita 
$= p—2r+2. 

Consideriamo a tal uopo le curve d’ordine 2» +k — 3, aggiunte a 
>’ =|K|: da esse si staccano le tre rette OA, OB, OC, che sono curve 
fondamentali di =’. Le curve del sistema aggiunto puro che contengono 
un gruppo G, della g?, si spezzano nella retta per O che contiene tale G,, 
ed in una curva I" variabile, d’ordine 2»-+-k—7, che deve passare 
y+k—5 volte per 0, »—2 volte per ciascuno dei punti A, B,C, 
e contenere semplicemente i d punti D. Dico che queste, per le curve 
d’ ordine 2» -+-k— 7, son condizioni indipendenti. 

Potremo intanto limitarci alle condizioni imposte dai punti multipli, 
poiché i punti semplici D, essendo d punti che (n.° 3) posson darsi ad 
arbitrio nel piano, imporranno certamente d condizioni indipendenti. Per 
cid che concerne le condizioni imposte dai punti multipli, basterd far 
vedere che é possibile di soddisfare a tutte queste condizioni, tranne una 
arbitraria®). Cid é evidente, quando si osservi che fra le curve d’ ordine 
2»-+-k—7 che soddisfano a tutte quelle condizioni, vi sono quelle spez- 
zate in k — 3 rette arbitrarie per O ed in » — 2 coniche arbitrarie per 
0, A, B,C. 

Dunque, le curve I” linearmente indipendenti sono in numero di 

1 (2¥-+k—5)(2¥+k—6)—3(y + k—5)(>+k—4) 
—3(»—2)(r-1)— d= 
=ky—k—2y—d+2=0,-—d-—v7+1=p—r+1. 

Questo é pertanto |’ indice di specialita della g? segata su K dalle rette 
per O. In base al teorema di Riemann-Roch, da qui si trae che tale g? 
& completa. Si ha inoltre che K non puo essere iperelliitica, poiché 
nell’ ipotesi contraria, la serie g' (che é speciale e priva di punti fissi) 
dovrebbe comporsi colla g} esistente su K, ed il suo indice di specialita 
varrebbe p — ; invece di p—v+1. 


*) Si potrebbe dimostrare che il sistema delle curve d’ ordine 2»+k—7 che 
soddisfa a quelle condizioni é irriduttibile e regolare, imitando il processo seguito al 
n.° 3 pel sistema >: da qui seguirebbe subito che K non é iperellitica. 











es 
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E veniamo da ultimo alla determinazione dell’ indice i di specialita 
della serie lineare doppia di gi. Dovremo vedere quante sono le curve 
I linearmente indipendenti che contengono un gruppo G@, di g?. Tali 
curve si spezzano nella retta fissa per O che contiene tale @,, ed in una 
parte variabile, i cui caratteri si hanno da quelli delle curve [ mutan- 
dovi k in k—1. Per cid che precede sard quindi 


t=O, ,—d—»+1=0,—d—27+2=—p—27+2, 
che é quanto dovevasi dimostrare. 


5. Ritorniamo alla curva C canonica di genere p, e premettiamo 
alcune considerazioni generali. Avendo su C due serie lineari complete, 
g¢ e g®, Yun VP altra residua rispetto alla serie canonica (talché sara 
yv+vr’=2p—2, o’=»’—p+o+1), i loro gruppi G, e G, sono 
rispettivamente segati su C da spazi S ed 8’, di dimensioni » — 9 — 1 
e v’— 9’— 1%), Uno spazio S ed uno spazio S’ son congiunti da uno 
ed un solo iperpiano; e, inversamente, ogni iperpiano per S (per 8’) 
contiene uno ed un sol spazio S’ (8). 

Cié premesso, supponiamo che tutti gli spazi S’ abbiano un punto 
fisso P a comune: preso un qualunque spazio S, ogni iperpiano per esso, 
contenendo uno §’, passera per P, ond’é necessario che anche S contenga 
il punto P. 

Risulta adunque che, se i vari spazi S’ si segano in uno S, fisso 
(o>0), questo é altresi spazio comune a tutti gli spazi S; i quali spazi, 
poi, non possono segarsi in uno spazio di dimensione superiore a o, poiché 
questo dovrebbe pur esser spazio comune agli 9’. 

Gli iperpiani passanti per S,, segano su C una serie lineare di 
dimensione p — o — 2, la quale é totalmente contenuta nella serie cano- 
nica: infatti S, non pud appoggiarsi a C, se no g? e g®% verrebbero ad 
avere dei punti fissi. Ed é chiaro che queste serie lineari sono anche |’ un 
Paltra residua rispetto a quella g?>e>?. 

Dico che quest’ ultima serie lineare é la loro somma minima, ossia 
che non esiste alcuna serie lineare d’ ordine 2p — 2 e dimensione inferiore 
a p—o— 2, che contenga tutti i gruppi di 2p — 2 punti ottenuti aggre- 
gando ad un gruppo qualunque di g? un gruppo qualunque di g¢. Infatti, 
supposto che esista una serie lineare siffatta, indichiamone con p— o’ — 2 
la dimensione: sara o’ >o, e la serie lineare che si considera, deve 
potersi segare su C cogli iperpiani che contengono un certo S,,. Ora, 
poiché gli iperpiani che congiungono uno spazio S ad un qualunque 8’, 
devono contenere S,’, e d’altronde tali iperpiani sono iperpiani arbitrari 





0) Cf. F. Severi, op. cit. in %), p. 133. 
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condotti per S, occorre che sempre S passi per S_,; mentre i vari spazi 
S hanno solo a comune uno S,. 

In base a quest’ ultimo ragionamento, ed a cid che precede, potremo 
dire che: 

Se sulla curva canonica di genere p si hanno due serie lineari com- 
plete g? e g%, Pun Paltra residua rispetio alla serie cononica, i loro 
gruppi possono venir segati sulla curva da due serie di spazi S ed 8’, 
di dimensione v —o —1 e »’ — 9’ —1 rispettivamente. Se gli spazi S’ 
passano per uno S, fisso, anche gli spazi S passano per esso, e la 
somma minima delle due serie lineari, ha la dimensione p — 6 — 2. In- 
versamente, da quest ultimo fatto si deduce I esistenza di uno S, fisso, 
per cui passano tutti gli spazi S ed 8’. 

6. Supponiamo ora che C sia y-gonale, e contenga adunque una g? 
completa, con 2<¥< +1. Consideriamo la serie g¢ residua di g? 


rispetto alla serie canonica, ed i due sistemi relativi di spazi S ed 8’, 
di cui al numero precedente. Nelle ipotesi attuali é 9=1, »’ =2p—yr—2, 
o’=p—vy, onde gli spazi S (come gia s’é detto al n.° 2) hanno la 
dimensione y — 2, mentre gli spazi S’ hanno la dimensione p — 3. 

Dico che se due diversi spazi S hanno un punto P a comune, per 
esso devono passare tutti gli spazi S’. Infatti, se esistesse un S’ non 
passante per P, consideriamo i due iperpiani che lo congiungono ai due 
spazi S che passano per questo punto; essi dovrebbero coincidere con 
l iperpiano (determinato ed unico) che congiunge S’ a P: e cid é assurdo, 
poiché questo iperpiano verrebbe a segare C in pit di 2p — 2 punti. 

In base al numero precedente, cid dimostra che se due spazi S hanno 
un punto a comune, per esso devono passare tutti gli co* spazi 8S. 

Gli spazi S, di dimensione » — 2, possono, al pil, avere uno S, , a 
comune. Dico che questo caso va escluso. Gli co’ spazi S sono »-secanti 
la curva C che é d’ ordine 2 p — 2; se avessero uno S,_, in comune, essi 


formerebbero un cono d’ ordine ot e dimensione » — 1; poiché questo 


cono apparterrebbe allo S,_,, dovrebbe aversi: 


2P-2>p—v+l, 
ossia : 
p(y —2)<r*-—v-—-2<yv*?—4, 
da cul: 
psrv+l; 


+1. 


e cid contraddice le diseguaglianze 2 < » < 9 
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Da quanto precede, tenendo anche presenti i n.! 2 e 3, risulta che: 

Gli spazi S,_,, che determinano su di una curva canonica di 
genere p,i G, dt una sua g completa (2<»<4+1), non possono a 
due a due che segarsi in uno S, fisso, con —1lo<v— 4. Ingenerale 
« vale —1, ossia quegli 8, _, sono a due a due sghembi. 

Pud perd accadere che sia o=>0; affinché questa particolarita si 
presenti, & necessario e sufficiente che la somma minima della g} consi- 
deraia e della sua serie residua rispetio alla serie canonica, non sia la 
serie canonica completa, ma una serie lineare in essa totalmente conte- 
nuta, di dimensione p— o— 2. 


Le curve v-gonali di genere p, la cui g' presenta questa partico- 
larita, dipendono da 2p + 2»—o—6 moduli. 


IL. 


7. Consideriamo nel piano il sistema lineare ®, costituito dalle curve 
d’ ordine n+» aventi un punto n-plo O. E noto che la dimensione di 
questo sistema é data da 


f=5r(y—-1)+nv+2r+n, 


e che la generica curva di ® é irriducibile. 


Suppongasi che fra le curve di ® ve ne siano di irriducibili il cui 
genere valga p(>)): una curva siffatta avra, fuori di O, altre singolarita 
equivalenti ad un certo numero d di punti doppi, dato da 


d=59(y—1)+nv—9—n—p+l. 


E chiaro che questo numero dovra risultare maggiore o uguale a zero. 
Dimostreremo reciprocamente al n.° 8, che basta che sia d>0, affinché 
si possa asserire che ® contiene qualche curva irriducibile di genere p: 
risultera anzi che la generica curva irriducibile C di ® il cui genere é p, 
ha precisamente, fuori del punto O, che é n-plo ordinario, d punti doppi, 
che verranno indicati colla lettera D. 

Dico che i punti D impongono alle. curve di ®, d condizioni distinte. 
Sia infatti h la dimensione del sistema lineare costituito dalle curve di ® 
che passano semplicemente per i punti D. Se a queste curve imponiamo 
di passare per »-+-1 punti generici di una retta per O, otteniamo un 
sistema lineare la cui dimensione non pud essere inferiore a h — (vy +-1). 


D’ altronde le curve di quest’ ultimo sistema si spezzano in tale retta per O, 
Mathematische Annalen. 100. 85 
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e nelle curve d’ordine ~-+ » —1 aggiunte a C; per una nota proposizione 
si avra dunque 

p+2n+2v—22>h—(r+1), 
ossia 


h<f—d. 


E poiché ovviamente / non pué risultare inferiore ad f—d, sara h=f—d, 
il che dimostra I’ asserto. 
Usufruendo della rappresentazione delle curve di ® coi punti di uno 


spazio lineare S,, si conclude”) che la curva C individua una “falda 
lineare” di dimensione 


h=f—d=3r+2n+p-1 


di curve di ®, con d punti doppi prossimi a quelli di C. Eppertanto C 
sta in un sistema algebrico irriducibile H, co”, di curve siffatte; la C 
é una curva generica di H. 

Tracciamo le w = 2y +-2p— 2 rette per O che toccano C altrove, 
e consideriamo la totalita delle curve di H che toccand queste rette. Sia K 
una parte irriducibile di questa totalita, che contenga C, e la cui dimen- 
sione verra indicata colla lettera k. Un teorema di F. Severi, relativo 
appunto a sistemi continui di curve soggette alla condizione di avere un dato 
numero di punti doppi e di toccare un dato gruppo di rette di un fascio, 
ci assicura che la serie caratteristica di K su C é completa**). 

Detta serie caratteristica, fuori dei punti fissi, che cadono nei punti 
multipli di C e nei punti di contatto delle m tangenti considerate, ha 
Y ordine 

(n+y)*—n*—2d—w=2n-+-y». 


Detto 7 il suo indice di specialitd, la sua dimensione ¢. data, per quanto 
s’é detto, da 
2n-+¥—p+)j. 


D’ altro canto essa dev’ esser inferiore di un’ unita, alla dimensione k di KX; 
sara dunque 
k=2n+r—p+j+l1. 

11) Basta ragionare come nell’ Op..cit. in *), a p. 314—315. 

12) V. Nota cit. in *), n.° 5. — Esso é caso particolare di un noto teorema dovuto 
a F. Enriques, Sulla proprieta caratteristica delle swperficie algebriche irregolari, R. Acc. 
delle Scienze di Bologna 9 (1904), p.5; perd la dimostrazione del teorema generale 
non é valida, se non quando la serie caratteristica é non speciale: cid é stato osservato 
da F. Severi, nella Nota V Sulla teoria degl’ integrali semplici di 1* specie appartenenti 
ad una superficie algebrica, Rendic. R. Acc. Naz. dei Lincei (5) 30 (1921), p. 296. 





| 
| 








Curve poligonali. 547 


Ogni gruppo di @ rette del fascio O, che tocchi una C generica di H, 
ne torca quindi, in conseguenza, co* altre; eppertanto i gruppi di m rette 
del fascio O tangenti alle curve C, dipendono da 


h-—-k=o-—j 


parametri. Dunque, se si vuole che detti gruppi di w rette siano arbitrari 
nel loro fascio, é necessario e sufficiente che risulti 7 =0, ossta che la 
serie caratteristica di K sia non speciale. 

Per dimostrare la penultima proposizione enunciata al n.° 1, si deve 


ora solo pil, dati » e p, determinare n in guisa che detta serie caratte- 
ristica risulti non speciale. 


8. Prima perd, dobbiamo stabilire la proposizione ammessa al n.° 
precedente, che 


dati comunque gl interi p, n e v, purché sia 
d= 5»(y—1)+nvy—y—n—p+120, 


esistono sempre delle curve irriducibili d ordine n-+-¥ e genere p, aventi 
un punto n-plo ordinario O e d punti doppi**), 

Al sistema lineare ® considerato al principio del n.° 7, appartengono 
le curve spezzate in n+» rette, di cui m passanti per O. Consideriamo 
una generica, I’, di queste curve, spezzata in m rette a,,a,,..., a, per O, 
ed in » rette ulteriori b,, b,,..., b,: essa, fuori del punto n-plo O, ha 


b=59(y—1) +n» 


punti doppi. Dico che questi impongono alle curve di ®, 6 condizioni 
distinte. All’ uopo s’indichi con f’ la dimensione del sistema ®’ costituito 
dalle curve di ® che passano pei suddetti punti doppi: sara 


f'=f—4, 


ed occorre far vedere che in questa relazione occorre prendere il segno =. 
Scegliamo genericamente n punti su @,, a,,..., @, rispettivamente; le curve 
di ’ che passano per questi punti, si spezzano nelle n rette a,,a,,...,@,, 
ed in una curva d’ordine » aggiunta alla curva spezzata nelle rette 
b,, b,,...,6,. Il sistema lineare che cosi si ottiene ha la dimensione 


18) La dimostrazione che segue, si avvicina assci a quella data da Severi (ai 
n' 1 e 2 della Nota cit. in *)) pel teorema di esistenza; ci permettiamo quindi di sor- 
volare un po’ sui dettagli. 


35* 
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Le(e-8)— Bole) = 20. 


onde dovra aversi 
7 
2va>f —n, 


il che, per le precedenti relazioni, implica che sia effettivamente 
f=f—d=—n-+ 2». 


Cid premesso, sulla curva I si fissino n+»-+p—1 dei 6 punti 
doppi, da considerarsi come virtualmente inesistenti, in modo che I" diventi 
una curva connessa col punto n-plo O, ed altri 


d6—(n+r+p-—l1l)=d 


punti doppi assegnati**); e si noti che la cosa ha senso, poiché, per ipotesi, 
risulta d>0. Il genere virtuale di I" varra 


*5-") - (2)- ap. 


Poiché i 6 punti doppi assegnati di I" presentano condizioni indipen- 
denti alle curve di ®, usufruendo della rappresentazione delle curve di ® 
coi punti di uno spazio lineare S,, si conclude**) che la curva connessa 
T individua una “falda lineare” di dimensione 


f—d=38r+2n+p-—1>0 


di curve di ®, con d punti doppi prossimi a quelli assegnati di I’. 
Eppertanto I" sta in un sistema algebrico Q irriducibile ed infinito di 
curve, la cui curva generica é irriducibile, d’ ordine n+» e genere p, ed 
ha un punto n-plo ordinario in O e d punti doppi ulteriori. 


9. Ritorniamo ora alla serie caratteristica di K su C. Per cid che 
s’é detto al n.° 7, questa serie é completa, e vien segata su C dalle curve 
di ® che passano pei d punti D doppi di C, e per gli w punti di con- 
tatto delle tangenti per O. Fra queste curve si hanno palesemente quelle 
spezzate nella prima polare di O rispetto a C, ed in una retia ulteriore: 
questo mostra che si ha un gruppo di quella serie lineare, aggiungendo 

4) Cid si pud dire.in base ad un teorema dato da Severi (a p. 316 dell’ Op. cit. 
in ')), il quale dice che i punti doppi di una qualunque curva, irriducibile o spezzata, 
@ ordine » senza singolarita superiori, presentano sempre condizioni indipendenti alle 
aggiunte d’ ordine v. 


1) Affinché I risulti connessa, si possono p. es. riguardare come inesistenti gli 
n-+y¥—1 punti ove b, sega le altre rette di I’-(con che J risulta gid connessa e di 
genere virtuale zero) eppoi p punti arbitrari dei rimanenti punti doppi di I’. 

1*) Basta ragionare come nell’ Op. cit. in *), a p. 324. 
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agli n+» punti di una sezione rettilinea di C, gli m punti di C che 
coincidono con O (punti che sono origini di m rami lineari)*’), 

Da qui segue facilmente che la serie caratteristica di K é@ speciale o 
non speciale, a seconda che esistono o non esistono delle aggiunte d’ordine 
n+yv—4 di C, che passano n volte per O. 

I! conto delle costanti dimostra subito che queste aggiunte esistono 
certamente se it 

n < Sar ee . 


In base a cid che precede, per provare la veriti della proposizione che 
abbiamo in vista, bastera far vedere che, preso comunque 


n> port? 
1° il numero d definito al n.°7 non é negativo, talché, giusta il n.° 8, 
esistono delle curve irriducibili d’ordine n + » e genere p, aventi un punto 


n-plo ordinario O, e d punti doppi; 

2° la generica C di queste curve, non ammette nessuna curva aggiunta 
d’ordine n-++ » —4 che passi n volte per O. 

Il primo punto si stabilisce facilmente. Infatti, in virti delle fatte 
ipotesi (si ricordi che 6 y>3), si ha 


n(y—1)22n>p—yr+2, 
e pertanto 


d= 5»(y—38)+n(y—1)—p+12>5(r—2)(v— 8) 20. 


Per dimostrare il secondo punto, ammettiamo (ragionando per assurdo) 
che la generica di quelle curve C abbia (almeno) un’ aggiunta C, d’ ordine 
n-+-»—4 che passi n volte per O. Si potra supporre, come s’é detto, 
che la curva C stia nel sistema 2 costruito al n.° 8 a partire dalla curva 
spezzata I. Quando C, muovendosi in Q, tende a I’, isuoi d punti doppi 
tendono ai d punti doppi assegnati di I’. Dunque, al limite C, diverra una 


1”) Cid permette di caratterizzare invariantivamente quella serie caratteristica, in 
funzione della g} segata su C dalle rette per O: essa si ottiene sommando ad un 
gruppo G, di questa g}, il doppio di un gruppo G, di n>0 punti, tale che la serie 
|G,+G, | sia almeno doppiamente infinita. 

In base a questa osservazione, tenuto presente la fine del n.° 7, la proposizione 
che abbiamo in vista si pud anche enunciare sotto forma invariantiva cosi: 

Data su d’un ente algebrico «* di genere p, una g} completa (vy >2), i cui G, di 
diramazione entro alla ~* razionale dei G, di g} non presentino particolarita, affinché 
esista (almeno) un G, tale che |G,+G,| sia pit che semplicemente infinita, senza che 
|G,+2G,| risulti speciale, 2 necessario e sufficiente che si abbia 

—v+2 
r= aor - 
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curva I’, d’ordine n+» — 4, passante semplicemente per questi d punti 
doppi, ed avente in O un punto n-plo. Dico che una curva I, siffatta 
non pud esistere. 

All uopo, esaminiamo un po da vicino come si possono scegliere i d 
punti doppi assegnati di I, o (cid che fa lo stesso) gli n+»+p—1 
suoi punti doppi da considerarsi come virtualmente inesistenti. Si ha, 
per ipotesi, 

ps2n+r—2, 
e quindi 
n+v+p—1<38n+2r—3. 

Cid premesso, fissiamo tre diverse delle rette 6,, b,,..., b, (cid & possibile 
essendo vy > 3), e siano le b,,b,,b,. Le rette b, e b, sono segate dalle 
ulteriori n +» — 2 rette di I’, in 2n +2» — 4 punti; se aggiungiamo a 
questi il punto d’ intersezione di b,, 6, e gli m punti in cui b, vien segata 
dalle rette a,,a,,...,@,, otteniamo un totale di 3n-+ 2» — 83 punti. In 
base alla precedente relazione, ed a cid che é stato detto in **), i punti 
doppi di I’ da considerarsi come virtualmente inesistenti, possono venir 
scelti fra i suddetti 3n-+ 2» — 3 punti"*). 

Da qui segue che, se la curva I’, d’ordine n + » — 4 considerata po- 
ce’ anzi esistesse realmente, essa dovrebbe avere con ciascuna delle rette 
@,,@,,...,@,; b,,b,,...,6,, n+» — 83 imtersezioni, e quindi contenerla 
per intero; e cid é assurdo, poiché queste rette sono in numero di n + » — 3, 
numero che é superiore all’ ordine di I,. 

Le considerazioni fin qui svolte dimostrano pienamente la penultima 
proposizione del n.° 1. Ad essa si pud dare veste analitica, enunciando 
il teorema di esistenza cosi: 

Di una funzione y(x) algebrica irriducibile a » (> 3) rami, di genere 
p(=0), st possono scegliere ad arbitrio gli w= 2v+2p—2 punti di 
diramazione (semplict) e le trasposizioni ad essi relative, purché il gruppo 
di questi trasposizioni sia transitivo ed il loro prodotto sia Videntita. Una 
tale funzione é definita a meno di trasformazioni birazionali. 

Se gli w punti di diramazione sono generici, e se é v< p+ 2, al 
legame algebrico fra y ed x, ha, nelle due variabili, un grado che non 
puod discendere al di sotto di 

gtets . 

‘—_. 

mentre esso pud, a piacere, raggiungere un qualsiasi valore intero non 
infertore a questo limite. 

1*) E ovvio che si dovranno considerare tuéti questi 3n+2»—8 punti doppi 
come virtualmente inesistenti, allora e solo allora che nell’ ultima relazione valga il 
segno =. 
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L’ultima proposizione del n. 1, é un corollario immediato della prece- 
dente. L’unico punto che occorra ancor dimostrare, é |’ affermazione fatta, 
che le curve ’minime” che ivi si considerano, sono normali. Ora, presa 
una C di queste curve, se essa potesse ottenersi come proiezione sul piano 
di una curva sghemba I" dello stesso ordine, da un punto P esterno a I, 
la retta che congiunge P al centro O del fascio che sega su C lag;, non 
potrebbe appoggiarsi a I, poiché se no la proiezione di I sul piano da 
uno dei punti d’ appoggio, darebbe una curva di genere p ed ordine inferiore 
a quello di C, su cui le rette per O segherebbero una g} cogli stessi ele- 
menti di diramazione della g} segata su C. 


La molteplicita ° + e-+1 del punto O per C deve quindi valere 
zero, il che implica che C sia d’ ordine », e che risultiv = p+ 2. Poiché 
C non passa per O (ossia, colle precedenti notazioni, 6 n= 0), per cid 
che s’é detto poc’anzi la curva C non pud ammettere nessune aggiunta 
@ ordine » — 4. Cid significa che la serie lineare segnata su C dalle rette 
del piano non é speciale, eppertanto (in virti della » = p+ 2) essa é 
completa. 

Dunque, effettivamente, i modelli minimi considerati sono normals. 





(Eingegangen am 19. 1. 1928.) 











Representation of Manifolds. 


Von 


Wilfrid Wilson in Amsterdam’). 





Introduction. 
$ 1. 


By an n-dimensional simplicial manifold is understood an n-dimensional 
manifold*) in Brouwer’s sense, that is, a connected set of points built up 
of n-dimensional elements*), any two of which have either no point in 
common, or a p-dimensional face together with all its g-dimensional faces 
in common (p=0,1,...,.n—1;q=0,1,...,p9—1), while those ele- 
ments of common vertex are related in the same way as the simplexes 
of a simplex star*) of R,; if in this definition the restriction that elements 
of common vertex are related as simplexes of a simplex star of R, be 
replaced by the conditions that each (m — 1)-dimensional face belongs 
exactly to two elements and each p-dimensional face (0 <p <n — 2) 
to a finite number of faces, while the property of a vertex of being 
common to several elements is only recognised in so far as it can be 
derived from the property of (n — 1)-dimensional faces of being common 
each to two elements, we have an n-dimensional pseudo-manifold of 
Brouwer‘). A simplicial manifold or a pseudo-manifold is said to be 


*) Fellow of the International Education Board. 

*) Brouwer, , Ober Abbildung von Mannigfaltigkeiten“, Math. Annalen 71, p. 97; 
this work is referred to in the sequel as ,, A. v. M.“. 

8) ,A.v. MM“, p. 97. By an n-dimensional element is understood the topological 
image of an n-dimensional simplex and by a simplex star of R, a finite number of 
simplexes dense in a neighbourhood of a common vertex O, no two of which have 
inner points in common and any two of which have a common p-dimensional face 
(0S pSn-—1) but no further common point. 

*) ,Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets“, Math. Annalen 71, p. 305 
and 306; the definition there given is here completed in accordance with a verbal 
communication from Prof. Brouwer. 
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closed when the number of its elements is finite; otherwise it is said to 
be open®). By the indicatrix*) of an element is understood a certain 
order of its vertices, orders obtained from each other by an even number 
of permutations being considered equivalent, so that an element has two 
indicatrices one of which may be arbitrarily assigned as positive. Consider 
in a simplicial or pseudo-manifold a finite closed chain consecutive ele- 
ments of which have n-vertices in common and assign a positive indi- 
catrix to one of these elements; from it we determine the negative indi- 
catrix of the following element by writing the newly entering vertex in 
place of the discarded one’); in this way we determine a positive indi- 
catrix for each element of the chain in succession and on returning to 
the initial element assign a new positive indicatrix to it; if for every 
closed chain this new positive indicatrix is identical with the original one 
the manifold is called two-sided, otherwise one-sided’). By a locally 
simplicial n-dimensional manifold is understood a connected topological 
space*) to whose defining system of neighbourhoods there exists a coun- 
table equivalent®) system each of which is the interior of an n-dimensional 
element; the manifold is said to be closed or open according as it is 
or is not a compact topological space*®); the following remarks™) 1,..., 4 
place such manifolds and the problem treated in the following investi- 
gation, in a clearer light: 


1. In a locally simplicial manifold M it may be assumed that each 
neighbourhood together with its boundary is an n-dimensional element 
contained in M (#.e., the topological image of an n-dimensional simplex 
together with its boundary). For let the neighbourhood U; be the topo- 
logical image of the interior of the n-dimensional simplex S,; consider 
in S, a countable set of n-dimensional simplexes S/ (each with its 
boundary) such that each inner point is covered by the interior of a 
sequence of the simplexes Sj converging to this point and let Uf” be 
the image of the interior of S? in U;; {U;"} (t,7=1, 2,3,...) is the 


5) ,A.v. M.*, p. 97-98. 

8) A. v. M.*, p. 100. 

) ,A.v.M.*, p. 101. 

*) Hausdorff, ,Grundziige der Mengenlehre“ (1914), p. 213; this work is referred 
to in the sequel by “Hausdorff”. 

*) Hausdorff, p. 260. 

) Such manifolds have been defined by Weyl, ,Die Idee der Riemannschen 
Flache“ (1913), p. 17-18; Tibor Radé, ,Uber den Begriff der Riemannschen Fliache“, 
Acta litt. scient. Reg. Univ. Franc. Jos., 2, Fasc. II (1925), who proves that a closed, 
locally simplicial, 2-dimensional manifold is simplicial; and v. Kerékjarté, ,, Vorlesungen 
iiber Topologie I“ (1923), Einleitung, p. 5—6. 

4) These remarks have been suggested to me by Prof. Brouwer. 








554 W. Wilson. 


required set of neighbourhoods; assume in the sequel that the boundaries 
of all neighbourhoods used are contained in M; then the neighbourhood a, 
together with its boundary being written @,, @,; is an n-dimensional 
element contained in M; we then have the remark: 

2. the manifold M is “condensed” with respect to any sequence of 
the above neighbourhoods w,,,,... covering it, ¢.¢., if the index ¢(P) 
of an arbitrary point P be defined as the least value of » for which 
Pco,, then a sequence of points P,, P,,... has or has not a limit 
point in M according as the sequence of indices ¢(P,),¢(P,),... is 
bounded or monotonely increases respectively. Proof: When ¢(P,), ¢(P,), ... 


is bounded a finite m exists such that SP, C So, hence the sequence 
P,, P,,... has a limit point P’c ¥ Sa, cM. When the sequence 7(P,), 


i(P,),... monotonely increases the ‘ileeadion that P,, P,,... has a limit 
point P’ leads to a contradiction, for then the subsequence P;, Pz, ... 
of P,, P,,... converging to P’ is such that é(P;),i(Py),... is 
bounded. 

We note that two arbitrary points Pand Q of M are connected by a finite 
chain @,,, @,,,..., @,, such that PC w,,, ,,w,,,, + 0 (¢=1,2,...,r—1), 
Q<o,,. For the set G of points which can be joined to P in the above 
manner completely contains each w, of which it contains a point and is 
therefore an open set containing P and having no edge point; hence M 
being connected, G must contain Q. 

3. M is a metrical space by the theorem of Urysohn*®) since it is a 
normal space satisfying the 2™ enumerability axiom of Hausdorff. 

4. The system of neighbourhoods defining M can be replaced by an 
equivalent system any two of which having a common point are contained 
in a single neighbourhood of the original system. Proof. Let r(P) be 
the greatest value of o such that points distant less than 9 from P 
are contained in one of the neighbourhoods ,,@,,... defining M. 
Define m,=1 and m,,, as the least value such that @,+@,+... 
+ Gm, Cw, + w, + ...+ @m,,,; & Sequence of finite numbers m,, mg, ... 
exists by Borel’s theorem; it follows that when P varies in @, + ... + @m, 
there exists a minimum value k, of r(P) different from -zero. Call a 
point a (o-+1)-point when it is contained in w,+@,+...+@m,,, but 
not in w,-+@,-+ ...+ @m,; take, for each o-point P, a spherical neigh- 
bourhood containing P and of radius }%, and in this a neighbourhood 


1%) .Zum Metrisationsproblem“, Math. Annalen 94, p. 310, Hauptsatz; extended by 
Tychonoff to regular spaces, Math. Annalen 95. 
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@,(p,o, Of P of the original system w,,@,,.... The set of neighbourhoods 
such as @, :p.) satisfies the required condition. 


The following investigation, which is a step toward the proof that 
all locally simplicial manifolds are simplicial, proves that certain locally 
vimplicial manifolds can be covered “once positively” (see Theorem 1, § 2 
beneath) by a unique continuous representation of a simplicial manifold, 
and extends to locally simplicial manifolds the fundamental theorem”) 
and results of Brouwer on the.representation of simplicial manifolds. 


In the element Z’ of a locally simplicial manifold consider a segment 
path**) of which a segment PQ crosses an (nm — 1)-dimensional simplex 
A, A, .-. 4, in E’ of positive indicatrix A,, A,,...,4,; let Q be the end 
point of PQ for a positive sense of description of the path, that is, the 
path is regarded as a two-sided, 1-dimensional simplicial manifold in 
which P, Q is the positive indicatrix of the element PQ; then the above 
mentioned crossing is defined to be positive or negative in HZ’ according 
as A,,A,,...,A,, Q is the positive or negative indicatrix of the simplex 
A, A, ...A,Q in E’ respectively *). 

The boundary B of an n-dimensional element EZ contained in an 
element Z’ is a particular case of a Jordan Manifold**), Let P be a 
point of Z, Sp an (nm —1)-dimensional sphere*’) of EZ’ of centre P, B, 
(»=1,2,...) @ sequence of simplicial divisions**) of B in which B,,, 


is a simplicial division of B,, and the breadth of the simplexes of B, 


18) .A.v. M.*, p. 106, Satz 1; in the above terminology this theorem may be 
written: If a closed, two-sided, n-dimensional, simplicial manifold ~ be uniquely and 
continuously represented on a simplicial n-dimensional manifold uw’, there exists a 
finite whole number c, invariant under continuous modification of the representation, 
with the property that the image of mu covers every region of «’ altogether c times 
positively; if uw’ be one-sided or open c is always zero. 

This number c is called the degree of the representation. 

4*) As with simplicial manifolds, Brouwer, ,A. v. M.“, p. 100, assign to each ele- 
ment of a locally simplicial manifold, a regular Euclidean simplex of fixed length of 
edge as its ,representative simplex“, and let there be a topological correspondence 
between the element and its representative simplex; then by a segment, segment path, 
component simplex, (n — 1)-dimensional simplex in 2’, is understood the image of a 
segment, segment path, component simplex, (n—1)-dimensional simplex respectively, 
in the representative simplex of 2’. 

15) Brouwer, ,Beweis des n-dimensionalen Jordanschen Satzes“, Math. Annalen 
71, p. 317, footnote. 

16) Brouwer, ,Beweis des n-dimensionalen Jordanschen Satzes“, Math. Annalen 
i1, p. 314. 

*”) By an (n—1)-dimensional sphere of 2’ is understood the image in E’ of 
an (n—1)-dimensional sphere in the representative simplex of 2’. 

8) ,A.v.M.“, p. 103. 
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does not exceed =i assign a positive indicatrix to B and EZ’, determine 


the indicatrix of the interior of Sp from that of Z’**) and that of Sp 
from that of its interior®®), and represent B uniquely and continuously 
on Sp by projection with centre P; the degree of this representation is 
called the order**) of P with respect to B in E’; for sufficiently great » 
it is identical with the difference between the number of positive and 
negative crossings of B, by a segment path from the boundary of E’ 
to P, no vertex or segment of which is in B, and no segment of which 
cuts an (m — 2)-dimensional face of B,; this order has the value + 1.**) 

Let the system of neighbourhoods of a locally simplicial manifold 
be replaced by an equivalent*) system any two neighbourhoods of which 
having common points are contained in a single element (see remark 4 
above) and thus constitute a two-sided piece of the manifold. Consider two 
elements E’ and 2” such that 2’ 2” +0 and such that a third element 
ECE’ E” exists**). The indicatrix of E’ being assigned, that of E is 
determined so that the order of a point PC E with respect to the boundary 
of E in E’ is +1 and that of Z” is so assigned that the order of P 
with respect to the boundary of EZ in EZ” is also +1); this deter- 
mination of the indicatrix of Z” is then independent of the choice of the 
element Ec E’ E”, both E’ and E” being contained in a singie element 
of the manifold. Finally two arbitrary elements Z’ and E” of the mani- 
fold can be joined by a finite chain any two consecutive elements of 
which have a third element in common®); if then the indicatrix of the 
first element E’ of this chain be assigned, that of the last element 2” 
can be determined by successive applications of the above rule; when the 
indicatrix thus assigned to E” is independent of the chain of elements 
joining EZ’ and E£” the locally simplicial manifold is said to be two-sided; 
otherwise one sided **). 


1%) A. v. M.*, p. 100. 

%) | A.v.M.*, p. 108. The indicatrix of the (n — 1)-dimensional simplex A, A, ... A, 
considered as a face of the simplex A, A, ...A,4, is defined to be A,, A,,..., A, 
where A,, A,,..., An, An+, i8 the indicatrix of A, A,...An4, 

*1) Brouwer, ,Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten“, Math. Annalen 71, p. 323, § 4. 

™®) Brouwer, , Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten“, Math. Annalen 71, p. 323, § 4. 
Satz 4; we have above used a particular case of this theorem. 

*%) Such an element exists when EZ’ and EZ” have inner points in common; Haus- 
dorff, Axiom (B). 

*) We are here using Brouwer’s generalized indicatrix, , ber Jordansche Mannig- 
faltigkeiten“ p. 324, §5; for the extension of the indicatrix conception to locally 
simplicial manifolds 1 am indebted to Prof. Brouwer personally. 

%) See remark 2 above. 
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If now « be a unique continuous representation of the closed, two- 
sided, n-dimensional pseudo-manifold or simplicial manifold « on the closed, 
two-sided, n-dimensional locally simplicial manifold u’, we can define and 
use the simplicial division ¢ of mu, the simplicial and modified simplicial 
representations 6 and y respectively corresponding to ¢ and approximating 
to a, the “inner simplex” of each element of yu’, the ordinary points of 
these inner simplexes and the numbers p and p’ of positive and negative 
image simplexes respectively covering an ordinary point P of u’, exactly 
as with simplicial manifolds, obtaining the results*): 


(1.1) The number c= p — :p’ is constant in the ordinary points of 
an inner simplex of n’; 


(1.2) The number c has the same value for every simplicial approxi- 
mation to «. 


Again let EZ’ and E” be neighbourhoods of uv’ such that EB’ 2” +0 
and let the corresponding inner simplexes J’ and J” be so chosen that 
J' J” +0; construct a sequence £,,¢,,... of simplicial divisions of u for 


which ¢;,, is a simplicial division of ¢; and the maximum diameter of 
any element of ¢, is < x if then £; and £;’ be the simplicial approxi- 
mations to « in J’ and J” respectively correspondig to ¢,, P any ordinary 
point of J’ and J” with respect to both £; and fj’, and ¢{ and cj’ the 
values of (p—p’) at P for i and £;' respectively, it can be proved 
that for sufficiently great 4, cj =; *’), and hence that — 

(1.3) The number c has the same value in the ordinary points of 
every inner simplex of the locally simplicial manifold pu’. *’) 

As with (1.1) and (1.2), the results (1.4) and(1.5) beneath, follow 
exactly as for simplicial manifolds**): 


(1.4) When the image of u under « is not everywhere dense in y’, 
the degree c is zero; 


(1.5) If uw’ be one-sided or open c is zero. 


With (1.1), (1.2), ..., (1.5), the fundamental theorem *’) is established 
for the case where yw’ is locally simplicial and « a pseudo or a simplicial 
manifold. 


%6) A. v. M*, p. 101-105. 

7) W. Wilson, ,Representation of a simplicial manifold on a locally simplicial 
manifold“, Amsterdam Proceedings 29 (1926), p. 1129 sqq.; for the leading idea of the 
proof there given the writer was indebted to a remark of Prof. Brouwer. 

8) A. v. M.*, p. 106. 

%) ,A. v. M.“, p. 106, Satz 1; see footnote **) above. 
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Part I. 
Representation of locally simplicial manifolds on each other. 


§ 2. 

The object of the following investigation is to establish the funda- 
mental theorem™) and define the degree**) of representation for the case 
when both manifolds way be only locally simplicial. It is required to 
prove the 


Theorem 1. To any closed, two-sided, n-dimensional, locally sim- 
plicial manifold M, there can be assigned a closed, two-sided, n-dimensional 
pseudo-manifold u and a unique, continuous representation of u on M 
of degree +1, that is, such that the image of mu covers M once posi- 
tively. 

Among the countably infinite system of n-dimensional neighbourhoods 
defining the manifold M, a finite subset Z,, H,,..., H,, exists such that 
E,+ £,+ ...+#,,>M and £, contains points of Z, + H, +... + H,_,, 
(¢ = 2,3,..., m)*®); in each element ZH, there can then be assigned m 
simplexes J;,, J;,,-..,J,,, such that J,,, is an inner simplex of Z,, J,, an 
inner simplex of J,,, and so on, such that J,,,+J,,,+...-+d,,,>M 
and further such that J;,, and J;,, have points in common when this is 
the case for Z;, and #;. Consider a simplicial division ¢, of E, into the 
set of simplexes 


M” = {U,} +{V,} 


of which each V; is contained in 2, and each U; contains points not 
in Z,; let this division be of such fineness that when any simplex of M” 
contains a point of J,, it is contained in Z; and when it contains a point 
of J,, it is contained in J;,, and so on, (¢ = 1,2,..., m). Assign a posi- 
tive indicatrix in the manifold M and thereby, by the method described 
in the introduction, to each U; and V, so that {U,} + {V,;} covers Z, once 
positively. The division ¢, is such that no U; can contain a point of J,, 
for otherwise it would be contained in Z,; it follows that {V,} covers 
E,J,, once positively. Let V;” be the simplicial image of V, in Z, **) 


+ 
and assign as its indicatrix the positive indicatrix of V, in M“’; when P 


is a point of E, it is said to be covered once positively or negatively 
by V; according as the indicatrix just determined for V; is positive or nega- 


3°) Tibor Radé, loc. cit., Hilfsatz 1; see also remark 2 in the introduction. 

*) That is, V{” is a simplex of Z, with the same vertices as V,; we recall (foot- 
note ™) above) that a simplex of Z, is the image in EZ, of a simplex in the represen- 
tative simplex of £,. 
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tive respectively in H,. The boundary*®*) of {V,} consists of two sets of 
(nm — 1)-dimensional faces {F,} and {F,}, each face F, being common 
to a simplex U; and a simplex V; while each F, belongs only to a simplex V,; 
let F and Fo” be the corresponding faces of {Vi}. Since U; contains 
no point of J,,, it follows for a sufficiently fine division ¢, that 

(a) {F,”} contains no point of J,,. Again, since {U,} + {V,} covers E, 
once positively and F, is in the boundary of {U,}+-{V,;}, we have, for 
a sufficiently fine division ¢, 

(b) {F{} contains no point of J,,. 


From (a) and (b) we see that the boundary {F."} + {Fo} of {Vi} 
contains no point of J,,J,, so that the number c for the simplicial re- 
presentation {VP} has the same value in the ordinary points of J,, J,,; 
buth for the identical simplicial representation {V,;}, c has the valen +1 
in EZ, J,,, therefore from (1.3) for the case where c= +1, the value 
of ¢ for ru representation {V;”} is +1 for all ordinary points of 
‘= st 

(2. cr { V{?} covers J,, J, once positively. 

Consider a simplicial division ¢, of ZH, into the set of simplexes 

{X,} + {¥,} and other simpexes, 
satisfying the following conditions — 


(2.2) Each V;” is composed of one or more of the X, and each X, 
is contained in one or more of the V;"; 


(2.3) {X}+{¥,}>d,,, i.e. the boundary of {X,}+ {Y¥;} is con- 
tained in EH, — J,,; 

(2.4) When any simplex X; or Y; contains a point of J,, or of 
4,,x+1 i6 is contained in H, or J, , respectively, (h=1,2,...,m; 
k=1,2,...,m—1) 

(2.5) Each Y, contains points of J,,. 

This simplicial division is constructed as follows — 


Let 2,,2%,,-.., 2%, be the intersections with HZ, of those flat (n — 1)- 
dimensional spaces containing the (nm — 1)-dimensional faces of the sim- 
plexes V{”. In each two dimensional face of EZ, containing points of 2, 
take a point of 2, and in those of the remaining two dimensional faces 
of Z, which have one or more divided edges take an arbitrary point; 
from the points thus introduced, by projection on the already constructed 


82) By the boundary of a set of simplexes among which the incidence relations 
are assigned is understood the set of those (m—1)-dimensional faces which are in- 
cident with only one simplex. 
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simplicial division of the edges, we obtain a simplicial division of certain 
of the 2-dimensional faces**); the remaining 2-dimensional faces are un- 
divided. Supose this process to have been carried out for the p-dimensional 
faces, p=2,3,...,4—1 in succession, and proceed thus: in each 
h-dimensional face of Z, containing points of 2, take a point of 2, and 
in those of the remaining 4-dimensional faces which have one or more 
divided (h — 1)-dimensional faces take an arbitrary point; from the points 
thus introduced, by projection on the already constructed simplicial di- 
vision of the (hk — 1)-dimensional faces, we obtain simplicial divisions of 
certain of the h-dimensional faces; the remaining h-dimensional faces are 
undivided. Proceeding in this way for p=A-+1,h-+2,...,m, @ sim- 
plicial division of HZ, is obtained**). Proceed with 2, and each of the 
component simplexes of EZ, in the same way as with 2, and £, thus 
obtaining a second subdivision of Z,; and so on with a,,2,,..., and 2,; 
the simplexes of the 4%- division are now further divided and if this 
further division be sufficiently fine, those of its simplexes each of which 
is contained in one or more of the V;” are the X, required, and those of 
the remaining simplexes which contain porate of J,, are the Y, neqeieed. 
Let each X,; be counted once for each V{” containing it and written V;;’, 
the indicatrix of Vij’ being determined from that of V;” by the rule for 
simplicial manifolds; V;;’ coincides with X; in E£, and is said to cover X; 
positively or negatively according as its indicatrix is positive or negative 
respectively in Z,. Thus the simplex V{”, when composed of the simplexes 
X;,X_,...,X, of E,, is divided into the simplexes Vj}, Vir, ..., Vir’; 
and the simplex X,, when contained in V;”, V;”,..., Vi", is ooveiel by 
Vii, Vil, .... Vi’. An h-dimensional face of V{; is said to cover that 
h- dimsnslaiail face of X; with which it coincides in Z,. Referring to the 
definition of the V{” we see that Vi is also the simplicial image of V;” 
in E,; let V,; be the image of V;;? in V;, divide each U, into simplexes U;; 
so that the set of simplexes {U;,;}-+-{V,;} is a simplicial division of 
{U;} + {V,}**) and determine the positive indicatrix of U;; and V,; from 
that of U; and V, respectively; then 


(2.6) {U,;} + {V,;} covers E, once positively. 


The incidence relations among the V;; are defined to be the same as 


3%) Use is being here made of the ,gemischte Zerlegung“ of Brouwer, ,,Er- 
we terung des Definitionsbereichs einer stetigen Funktion“, Math. Annalen 79, p. 210. 

**) Again by means of Brouwer’s ,gemischte Zerlegung“; in this case, for 
h=1,2,..., (m—1) in succession, in each (A+ 1)-dimensional simplex of {U;} not 
yet divided but having one or more divided k-dimensional faces, take an arbitrary 
point and proceed as in the construction of ¢, above. 
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those among the corresponding V;;, that is, any two simplexes V;; and V7 
have an h-dimensional face in common when, and only when, this is the 
case for V,, and V,,; for example Vi? and Vg? may have no common 
face although both covering the same simplex X;. Let it be ensured by 
an arbitrarily small diplacement of the vertices of M" that no (n—1)- 
dimensional face of {X;}-+ {Y;,} is covered by more than one boundary 
face of the set {V;;}; if then, of the simplexes Vj; covering a variable 
point of Z,, p are positive and q negative in Z,, the number (p — q) 
remains constant or changes by unity when 2 crosses a face of { X;} + {Y,} 


according as this face is not or is covered by a boundary face of {V;;’}. 


§ 3. 

When the simplex X, contains points of J,, J,, the numbers p and g 
of positive and negative covering simplexes V;;’ are, by (2.1), such that 
(p —q)=-+1. When X, contains no point of J,, J,,, (p — q) may differ 
from +1; in this case let r be such that 


(3.1) p—qt+r=+1 
and, ¢ being the absolute value of r, count each simplex X; which 
contains points of J,, a further c times®) positively or negatively with 
respect to HZ, according as r is positive or negative respectively, writing 
the new simplexes X;,, X,,.,-.-- X;,- 

A simplex X,; coincides with X; in Z, and in conformity with the 
previous terminology, is said to cover X; positively or negatively according 
as the indicatrix assigned to it is positive or negative respectively in Z,; 
similarly an h-dimensional face of X;; is said to cover that face of X, 
with which it coincides in #H,. Any simplex X,; which contains points 
of J,, is thus covered once positively by the set simplexes, p+ q-+-c in 
number, V;%’, Vics --+» Vie» Xit, Xeas---» Xie- 

Finally cover each Y; by a simplex Y;, which is positive in Z,. 
The set of simplexes 

M®= {Vi3} + {X;;} 5 {Y;,} 


then covers J,, once positively . 


§ 4. 
The incidence relations among the simplexes of M” must now be so 
assigned that the boundary of M” is contained in Z,—J,,. For each 


%5) This multiplication of elements was suggested by the duplication of elements 
used by Brouwer. “Transformations of Projective Spaces”, Amsterdam Proceedings 29 
(1926), No, 6. 
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(m — 1)-dimensional face F of { X;} + {Y,} we assign the incidence relations 
among those simplexes of M™ having (n — 1)-dimensional faces covering F. 

The incidence relations among the Y;, are defined to be the same 
as those among the corresponding Y,, 7. e., when two simplexes Y, and Y, 
have an h-dimensional face in common the simplexes Y,, and Y,, have 
a common f-dimensional face covering the first mentioned face; thus it 
is only necessary to consider the case when F is a face of {X,}. 

(a) Let F be a boundary face of { X;} + { Y,} belonging to a simplex X;; 
the numbers p,q, andc of covering simplexes for X; are written p,, q,, 
and ¢;. 

1. Let F be covered by a boundary face I of {V;;’} belonging to 
the simplex V;;’ only; then P;—4,=+1 or —1 **) according as V;‘’ 
is positive or negative in E, respectively. When p;—gq; is +1, I is 
defined to belong to V;°’ ely and is thus a boundary face of M"’. 


When p;—9g;=—1 and X; contains no point of J,, there are no 
simplexes X;, covering X; and I’ is again defined to belong only to V;;’ 
and is agile a boundary face of M”. When P;—%=-—1 and x, 


contains points of J,,, then X; is covered by two positive (in E,) 
simplexes X;, and X53 in this case J" is assigned to be a common face 
of V;;’ and ‘Xn covering F, while that face of X;, which covers F L 
assigned to belong to X;, only and thus to be a Neendary face of M™ 

2. When F is not covered by a boundary face of {V3 : oa 
(n —1)-dimensional faces of the covering simplexes X;, (when the latter 
exist) which cover F are defined to be boundary feces of M”’. 

The boundary faces of M” above defined cover a boundary face F 
of {X,;}-+ {Y,} and are therefore, by (2.3), contained in EZ, — J,,. 

(b) Let F be a boundary face of {X,;}, but not of {X,}+ {Y,}, 
common to the two simplexes X; and Y,. 

1. Let F be covered by a boundary face I of {V;,5} belonging to 
Vi; only. When V;;’ is positive in Z,, p;—9;—=-+1 and thus there are 
no simplexes X;, covering X;. I" is then defined as the common face of 
Vi; and Y,, covering F. When Vi; is negative in Z,, ?;—-9=-1 
and when x, contains points of J,, there are two simplexes X,, and X;, 
covering X; ‘and positive in #,; I" is then assigned as a common fees 
of V;,i and X;,, while X;, and Y,, are defined to have a common face 
which covers F; when Fs contains no point of J,, so that there are no 
covering simplexes Xj al ., then I" and that face of Y,, which covers 


8) Since the values of p;—q,; on different sides of F differ by unity, and on 
that side of F not in X,; both numbers p and q are zero. 
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F are assigned as boundary faces of M’, i.e¢., belonging only to V;,j 
and Y,, respectively. 

2. When F is not covered by a boundary face of {V;;’}, P; —9;=9. 
When X; contains no point of J,, there are no covering simplexes X;, 
and that face of Y; which covers F is defined to belong to Y,, only, 
and thus to be a boundary face of M®’; when X; contains points of J,, 
there is one covering simplex X;, which is positive in H,, and X;, and Y,, 
are defined to have a common face covering F. In both 1. and 2. the 
boundary faces of M cover a face of a simplex X; containing no point 
of J,, and are therefore contained in 2, — J,,. 

(c) Let F be the common face of X; and X;. 

1. When F is covered by a boundary face F of {V;3’} it is sufficient 
to consides the case when I” belongs to a simplex V,; covering X;. 
Since p;—g, and p;—q; differ by unity the covering simplexes 
Xj1» Xig,-+-» Xj, Xie; when they exist, have all the same sign in £,; 
when this sign is that of V;{ the incidence relations are assigned so that 


VP and xX, have a common face I" covering F, 
X;, and X,;, have a common face covering F, 


and so on, until either the simplexes Ve. Xj15 +++» ee, Or X;,, Xj 99+ ++ Xie, 
are exhausted; those faces of the simplexes left over which cover F are 
then defined to be boundary faces of M”; when the above mentioned 
sign differs from that of V;?, the incidence relations are assigned that 


Vi? and X,, have the common face I” covering F, 
X;, and X;, have a common face covering F, 


and soon, until either the simplexes Vij’, X;,, Xj9,---, Xjej OF X45 Xjqs-++» Xeey 
are exhausted; those faces of the simplexes left over which cover F are 
then defined to be boundary faces of M”; from (3.1) there are only 
simplexes left over when either X; or X; contains no points of J,,, #. e., 
only when F is contained in Z,—J,,; hence the boundary faces of M” 
just defined are contained in EZ, — J,,. 

2. When F is not covered by a boundary face of {V;;)}, the incidence 
relations among the covering simplexes X;,, X;.,..-» Xiers Xj1» Xjqo +++» Xjey 
are so assigned that: 


X;, and X;, have a common face covering F, 
X;, and X;, have a common face covering F, 


and so on until either the set X,,, X;.,---, X¢e, or the set Xj, Xia woey Agey 
is exhausted, when, of the simplexes ieft over those faces which cover F 
are defined to be boundary faces of 3f”; again from (3.1), there are 


36* 








564 W. Wilson. 


only such simplexes left over when either X; or Y;, and thus F, contains 
no point of J,,, hence the boundary faces thereby defined are contained 
in HZ, —J,,.- 

Thus the boundary of M“’ is contained in Z, —J,,; further, any two 
simplexes of M” have either no point or an k-dimensional face in 
common, (hk = 0, 1,...,n —1). 


§ 5. 

To each simplex of M“’ there has already been assigned a unique 
indicatrix, namely such that M” covers J,, once positively; call this 
indicatrix the positive indicatrix. Referring to the above assignment of 
incidence relations we now see that this indicatrix is of opposite or the 
same sign in Z, for simplexes of commun face according as they cover 
the same simplex or adjacent simplexes of { X;} + { Y,}; but this relation 
between the signs in Z, of indicatrices of elements with a common face 
is that given by the the usual rule for simplicial manifolds, hence, given 
the indicatrix of an element of M“, this rule determines also a unique 
indicatrix for each element of M“ which can be joined to the first ele- 
ment by a chain consecutive elements of which have a common face, 7. e., 
M™ is two sided. Further the above argument shows that when a posi- 
tive indicatrix is assigned to one element of M™ the unique indicatrix 
thereby determined for every element of M” which can be joined to the 
first mentioned element by a chain of elements of the type above used, 
is the above defined positive indicatrix. 

The vertices of {V;;"} are now displaced into the corresponding vertices 
of {V,,} whereby certain vertices of {X,;}-+ {Y;,} are also displaced; let 
Vi’, X,; and Y,;, be the resulting modified simplicial images in £, of 
Vi;, X,; and Y,, respectively, the indicatrices of these new simplexes 
being derived from those of the corresponding old simplexes by writing 
the new vertices in place of the old; then writing 


M® = {Viz} + {Xo} + (Fah, 
we have from the above properties of M® — 

(5.1) M™ is two-sided; any two of its simplexes have either no 
point or an k-dimensional face in common and for sufficiently fine ¢, and ¢, 

(5.2) The boundary of M is contained in Z, —J,,, i.e, M™ 
covers J,, once positively. 

We now prove that any simplex X,; or Y;, of M™ can be joined 
to a simplex of {V,5’} by a chain in M™ -consecutive simplexes of which 
have an (n — 1)-dimensional face in common. Consider first any simplex 
X,; and a simplex Viz, which contains points of J,,J,.; these two sim- 
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plexes cover the simplexes X, and X, of {X;}+ {Y;} respectively, which 
(by 2.5) can be joined by a chain of simplexes of { X;}+ {Y,}; let this 
chain be written 


ie Te Rie Tey SR ne 


consecutive simplexes having a common (n— 1)-dimensional face and 4, 
being a simplex X, or ¥,; further, since V;2 contains points of J,,, this 
chain may be so chosen that each face common to two consecutive sim- 
plexes contains points of J,, and is therefore not covered by a boundary 
face of M®. Referring to the incidence relations in M™ we see that no 
two simplexes X,,, and X,,, covering the same simplex X, have a common 
(m —1)-dimensional face; hence X,; has either a common face with a 
simplex Vi? covering X,, or with a simplex ve? covering X,, or with a 
simplex X,, covering X,; we have thus a chain X,,, Vi?, or a chain 
X;;; Vs, or a chain X;;; X,,; in the last case X,, has a common face 
with some simplex V;{’ or V;3) covering X, or X, respectively, or with 
a simplex X,, covering X,, so that we have one of the chains X;;, Xi, Vs, 
or X,;, X,,, V2 or X;;, X,,, X,,; continuing this process, and noting that 
X,, has a common face either with some simplex v2 covering X, or 
with Y,,, that Y,, has a common face with Y,, and so on, we either 
obtain a chain containing a simplex oi {V;;’} before reaching X, or 
the chain 
pa ee Sere Se Ae eT ee 

(where 4,, is X,, or Y,,) joining X,, and V;"). In the same way, a chain 
joining any simplex Y,, to a simplex V,") containing points of J,,J,, can 
be constructed, hence from the definition of M™ we have. 

(5.8) Any simplex of M® can be joined to a simplex of {V5} by 
a chain in M® consecutive simplexes of which have a common (n— 1)- 
dimensional face. 


yp? 


- By definition, V;;’ is the simplicial image of V,; in Z,, hence when 


and Vi? have a common h-dimensional face, Vi; and Vi? have the 
(hk +1) vertices of this face in common; if therefore we write 


M” = {U;;} + {V,;} + {X.,;} + {Y,,}, 
we have from (5.3) and (5.1) 


(5.4) Any two simplexes of M"” have either no point or an h-di- 
mensional face or the (hk +-1) vertices of such a face in common and are 
joined in M°” by a chain, consecutive simplexes of which have either an 
(mn — 1)-dimensional face or n vertices in common. 


It is required to prove that, when in any chain of simplexes of 
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M“”, consecutive simplexes of which have n vertices in common*’), the 
indicatrices are related by the rule used in simplicial manifolds, the assign- 
ment of an indicatrix to one simplex of M°®” determines a unique 
indicatrix for every simplex; when this is the case we shall say that 
M” is two-sided. 

Indicatrices are already uniquely assigned to each simplex of 
{U,;}+{V,;} and M® ={V9}+{X,}+{Y,,}, namely such that 
{U,;} + {V,;} covers E, once positively and M © covers J,, once posi- 
tively; call these the positive indicatrices; then by their definition the 
positive indicatrices of V;; and V;;’ are identical for each V,, ;*"). 

The two-sidedness of M™ is such that if the positive indicatrix be 
assigned to one of its simplexes the unique indicatrix determined for 
every simplex which can be joined to the first by a chain in M™ is also 
the positive indicatrix. Consider any simplex V,, of {V; ib and any simplex 
4 of {V,;}+ {X,,}+ ¥,,} joined to V,, a ‘a chain in {V, ) + {Xi} 
+{Y,,}; and the corresponding aaie in M™ joining V;3 and the 
simplex 4 corresponding to 4. Since elements of the first chain have 
m vertices in common when the corresponding elements of the second 
have @ common (n — 1)-dimensional face, both chains determine the same 
indicatrix for the simplexes 4 and 4; hence referring to the above men- 
tioned connection of the two- sidlednees of M™ with its positive indicatrix 
and the identity of the positive indicatrices of V;; and V,5’ we have — 
from the positive indicatrix of V,; the rule for simplicial manifolds deter- 
mines a unique indicatrix, which is identical with the positive indicatrix, 
for each simplex 4 which is joined to V,; by a chain in {V,,}+{ X,;} + {Y,,}. 
By definition, the unique indicatrix determined for each simplex of 
{U,;} + {V,;} from V,; by a chain wholly in {U,;} + {V,;} is the posi- 
tive indicatrix. Consider finally any chain in M°” joining V,; to an 
arbitrary simplex 4°” of M°”; let this chain be written V, re 


ij? e+e 


Bag owing Ming 3% og Mey « ong Mis 4** where k,l, m,n,... are such that 
none of the simplexes V,;, 4 hig is in {U,;}, 
each of the simplexes 4,,,, ...,4, is in {U;,;}, 
none of the simplexes 4 4,, is in {U;,}, 
ewch of the simplexes 4 4, is in {U,;}, 
*”) Such a chain of simplexes shall be referred to briefly as a chain of simplexes 
or merely as a chain. 
%*) To see this we refer to the definition of Ly given above; and to § 2 where 
V,, and V{P are corresponding component simplexes of V; and V{*), the indicatrices 


of V, and ve being defined as identical and those of V;; and Aa ‘Gated from those 
of y, and vo, i.e., from the same indicatrix. 


t+1°? 


m+1°? 











Representation of Manifolds. 567 


and so on; but no U;,; has n vertices in common with any simplex of 
{X,;}+ {¥,,}, hence 4,, 4,,,,4,4,41,--- are all simplexes of {V,,} 
from which it follows that each of the chains Vajs oer Ags Ags oes Agya 
4,,,;-+-+,4,, and 4,,...,4, begins with a simplexes of {V,;} and is 
wholly contained either in {U,;} + {V,;} or in {V,;}+{X,}+{Y,,}; 
the first of these chains determines a positive indicatrix for 4,, the second 
then determines a positive indicatrix for 4,,,, the third a positive indi- 
catrix for 4,,, and so on until finally the indicatrix assigned to 4°” is 
also the positive indicatrix. Hence 


(5.5) M®” is two-sided and when the indicatrix assigned to a given 
element of M°” is the above mentioned positive indicatrix, the indicatrix 
thereby uniquely determined for each element of M"*, is the positive 
indicatrix. 


Finally from (2.6) and (5.2), for sufficiently fine ¢, and ¢,, 


(5.6) The simplicial approximation to M“” in EB, (i =1, 2) covers 
J,, once positively. 


§ 6. 

Assume now the construction of a set M°**~” of simplexes in which 
the incidence relations are such that it has the properties (5.4) and 
(5.5) of M°® and the property analogous to (5.6), viz.: 

(6.1) The simplicial approximation to M“*:~” in H, covers J,, once 
positively, (¢=1,2,..., 1). 

Let M°*~” = {U,} +{V,}, where each simplex V, is contained in 
E,,, and each U; contains points not in Z,,,; assume further the maxi- 
mum diameters of each U; and V; to be such that when one of these 
simplexes contains a point of J;, it is contained in Z,; and that when it 
contains a point of Texas it is contained in J, ys (f= 1, 2,..., ™; 
k =1,2,...,m—1), from which follows that. no U; contains a point of 
J,,,,- As in the previous paragraphs U;” and V;” represent the simpli- 
cial ‘images of U, and V, respectively in Z,, while the indicatrices assigned 
to Uf” and V;" are the positive indicatrices of U, and V, respectively in 
M"*~-®: hence from (6.1) we have: 

(6.2) {U{’}+ {V{"}*) covers J,, once positively, (k = 1, 2, ..., 1); 
then since U; contains no point of J,,,,, there follows: 


%*) By {U;{"} is understood the set of all simplexes Uj", i.¢., the suffix i takes 
all values for which the vertices of U, are all in E,; e.g. in {U{} the summation 
is extended over different set of the suffixes i from that in {U;®}; similarly 
with {V{")}. 
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(6.3) {Vi} covers J.i4.,5,, once positively, (k= 1,2,...,1). The 
incidence relations among the simplexes V;'*” are such that hes two 
simplexes V, and V, of M"*-~° have (h-+-1) vertices in common, V;’*” 
and V;’*” have the h-dimensional face of these vertices in common. The 
boundary of {V;'*”} consists of two sets of (nm — 1)-dimensional faces — 
faces such as F,, whose n vertices belong to a simplex U; and faces — 
as F, not having this property. Since U; contains points not in Z 
have, when the simplexes U,; und V, are taken sufficiently small, 


t+1 
) {F,} contains no point of J,,, ,. 

If F, contain a point of J,,,,, (<1), then it is contained in J, ,; 
therefore its simplicial image in 2, is contained in J,,, #. e., a boundary 
face of {U;{"} + {V;"} lies in J,,; this contradicts (6.2) hence: 

b) {F,} contains no point of J, ,,,, (k</). 

From (a) und (b) the boundary of {V{‘*"} contains no point of 
Fuca 4isaa> (ASI), hence from (1.3) and (6.3) — 

(6.4) {Vi'""} covers (SreatIarsa tess FA rss) Aaa, once 


positively. Let ¢,,, be a simplicial division of E,,, into simplexes 


{X,}, {Y,} and other simplexes, 


of which the X, and the Y, satisfy the conditions analogous to (2.2), 
(2.3), ...,(2.5), namely 
(6.5) Each V{‘*” is composed of simplexes X, and each X, is con- 
tained in one or more of the V;‘*"; 
, (6.6) {X}+{¥}>4,,,,, tf ¢, the boundary of {X;}+ {Y,} is 
contained in Z,,, — d, 


141 141,1? 

(6.7) When any X; or Y; contains points of J,,,J,,,..., or d,,, 
it is contained in H,,J,,,..., oF J, m1 respectively, (k= 1,2,...,m); and 

(6.8) Each Y; contains points of J,,, ,. 

As in §3, each X, is counted once for each V{‘*” containing it and 
written V;{'*", the indicatrix of Vi5*” being derived from that of V;‘*"; 
then by (6.4), {Hi5""} covers (Jy pata ipa tees FI ry) Iiza,1 once 
positively so that when X, contains points of this domain the numbers 
p, and qg, of the covering simplexes V;';*" are such that ?;—-Gq=+1. 
When X; contains no point of (J, ,,, +4, .,1 +--+» +4 ras) Sai» the 
number p,;— gq; may differ from +1; in this case let r, be such that 
P,;—%+17,=+1, let c, be the absolute value of r; and cover each X, 
which contains points of J,,,, by the e; simplexes X;,, X;,,,..., X;¢; 
whose indicatrices have the same sign in H,,, as r,; finally each Y, is 
covered by one simplex Y,, whose indicatrix is positive in Z,,,. Then 
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the set of simplexes 


Mtr = {Vere f {X,;} +{Y, a} 
covers J,,,, once positively. 

Let V,; be the image of vir? in Vi and divide each U; into sim- 
plexes U,, FF in such a way that, when U;j’ and V;}’ are the images of U;; 
and V,, in U" and vi respectively, we have: 


{U7} + {VP} is a simplicial division of {U;"} + {V;"} 
(k=1,2,...,2). 

Each vertex of {U;,}+-{V,;} is now displaced into the corresponding 
vertex of {Uj{}} + vn, where A is the least integer for which this 
corresponding vertex exists, and each simplex U;; and V,; is replaced by 
the simplex U,; or V,;, of any element of M, whose vuinane are the 
displaced vertices of U,; or V,; respectively. Writing M “ =O 3+{7,,), 
since M°*--” satisfies condibiets (5.4) and (5.5) we have: 

(6.9) Any two simplexes of M°**-” have either no point or an 
h-dimensional face or the (h-+1) vertices of such a face in common and 
are joined by a chain in M°*~*’; 

(6.10) M°*~- is two sided; and from (6.1) when the simplexes 
of M"*~-” are sufficiently fine and the division ¢,,, is also sufficiently fire, 

(6.11) The simplicial approximation to M“**"” in B, covers J, ,,, 
once positively, (¢ = 1,2,..., 2). 


§ 7. 


The incidence relations in M“~” can now be assigned. Two simplexes 
vi;*” and Vii" are defined to have an h-dimensional face in common 
when and only when the corresponding simplexes V,; and V,, of 
M°*” have the corresponding (h +1) vertices in common; the inci- 
dence relations among the Y;, are defined to be the same as those among 
the corresponding simplexes Y;. The remaining incidence relations are 
assigned by the process of § 4 with Z,,,,J,,,, and (J, .,,+%i41+--- 
+4,141)4:4;,, in place of E,, J,, and J,,J,, respectively. The boundary 
of M“*” is then contained in Z,,,— , 

The vertices of {Vi*"} are now displaced into the corresponding 
vertices of V,,, whereby certain vertices of {X,;}-+ {Y,,} are also dis- 
placed; let V5*”, X;; and Yj, be the resulting modified simplicial images 
of Vi;*", Xi; and Y;,; respectively in Z,, then for a sufficiently fine division 
¢,,, and when the simplexes of M"*--° are sufficiently fine, the boun- 
dary of M“*” = {V§*} + {X,;} + {¥is} is contained in B,,, —J,,, 
and exactly as in § 5, we obtain: 
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(7.1) Any two simplexes of M “*) have either no point or an 
h-dimensional face in common and any simplex of M“*” can be joined 
by a chain in M“*” to a simplex of {V;5*"}; 

(7.2) M“*” is two sided and covers J,,, . once positively. Writing 

Meee tO a {U;;} + {Fi 5} 4 {X,} + {¥;,}, 
and noting that when vy and 7;',*" have a common p- dimensional 
face, V,; and Vi” have the (p+1) vertices of this face in common, 
(6.9) and (7.1) give the result: 

(7.3) Any two simplexes of M“*~'*” have either no point or an 
k-dimensional face or the (h-+ 1) vertices of such a face in common, 
(h=0,1,...,n—1), and can be joined by a chain in M°**'*”, 

By a method entirely analogous to that used for M"”, from (6.10), 
(U.11) and (7.2), there results — 

(7.4) M"“*--'*” is two-sided; and by the assignment of a positive 
indicatrix to one of its simplexes the unique positive indicatrix thereby 
determined for every simplex is such that the simplicial approximation 
to M"*:~'*” in BE. covers J,,,, once positively, (¢ = 1,2,...,2+41). 


§ 8. 

Beginning with M°” and repeating the reasoning of the above §§ 6, 7 
for 1— 2,3,...,m—1, we obtain the result — 

(8.1) A two-sided set of simplexes M°*""™, any two simplexes of 
which have either no point or (h-+-1) vertices in common and can be 
joined by a chain in M°**-™, and whose simplicial approximation in E, 
covers J,,, once positively, (¢ = 1, 2,...,m), can be constructed. 

Let A,, A,,..., A, be the vertices of M"*-™ and a a 
the vertices of a (vy — 1)-dimensional simplex S of R,_,; then the set of 
those n-dimensional faces of S such as B,, By,... Bz,,, for which the 
corresponding vertices A,,, A,,,---, Aa,,, are vertices of a simplex of 
M"?*~-™ constitutes a closed, two-sided, n-dimensional pseudo-manifold ,. 
Consider an infinite sequence wu, wu), u,..,. of simplicial divisions of u 
such that w+” is a simplicial division of uw and further such that the 
set of all vertices of the sequence is everywhere dense in « — this is accom- 
plished when in the above used ,gemischte Zerlegung“ of Brouwer**) the 
new vertices a* in «™ are introduced in each h-dimensional simplex 
of w®.*) Let each vertex a* be in the centre of the containing face. 
Let the vertices of u™ be B,, B,,..., B,, B,.,, +++, B,,; and those of u) 


4°) This is the “regular subdivision” of Veblen, Analysis Situs, p. 85—86. 
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B,, B,, ..., B,,..., By,,..., B,,; and so on, and represent u uniquely 
and continuously on M in the following way: 

To each vertex B; of mw is assigned that point C, of M which is 
covered by A,; 

a vertex B,; of u” which is not a vertex of mu is the centre of some 
h-dimensional face B,, B.,...B.,,, of w, (h=1,2,...,n), the images 
Ca,, Cas +++» Ca,,, Of whose vertices have already been assigned in M — 
to B, is then assigned the centre C, of the simplex C,, C.,...C.,,, of 
any element of M containing the C,,, C.,,..-, Ca,,,; similarly a vertex B; 
of uw not a vertex of u™ is the centre of some h-dimensional face 
Bp, Bs, ... Bs,,, of wu, (h=1,2,...,), the images Cz, Cy,,..., Cp,., 
of whose vertices have already been assigued in M — to B, is then assi- 
gned the centre CO; of the simplex Cy, Os,... C,,,, with respect to any 
element of M containing Cy,, Cs,,..., Cs,,,; continuing in this way the 
image of any vertex of the sequence yp, wu, u,... is assigned; this 
representation is unique and continuous and since the vertices of the 
sequence uw, u), w"),... are everywhere dense in uw, there is defined a 
unique, continuous representation of « on M, whose degree, by (8.1), 
is +1; the theorem 1 is therefore established. 

Let M be uniquely and continuously represented on a locally sim- 
plicial manifold M’; this representation then determines a unique con- 
tinuous representation of « on M’ — the degree of the latter represen- 
tation is called the degree with respect to u of the representation of M 
on M’; if M be simplicial this definition agrees by virtue of the mul- 
tiplicative property of the degree for simplicial manifolds with the previous 
one for the case of representation of a simplicial on a locally simplicial 
manifold; the above mentimed extension of Brouwer’s theorem is thus proved. 


Part II. 


The topological invariance of the degree of representation and of 
two-sidedness for locally simplicial manifolds. 


§ 9. 

By the topological invariance of the degree of represention for locally 
simplicial manifolds is understood its invariance when the system of neigh- 
bourhoods of one (or both) of the manifolds is replaced by an equivalent 
system“*); the object of the following investigation is to establish this 
invariance, to prove that the degree is multiplicative for successive repre- 
sentations and that it has the value +1 for topological representations 
of a manifold on itself. 


‘') In the sense of Hausdorff, “Grundziige der Mengenlehre”, p. 260—261 
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Let «, and «, be unique continuous representations of degree c, and ¢, 
of the closed, two-sided, pseudo-manifolds u, and jm, respectively on the 
closed; two-sided, locally simplicial manifold M and let the elements EZ; 
and the associated inner simplexes J;,, J;,,...,J,,, be defined as in the 
previous chapter; let {U,} be the set of simplexes of wu, and {V;} those 
of «,. By U;" is understood a simplicial or modified simplicial image of 
U, in EZ, corresponding to «,, ¢. ¢., the images under a, of the vertices of 
U; undesge a certain displacement and U;” is that cenghex of E, (when 
it exists) whose vertices are these displaced images; similarly ye is a 
simplicial or modified simplicial image of V,; in 2, corresponding to «,; 
let the suffix 7 in {Ui} be understood to take all values for which the 
corresponding U;" exists; then {U{"} is the simplicial approximation in 
E, to the image of «, and with a similar convention, {V;"} is the sim- 
plicial approximation in F, to the image of s,. 

(9.1) For sufficiently fine original simplicial divisions of u, and y,, 
{U{”} and {V;"} cover J,, positively c, and c, times respectively. 

The set of those simplexes of Z, each of which is covered by one 
or more simplexes of {1;""} is called the base of the approximation {U{"} 
in Z,; and similarly for {V;"’}. 

When {U;{"} and {V;{""} have the same base in Z, and if, when any 
simplex of this common base in covered c’ times positively by simplexes 


4 
@,’ 


then {U;"} and {V;"} are said to be similar in Z,. It is required to 
prove the theorem -; 


of {U,"}, it is covered c” times by simplexes of {V, fa ibiied va sa 


Theorem 2. Simplicial divisions of u, and uw, together with a dis- 
placement of the images of their vertices in M can be defined so that the 
resulting modified simplicial approximations in any element of M are 
similar. 

Construct a simplicial division of Z, into simplexes X; such that 
each U;” and V{” is composed of one or more of the X; while each Xx; 
is contained in one or more of the U;" or V;”; each ui and V;”’ is dhen 
divided into simplexes U;} and V;{} respectively each of which covers an X,, 
and the indicatrices of Uy} and vie? are determined from those of U;"’ and 
V{ respectively by the usual rule. Then by (9.1) 


{Uy and {V;}’} *) are similar in £,, 


“) By {U,;’} is understood the set of all eupeant simplexes of {U,"}, and, 


as in previous paragraphs, by {U; } the set of all existing simplexes U,”; similariy 
for {V,3’}. 
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having the common base {X,} each simplex of which is covered c, times 
by {Uj;’} and c, times by {V;}’}. 

Let U,; be the image of Uj;’ in U, and V,; the image of V;} in V,. 
For h=1,2,...,(m—1) in succession, in each (h + 1)-dimensional sim- 
plex of {U,} and {V,;} not yet divided but having one or more divided 
h-dimensional faces, take an arbitrary point a*+! and form the set of all 
simplexes such as a°a'...a*+1 where a°a'...a* is either one of the un- 
divided A-dimensional faces of the simplex containing a’+! or a com- 
ponent simplex of one of its divided A-dimensional faces**). Component 
simplexes of U; and V; thus obtained are written U,; and V,; respectively 
and those U,; and V; undivided by the above process are re-named U,, 
and V, then 


il ; 
{U,;} =“, and {V,;} = ,u, are simplicial divisions of u, and 4, respectively. 


By A, is understood any vertex of ,u, or ,u4, and by A, the image 
of A, in {U;?} or {V{?} when such image exists, and when not, the image 
of A, under a@, or «, ne if then the vertices of any simplex 
U;; or V;, . be i hay veh ys WF Ut or WP is understood the simplex 
pi * co | of #, when it exists. 

Then {U{} and (7) are modified simplicial approximations in Z, 
to the wantin of ,u, and ,u, respectively; for sufficiently fine original 
subdivisions of ~, and p,, ohm U;{? or Vip contains points of J,, it is 
identical with UY» or V;}’ respectively, so that 


On +1 


the modified simplicial approximations {U{}’} and {V{3’} are simi- 
lar in J,, 


§ 10. 


The simplexes {U,;} and {V;,;} of ,u, and ,u, are now rewritten 
{,U,} and {,V,,} respectively, and when ,U, or ,V, represents the simplex 
previously written U;; or V;; respectively, then US or Ve represents 
the simplex previously written U{} or V;i respectively, so that the above 
modified simplicial approximations {U oi and {V;;’} are written {,U;"’} 
and {.V, Vis; thus 


{,0;"} and {73 are similar in J,,; and for sufficiently fine original 
simplicial divisions of wu, and y,, 

{,0,°) and {,V{"} cover J,, with degrees c, and c, respectively. 

Construct a simplicial division of Z, into simplexes X}” such that 
each ,U;” and ,V{” is composed of one or more of the X{” and each X;” 
is contained in one or more of the ,U{” and ,V{"; divide each ,U;” and 
:1V into simplexes ,U;{;’ and ,V,? respectively each of which covers an 
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X;” and determine their indicatrices from those of ,U{” and ,V;” respec- 
tively by the rule for simplicial manifolds; then 

{,U3)} and {,V{?}*) are similar in J,,, 
having the common base { X;”} uf which each simplex containing points 
of J,, is covered c, times by {,U{7’} and c, times by {,V;?}. 

Those ,U{" and ,V;” for which corresponding ,U;" and ,V!” exist are 
divided into simplexes ,U;}’ and ,V;}’ which are images of ,U{7 and ,V{} 
in ,U{” and ,V;"’ respectively and the corresponding base simplexes are 
divided into simplexes covered by these ,U;}’ and ,V;{}’; the remaining sim- 
plexes of the bases of {,U;”} and {,V;"} in EB, are simplicially divided 
as follows — for h=1,2,...,(m—1) im succession, in each (h +-1)- 
dimensional simplex not yet divided but having one or more divided 
h-dimensional faces take an arbitrary point a*+' and construct the set 
of all simplexes such as a°a'...a**+! where a°a'...a* is either one of 
the undivided h-dimensional faces of the simplex containing a’*+' or a 
component simplex of one of its divided faces; the remaining simplexes 
of the above bases are either undivided or preserve their previous divi- 
sion **); the remaining simplexes ,U;” and ,V;” for which the corresponding 
:U;” and ,V{° do not exist are now divided into simplexes ,U;} and Vip 
respectively each of which covers one of the simplexes a°a'...a", while 
those whose base simplex is undivided are rewritten ,U;;) and ,V{1) respec- 
tively; by this method the ,U;” and ,V;{” have all been simplicially divided 
in such a way that when any two simplexes ,U;" and ,V;” have a common 
base simplex 4, the corresponding sets of component simplexes have a 
simplicial division of 4 as common base; hence 


{,U} and {,V{} are similar in J,,. 


,#, and ,u, are now simplicially divided as follows — 

When ,U;" exists it is a simplicial image of ,U, in E,, (k = 1, 2); 
let ,U,; be the image of ,U# in ,U, and similarly let ,V,; be the image 
of ,Vi;’ in ,V,; the remaining ,U, and ,V, are divided as follows — for 
h=1,2,..., (m—1) in succession, in each (h +- 1)-dimensional simplex 
not yet divided but having one or more divided A-dimensional faces take 
an arbitrary point a’*+! and proceed as in § 1, writing the component 
simplexes ,U,; and ,V,; and rewriting the simplexes undivided by this 


process ,U;, and ,V;,; then 


{,U,;} =m, and {,V,;} =. are simplicial divisions of ,u, and , 1, 


a As in § 9, by {,0,7} is understood the set of all component simplexes of 
{,U,~ }; similarly for {,V,; }. 
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respectively, and corresponding modified simplicial approximations are the 
following — 

Let A, be any vertex of ,u, or ,u,; by A, is understood 
(1) the image of A, in {,U{5’} or {,V;5’} when such image exists, 
(a) | or (2) the image of A, in {,U;5’} or {,V{;’} when such image exists, 





but does not exist in case (1), 
or (3) the image of A, under « or 8 when (1) and (2) are impossible; 


let 9 vertices of any simplex ,U,; or ,V,; be Aa,, Au,,--+» Aa,» and let 
OF Vi; respectively be the tapes Ag, Aa,.-.Aa,,, of EB, when 


seth dents exists; {,U {7} and {,V;)} are the required simplicial appro- 
ximations in HZ, to the images of ,u, and ,, respectively, (k = 1,2,...,m); 
from their construction it follows that when certain of the simplexes 043’ 
and ,V;; have a common base simplex, the corresponding sienplones , U4; 

and aA have a common base simplex and therefore, since {,U;;’ } ond 


Cv} are similar in J,,, it follows that for sufficiently fine divisions , 1, 
and , Ms, 


(b) {, 03} and {,V§} are similar in J,,; 


again, when ,u, and ,u, are sufficiently fine, those , {7 and ,V,j which 
contain points of J,, are identical with the corresponding Ue and ,V;;’ 
so that 


(c) {,U§} and {,V;?} are similar in J,,; 
From (a), (b) and (c) we conclude — 

Simplicial divisions ,u, und ,u, of mw, and pm, respectively, and a 
displacement of the images under «, and «, in M of their vertices have 


been so defined that the resulting modified simplicial approximations in £, 
are similar in J,,, (k=1, 2). 


§ 11. 

Assume now that simplicial divisions ,4, and ,u, of uw, and mu, respec- 
tively and a displacement of the images under «, and «, in M of their 
vertices have been so defined that the resulting modified simplicial approxi- 
mations in E, are similar in J,,, (k= 1,2,...,0). 

Let {,U;} and {,V,;} be the sets of simplexes of ,u, and ,u, respec- 
tively and {,U;"} and {,V;"} the corresponding modified simplicial approxi- 
mations which are thus similar in J,, (k=1,2,...,/). When the sim- 
plicial divisions {,U,;} and {,V;} of ,4, and ,u, are sufficiently fine, 

{,Uf*”} and {,V;'*"} cover J, 


with degrees c, and ¢, respectively. 


+1,1 
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As in the previous paragraph, construct a simplicial division of E,, , 
into simplexes X;‘*” such that each ,U;‘*” and ,V;’*” is composed of one 
or more of the xe and each X;'*” is contained in one or more of the 
,Uf*” or the vie, divide each ,U;'*" and ,V;'*” into simplexes ,U{;*” 
and ,V{i*” respectively each of which covers an X;‘*” and determine their 
indicatrices from those of ,U{'*” and ,V;'*” respectively; then: 


{,U*} and {,V5*"} are similar in J, 
havind the common base { X;'*"} of which each simplex containing points 
of J,,,, is covered ¢, times by {,U;;*"} and c, times by {,V{j*"}. Again 


by a process enaloges to that in the previous paragraph, the ,U;” and 
Vi are divided into simpler>s ,Uj} and ,V;{} such that: 
{U3} and {,V;{j} are similar in J,,. 
Assume now that ,U;" and ,V{" have been divided into ,U;{)) and ,V{j’ in 
such a ey that: 
{,U, hie and {, Vii} are similar in J,,, (k=l, 1—1, ..., h+1); 
we require to poove that this last result is valid for k=—h. 

Those ,U{” and ,V;” for which one of the corresponding simplexes 
Uf and ve, (enk #1, h-+2,...,1+1) exists are divided into sim- 
plenes U3; and ,V{j’ which are images of R ihr and Va in 0,” and BA 
respectively and the corresponding base simplexes are divided into simplexes 
covered by these ,U;}’ and ,V;}); the remaining simplexes of the bases of 
{UY} and cv} are divided by the method of the previous paragraph. 
Those simplexes ,U;” and ,V{” for which none of the corresponding sim- 
plexes oe and Vie (k=h+1,h+2,...,1-4-1) exist are also divided 
into simplexes ,U{’ and ,V;{}’ respectively each of which covers a simplex 
of the division of the bases of {,U;”} and {,V;"’}, while those whose base 
simplex is undivided are rewritten Rit and Vie respectively; then: 


{,Uj}} and {,V{}} are similar in J,,. 
It follows that each ,U;{” and ,V;"’ can be divided into simplexes Ui? 
and ,V{;’ respectively in such a way that: 

{,U{}} and {,Vij} are similar in J,, (k=1, 2,..., 1). 


Let ,4, and ,4, be now simplicially divided by the method analogous to 
that**) used for ,u, and ,u,, with ,U;”, ,V{* andk=1,2,...,lin place 
of ea vi and k= 1,2; we thereby obtain simplicial divisions 


+1,1? 


= the 
{,U, i} = ta als and 4.Vist = r41ls 


of ,u, and ,u, respectively. To these simplicial divisions we construct 
modified simplicial approximations as follows — 
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Let A, be any vertex of ,,,m, OF ,,,,; by A, is understood the 
image of A, in {,U;}’} or {,V{j’} respectively where k is the greatest 
integer not exceeding /-+ 1 for which such image exists, and when no such 
image exists, the image of A, under «, or «, respectively. Let the vertices 
of any simplex ,U,; or ,V,; be Aa,, Ao,,+--;Aag,, and let Of or Vie 
respectively be the simplex A,, Ag,...Ac,,, of H,, (k=1,2,...,m), 
when such simplex exists; then {,U;})} and {,V;j’} are the required 
simplicial approximations in H,, (k= 1,2,..., m), to the images of ,,,m, 
and ,.,/. respectively. As with ,u, and ,u, we then have — 

Simplicial divisions ,,,, and ,,,4, of mw, and mu, respectively and 
a displacement of the images under «, and a, of their vertices have been 
so defined that the resulting modified simplicial approximations in Z, are 
similar in J,,,,, (K=1,2,...,¢+ 1). 

From the result of the previous paragraph, repetition of the above 
reasoning for 1] = 2,3, ...,m—1 establishes the theorem 2. 


§ 12. 

Let «’ be any unique continuous representation of M on another locally 
simplicial manifold M’ (which is first assumed to be closed and two-sided); 
a,c’ and «,«’ are then unique continuous representations of u, and mu, 
respectively on M’; it follows from theorem 2 that there is a displacement 
of the images in M’ of the vertices of ,, and , 4, for which the corre- 


sponding modified simplicial representations in any element of M’ are 
similar, hence we have: 


Theorem 3. If a, and «, be unique continuous representations of 
degrees c, and c, respectively of the pseudo-manifolds u, and ju, on the 
closed, two-sided locally simplicial manifold M, «' a unique continuous 
representation of M on the closed, two-sided locally simplicial manifold M’, 
c; and cy the degrees of the representations «,a' and «,«' of wu, and pm, 
respectively on M’, then - on 2 

When c,=c,=-+ 1, this theorem gives cj=c}; but in this case 
ce; and cy have been defined as the degrees with respect to u, and yu, 
respectively of the representation «’ of M on M’; hence: 


Corollary 1. The degree of representation of M on M’ is the same 
with respect to any two pseudo- manifolds which cover M with degree +- 1. 


Corollary 2. The degree is multiplicative for successive represen- 
tations, 7. e., if M,, M, and M, be closed, two-sided, locally simplicial 
manifolds, «,, and a, representations of degree c,, and c,, of M, on M, 
and M, on M, respectively, and c,, the degree of the product representation 
yy = yg %, Of M, on M,, then c,, = Cy, Cag. 

Mathematische Annalen. 100. 37 
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For if uw, and mu, be pseudo-manifolds represented on M, and M, 
respectively with degree +1, «,, determines a representation of u, on 
M, of degree c,,, while a,, determines representations of u, and ~, on M, 
of degrees c,, and c,, respectively whence from theorem 3, 

Ss _ Se 
G +1" 
From this result the proofs of Brouwer‘) give — 


Corollary 3. The degree of a topological representation of one closed, 
two-sided, locally simplicial manifold on another is + 1 **). 


Corollary 4. One-sidedness and two-sidedness are topological in- 
variants of locally simplicial manifolds **). 


Corollary 5. The degree of representation is a topological invariant 
for locally simplicial manifolds*’). 


“) ,Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten“*, Math. Annalen 71, p. 320, §§ 5 and 6. 

*5) Brouwer, ,Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten“, p. 324 and the remarks on 
p. 598. 

**) Brouwer, op. cit. p. 324, footnote. 

*") Brouwer, op. cit. Satz 6. 


(Eingegangen am 30. 5. 1927.) 














Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten. 


Erster Teil. 


Neue Darstellung der Theorie des Abbildungsgrades 
fir topologische Mannigfaltigkeiten. 


Von 


Heinz Hopf in Berlin. 


Diese Arbeit bildet den ersten und einleitenden Teil einer gréBeren 
Abhandlung, in der die eindeutigen und stetigen Abbildungen einer 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit auf eine zweite n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit niher untersucht werden. Im Vordergrund steht dabei der von 
Brouwer eingefiihrte Begriff der ,,Abbildungsklasse“, d. h. der Menge aller 
Abbildungen, die sich aus einer gegebenen Abbildung durch stetige Modi- 
fikation herstellen lassen. In der vorliegenden Arbeit wird die von Brouwer 
bewiesene Tatsache, daB alle Abbildungen einer Klasse denselben ,,Grad“ 
besitzen, als Grundlage fiir den Aufbau der Theorie des Abbildungsgrades 
in einer erweiterten Gestalt benutzt’). 

Dieser Aufbau wird in zwei Schritten durchgefiihrt. Der erste besteht 
in der Begriindung der Lehre von dem Grade der Abbildungen eines 
n-dimensionalen Elements auf Punktmengen eines n-dimensionalen eukli- 
dischen Raumes (§ 1). Diese Dinge werden jedoch nicht ab ovo dargestellt, 
vielmehr wird die Theorie des Grades fiir die (mn — 1)-dimensionalen Kugeln 


*) Es werden fortgesetzt Begriffe und Sitze aus den folgenden Arbeiten von 
Brouwer benutzt: 

a) Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 (1911). 

b) Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 (1911). 

c) Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl, Math. Annalen 70 (1911); (hier 
wird zwar nicht der Name, aber der Begriff des Abbildungsgrades zuerst eingefiihrt, 
und zwar fiir Abbildungen eines n-dimensionalen Elements, nicht einer geschlossenen 
Mannigfaltigkeit ). 

37* 
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als bekannt vorausgesetzt, und mit ihrer Hilfe werden durch Vermittlung 
des Begrifis der ,,Ordnung‘*) die Beweise der in Brouwerschen Arbeiten 
enthaltenen Satze iiber das n-dimensionale Element erbracht. Es wire 
iibrigens leicht, diese Beweisfiihrung zu einem Induktionsschlu8 von n — 1 
auf m Dimensionen zu vervollstandigen*); jedoch wird hierauf in dieser 
Arbeit kein Wert gelegt. 


Neu diirften in diesem ersten Paragraphen zwei Tatsachen sein: 
erstens wird fiir die eineindeutigen Abbildungen, die die Orientierung er- 
halten, und diejenigen, die die Orientierung umkehren, ein Unterscheidungs- 
merkmal angegeben, das frei von Vorzeichenbetrachtungen ist und nur auf 
Stetigkeitsbegriffen beruht. Zweitens wird der Grad durch eine Minimal- 
eigenschaft charakterisiert: Sein absoluter Betrag in einem Punkte é des 
Bildraumes ist die Minimalzahl der eineindeutigen Bedeckungen einer Um- 
gebung von &, welche sich erreichen l48t, wenn man die gegebene Ab- 
bildung im Innern, jedoch nicht am Rande, des abgebildeten Elements 
stetig abiandert. Die Ubertragung dieses Satzes auf die Abbildungen be- 
liebiger Mannigfaltigkeiten wird einen wesentlichen Punkt des zweiten 
Teils*) dieser Abhandicng bilden. 

Der zweite Schritt beim Aufbau der Theorie des Grades ist der 
folgende: In jeder Klasse von Abbildungen einer n-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit auf eine andere gibt es derart regulire Abbildungen, daB fiir sie die 
Definition des Grades bei Kenntnis der im § 1 hergeleiteten Sitze keinerlei 
Schwierigkeit macht. Es wird nun gezeigt, daB diese reguliren Abbildungen 
innerhalb der Klasse eine ,,iiberall dichte“ und in gewissem Sinne _,,zu- 
sammenhingende“ Menge bilden. Aus der zweiten Eigenschaft folgt leicht, 
daB sie alle den gleichen Grad besitzen und da dieser somit eine In- 
variante der ganzen Klasse ist, womit das angestrebte Ziel im wesent- 
lichen erreicht ist. Es sei noch bemerkt, daB die Eigenschaft, innerhalb 
der Klasse iiberall dicht zu liegen, insbesondere auch der Menge derjenigen 
Abbildungen zukommt, die in einem festen Punkt der Bildmannigfaltigkeit 
,glatt“ sind, d.h. bei denen die Bildmenge eine Umgebung des betrach- 
teten Punktes endlich oft eineindeutig bedeckt. 

Die genannten ,,regularen“ Abbildungen — im Text werden sie in 
,halbglatte’, ,,fastglatte“, ,glatte‘ abgestuft —, die man durch stetige 
Abanderung der gegebenen Abanderung erhilt, leisten also etwa das- 
selbe, wie die von Brouwer herangezogenen simplizialen Approximationen. 


*) Siehe *)b), sowie Hadamard, Note sur quelques applications de lindice de 
Kronecker (Tannery. Introduction 4 la théorie des fonctions II, 2. éd., 1911). 

%) Vgl. die unter *) zitierte Darstellung von Hadamard. 

*) ,Klasseninvarianten von Abbildungen“. 
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Diese, sowie iiberhaupt simpliziale Zerlegungen, werden in der neuen Dar- 
stellung voéllig vermieden; infolgedessen kann man auf die Voraussetzung 
der ,,Triangulierbarkeit‘‘ der betrachteten Mannigfaltigkeiten verzichten: 
diese brauchen nur als ,,topologische‘‘ Mannigfaltigkeiten erklart zu sein, 
d. h. als zasammenhangende topologische Raume, die abzahlbare vollstiandige 
Systeme von n-dimensionalen euklidischen Umgebungen besitzen, waihrend 
ihre Zerlegbarkeit in Simplexe offen gelassen werden kann. Ob dies eine 
tatsichliche Erweiterung des Bereichs der triangulierbaren Mannigfaltig- 
keiten bedeutet, ist allerdings nicht bekannt und zum mindesten fraglich. 

Da8 sich der Abbildungsgrad fiir ,,topologische‘ Mannigfaltigkeiten 
definieren 1a8t, ist bereits von W. Wilson®) — mit prinzipiell anderen 
Methoden, als den hier benutzten — gezeigt worden; erst die Kenntnis 
dieser Untersuchungen und Ergebnisse veranlaBte mich zur Verscharfung 
und Verallgemeinerung meiner Methoden zwecks neuer Herleitung des 
Wilsonschen Resultats. 

In einer Richtung wird iibrigens iiber die Sitze von Brouwer und 
Wilson hinausgegangen: der Grad wird auch fiir offene Mannigfaltigkeiten 
definiert; dies ist ohne groBe Komplikationen zu erreichen; man hat sich 
nur auf gewisse Teilgebiete der Bildmannigfaltigkeit zu beschranken, in 
deren jedem der Grad konstant ist. 


§ 1. 
Vorbemerkungen iiber Abbildungen eines »-dimensionalen Elements 
auf Punktmengen des n-dimensionalen euklidischen Raumes‘). 


Im n-dimensionalen euklidischen (xz', x*,..., 2")-Raum R"” be- 
zeichne p, den Koordinatenanfangspunkt, p, den Einheitspunkt auf der 
a”-Achse, Tj das durch die Punkte p, (y = 0,1,..., ) bestimmte Sim- 
plex. Eine Reihenfolge p;, p;,...;, der Ecken nennen wir eine positive 
oder eine negative Orientierung von 7;,", je nachdem [#,7,...7%,] eine 
gerade oder eine ungerade Permutation von [01...m] ist oder, was das- 
selbe bedeutet, je nachdem die durch p;,,— A(p,) (» =0,1,...,) ein- 
deutig festgelegte affine Transformation A(R”) eine positive oder negative 
Determinante besitzt. Entsprechend legt eine Eckenreihenfolge q,q,..-4, 
eines beliebigen Simplexes 7" die positive oder negative Orientierung 
ven J” je nach dem Vorzeichen der Determinante derjenigen affinen 


5) W. Wilson, Representation of a simplicial manifold on a locally simplicial 
manifold; Proceedings Amsterdam 29 (1926), S. 1129ff. —- Representation of Manifolds; 
Math. Annalen 100 (1928), S, 552. 

*) Der Inhalt dieses Paragraphen ist zum Teil nur eine Zusammenstellung und 
fiir das folgende zweckmaBige Formulierung bekannter Tatsachen. 
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Transformationen B fest, die durch g, = B(p,) (y = 0, 1,..., m) bestimmt 
ist. Als positive bzw. negative Randorientierung eines (n — 1)-dimensionalen 
Randsimplexes 7”~* von 7” bezeichnen wir diejenigen Reihenfolgen seiner 
Ecken, die zusammen mit der ‘nicht zu T"~* gehérigen Ecke von 7” als 
letztem Punkt die positive bzw. negative Orientierung von 7'™ definieren. 
Ist S"~* eine im R” gelegene (mn —1)-dimensionale Kugel, t”~* ein 
spharisches Simplex von S *-) d.h. ein System von n Punkten q,,q,,---5Qn 
auf S"~*, die mit dem Kugelmittelpunkt nicht in einer (nm — 1)-dimen- 
sionalen Ebene liegen, so sei die positive Orientierung von ¢"~* identisch 
mit der positiven Randorientierung des durch g,, g,,..., 9, aufgespannten 
ebenen Simplexes 7"~*, wenn man es als Randsimplex des von ihm und 
dem Kugelmittelpunkt aufgespannten 7” ansieht. 

Auf diese Weise werden vermége der Orientierung des R” die in 
diesem liegenden (nm —1)-dimensionalen Kugeln zu orientierten Mannig- 
faltigkeiten. 

Sei nun P” ein zweiter euklidischer n-dimensionaler Raum mit 
einem (é*, é*,..., &")-Koordinatensystem und seien in ihm die analogen 
Orientierungsfestsetzungen wie in R” getroffen. Sind dann S*~* und =*~' 
Kugeln in R” bzw. P", und ist S*~* eindeutig und stetig auf ="~* ab- 
gebildet, so besitzt diese Abbildung gy einen auch beziiglich des Vor- 
zeichens wohlbestimmten Grad y(q); ist insbesondere m durch &” = 2” 
(vy =1,2,...,m) gegeben, so ist y(py) = +1. 

Ist f eine Abbildung der Kugel S"~* auf eine Punktmenge f(S"~*) 
von P*, & ein nicht zu f(S”~') gehériger Punkt von P*, *~* eine im 
Inneren enthaltende Kugel, 2 die — in allen von & verschiedenen Punkten 
in P” definierte — Zentralprojektion vom Punkt é aus auf >=*"*, so ist 
der Grad y(af) der Abbildung 2f(S"~*) unabhingig von der speziellen 
Wahl von =*~’. 

Wir schreiben: 


(xf) =u: (f(8"~)) 


und nennen diese Zahl die ,,Ordnung des Punktes — in bezug auf das 
Kugelbild ¢(S"~*)“. Da der Grad bei stetiger Anderung der Abbildung 
konstant bleibt, gilt 


Satz I. Andert man S""'*, f, & stetig ab, d.h. definiert man fiir 
0<t<1 stetige Scharen 8;"~", f,, &, von Kugeln bew. Abbildwngen und 
Punkten, so bleibt die Ordnung uz, (f,(S,"~*)) ungedndert, falls niemals é, 
auf f,(S/~*) liegt. 


Es sei jetzt f nicht nur auf tte ‘sondern in der ganzen von lt 
begrenzten Vollkugel V” definiert. Dann gilt 
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Satz II. Ist Eq f(V"), so ist u,(f(S"*)) =0. *) 

Denn hat S*~? den Radius r und bezeichnet S;*~* die Kugel vom 
Radius ¢ um den Mittelpunkt m von S*-", S2-* also den Punkt m selbst, 
so ist E¢ f(S?~*) fir O<t<r, da f(S/"*)Cf(V") ist; nach Satz I ist 
daher wu, (f(S"~*)) = u,(f(S"~*)); fiir hinreichend kleine ¢ ist diese Zahl 
aber gewiB 0, da die Bildmenge af(S,""*) auf ="~* nur eine Umgebung 
des Punktes 2f(m) bedeckt. 

Satz II 146t sich verschirfen zu 

Satz IIa. Ist E¢f(S""*), u,(f(8""')) +0, 80 gibt es eine E ent- 
haltende Vollkugel w", die ganz zu f(V") gehort. 

Denn nimmt man @” so klein an, daB man jeden ihrer Punkte a 
unter Vermeidung von f(S"~*) in & iiberfiihren kann, so ist nach Satz I: 
u,(f(S"~")) +0, also nach Satz II: «¢ f(V"). 

Hieraus folgt weiter: 


Satz IIb. Ist f(V")CR” (also P” = R"), und ist fiir jeden Punkt x 
von V" die Entfernung o(z,f(x)) kleiner als der Radius r von S"~*, 
so gibt es eine den Mittelpunkt m enthaltende Vollkugel v", die ganz zu f(V") 
gehort *). 

Denn die Abbildung f(V") lat sich aus der identischen, d. h. jeden 
Punkt sich selbst zuordnenden, Abbildung durch stetige Abanderung er- 
zeugen, indem man jeden Punkt 2 geradlinig mit der Geschwindigkeit 1 
nach f(z) laufen laBt; dabei wird wegen o(2,f(x))<r der Mittel- 
punkt m niemals von dem Bild eines Randpunktes bedeckt, nach Satz I 
ist also u,,(f(S"~*))=u,,(S""*)=1. Hieraus ergibt sich auf Grund von 
Satz Ila die Richtigkeit der Behauptung IIb. 

Wir betrachten jetzt neben R” und P” noch einen dritten Raum fi", 
der auch in der anfangs geschilderten Weise orientiert ist; dann gilt 

Satz IIL. v™ und Q" seien Vollkugeln in R" bzw. P" mit den Ran- 
dern s"-1 bew. =""", f sei eine eindeutige Abbildung von v", © eine 
einetndeutige Abbildung von 2", und es set f(v")CQ", B(Q")cR"; 
ferner sei x ein Punkt von uv", dessen Bild f(x)=£& weder zu f(s*-*) 
noch zu ="~* gehdre; ist weiter ®(E)—= 1, 80 gilt die Gleichung 


u, (f(8*-*))-u, (B(E"~")) = wu, (W f(s"-1)). 


(Die Zahlen u,(®@(="~*)) und u,(P®f(s*-*)) sind definiert, da infolge 
der Voraussetzungen iiber und der Eineindeutigkeit von ® weder 
rc @(S"~") noch rc Gf(s"-*) ist.) 


*) Das Zeichen ¢ bedeutet: ,nicht enthalten in“. 
*) Vgl. *)c), S. 164, Hilfssatz. 








584 H. Hopf. 


Beweis. 2 bezeichne, wie friiher, die Zentralprojektion von ¢ aus 
auf *~*, analog p die Zentralprojektion von x aus auf eine Kugel S""' 
um r; 2 ist in allen von & verschiedenen Punkten von P", p in allen 
von ¢ verschiedenen Punkten von R” definiert; af ist also eine Abbildung 
von s*-! auf =*"*, p® eine Abbildung von >"~* auf S"~', p Daf die 
resultierende Abbildung von s*-* auf ©"~'; die Gradzahlen bezeichnen 
wir wieder mit y. Dann ist 


u,(f(s*~)) = x (af), 


u,(D(""*)) = y(p ®), 

also nach der ,,Produktregel**) 

uz (f(8"~*))-u,(@(2""")) = y(p Pa). 
Es sei nun weiter fiir jeden von & verschiedenen Punkt « von 2" der- 
jenige Punkt, der die von @ nach a(«) gezogene Strecke im Verhiltnis 
(1 —#):¢ teilt, mit 2,(«) bezeichnet, so daB also 2,(«) = 2(a), 2,(@)=« 
ist. Dann ist fir 0<t<1 niemals §C2,f(s"-*), also wegen der 
Eineindeutigkeit von ® auch niemals r ¢ ®2,f(s"-'), die Abbildung 
p@x,f(s"-*) ist daher fiir 0 <t<1 definiert und hangt stetig von t ab. 
Mithin ist 

y(pPaf)=y7(pPa,f)=—y(p-Pf). 
Andrerseits ist 

u,(Pf(s"-")) = y(p-Pf); 

damit ist Satz III bewiesen. 

Nunmehr sind wir in der Lage, den folgenden wichtigen Satz herzu- 
leiten: 

Satz IV. Ist die Abbildung F(V") eineindeutig [F(V")<P"], so 
ist entweder fiir alle nicht auf S"~* gelegenen Punkte a von V" 

up@(F(S""*))=+1, 
oder es ist fiir alle diese Punkte 
upia) (F(S"~*)) = —1. 

Beweis. Die Bildmenge F(V")=—McP” enthalt einen inneren 
Punkt*®); denn andernfalls wiirde die durch eine beliebige simpliziale 
Approximation g, der eindeutigen Abbildung F~* gelieferte Bildmenge 
7,(M)=,F(V") CR” keinen inneren Punkt besitzen; dies stande aber 
in Widerspruch zu Satz IIb, da man g, so wiahlen kann, da8 


o( F~*(é), v,(é)) <r fiir jeden Punkt é¢ M, also o(z, p, F(x)) <r fir 
jeden Punkt xc V” ist. 


®) Brouwer, *) c), 8. 326. 
) Vgl. *)c), Satz 1. 
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In F(V") ist also eine Vollkugel 2” enthalten; ihr Rand sei ="~’. 
Ist QT eine kleinere konzentrische Vollkugel, so ist analog in F~'(Q)') 
eine Vollkugel v” enthalten. Ist 2 der Mittelpunkt, s*-1 der Rand von v", 
so ist F(x) ¢ F(s"-*) wegen der Eineindeutigkeit von F, F(x) ¢ ="~' 
wegen F(x)¢ Q[. Daher sind, wenn wir F(x)=é, KR" = R” setzen, 
die Voraussetzungen von Satz III erfiillt; es ist also 


u, (F(s"~*))-u,(Fo*(""")) = u,(s""") =1, 


mithin u,(F(s"-!))=+1. Nun kann man s*- stetig in S"~* iiberfiihren, 
ohne x zu iiberschreiten; diesem Vorgang entspricht vermége der einein- 
deutigen Abbildung F eine Uberfihrung von F(s"~') in F(S"~*) unter 
Vermeidung des Punktes ¢. Nach SatzI ist daher auch u,(F(S"~*))=+1. 

Da man ferner einen beliebigen Punkt @ des Inneren von V" unter 
Vermeidung von S*~* in den Punkt 2 hineinbewegen kann, so folgt ebenso, 
daB auch up)( F(S"~*)) = upy~(F(S"”'))=+1 ist, womit Satz IV 
bewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt unter Beriicksichtigung von Satz Ila unmittel- 
bar der Satz von der ,,Gebietsinvarianz“ "). 


E" sei ein ,,Element“, d. h. das eineindeutige stetige Bild einer Voll- 
kugel V" in R"; infolge der Gebietsinvarianz ist der Rand von 2” mit 
dem Bild des Randes von V" identisch. 

E” sei nun der eineindeutigen Abbildung F unterworfen [F(#")< P”). 
Sind v!, v} zwei in EB" gelegene Vollkugeln mit den Randern sf’, s}~’, 
z,, 2, Punkte im Innern von v; bzw. v3, so kann man vy in vy inner- 
halb 2” stetig und eineindeutig iiberfiihren; nach Satz I ist daher 
up (2, (F (8 *)) = up, (F (82 *)), und diese Zahl ist nach Satz IV entweder 
+1 oder —1; sie hangt nicht von der Wahl der Vollkugeln vj und der 
Punkte 2? ab, sondern ist eine Invariante von F; sie heiBe der ,,Grad“ 
von F, und werde mit y(F') bezeichnet. Je nach dem Vorzeichen von 
y (F) sagen wir, da8 die Bilder der inneren Punkte von Z” ,,positiv’ oder 
»negativ“ bedeckt werden. 

Aus Satz III folgt die ,,Preduktregel“: y(F)-y(®)=y(@F), wenn 
® eine in F(#") definierte eineindeutige Abbildung ist. 

Wir wollen nun ein rein topologisches, d. h. von der Verwendung von 
Koordinatensystemen — wie sie bei der Definition der ,Ordnung* benutzt 
werden — unabhangiges, Merkmal] dafiir angeben, wann F den Grad + 1, 
wann den Grad —1 hat. Zu diesem Zweck definieren wir: unter einer 


11) Dies ist im wesentlichen der zweite Brouwersche Beweis. (Zur Invarianz des 
n-dimensionalen Gebietes, Math. Annalen 72 (1912)). 
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.Indikatrix“ verstehen wir den Rand irgendeines Elementes e" zusammen 
mit einem inneren Punkt von e", dem ,Zentrum“ der Indikatrix; eine 
eindeutige — nicht notwendig eineindeutige — und stetige Abanderung einer 
Indikatrix in R” nennen wir eine ,,Indikatrixdeformation“, falls bei ihr 
das Bild des Zentrums niemals im Bilde des Randes enthalten ist. 

Wir stellen das gesuchte Kriterium nun zunachst fiir einen Spezialfall 
her, indem wir den Satz beweisen : 


Satz V. Die eineindeutige Abbildung F des im R" gelegenen Elements E" 
auf eine Punktmenge desselben Raumes R" hat dann und nur dann den 
Grad +1, wenn sich eine in E” liegende Indikatrix i durch eine Indi- 
katrixdeformation in ihr Bild F (i) tiberfiihren lat. 

Beweis. Ein Teilelement e” von EZ” laBt sich als das eineindeutige 
Bild e"=G(v") einer Vollkugel v” des R” auffassen, deren Rand s*-' 
heiBe. Ist nun ¢ eine Indikatrix, die von @(s*-*) und dem Bild G(x) 
eines inneren Punktes x von v” gebildet wird, und la8t sich ¢ in F(7) 
vermége einer Indikatrixdeformation F, (0 <t< 1) iiberfiihren, so ist 
Ur,qiz)(F,G(s"-')) unabhingig von t, es ist also upgi)(FG(s"-")) 
= Ug i2)(G(s"-")), d.h. y( FG@)=y(@); aus der Produktregel folgt daher 
7(F)=+1. 

Sei andrerseits y(F')—-+-1. Man verschiebe zunichst i so, da8 ihr 
Zentrum in den Mittelpunkt m von »v” fallt; dann halte man das Zentrum 
fest und lasse die Randpunkte auf den von m ausgehenden Radien auf die 
Kugel s*~* laufen. Dieser ganze Abanderungsvorgang ist eine Indikatrix- 
deformation und heiBe h, (0 < t <1); dabei ist y(G(v")) = ugum (G(s*-")) 
= Up,gum (hy G(8"-*)) == Um (h, G(s*-")), wenn man h,@ als Abbildung 
von s"~-' auf sich auffaBt. Analog definiere man eine Indikatrixdefor- 
mation h, (3>t>2) von t’= F(#) so, daB h,(t’)—7" ist und das 
durch h, vermittelte Bild des Zentrums in m, das des Randes auf s*~'! 
liegt; dabei ist, analog dem obigen, y(F'G(v")) = y(h, FG(s*-')), h, FG 
als Abbildung von s*~' auf sich aufgefaBt. Infolge der Voraussetzung 
y(F)=+1 ist nun y(G@)=—y(FG), also y(h,G)—y(h, FG). Daher 
gehéren h, G@(s"-') und h, FG(s"-*) zu derselben ,,Klasse“, d. h. das Bild 
h, G(s*-*) laBt sich auf s*~* stetig in das Bild h, FG(s*~-') iiberfiihren **); 
dieser ProzeB ist, unter Festhaltung des Zentrums m, eine Indikatrix- 
deformation von h,(#) in h,(i’) und heiBe h, (1<t<2). Ah, stellt also 
fiir 0 <t<8 eine Indikatrixdeformation von ¢ in i’ dar. 

Will man nun den allgemeinen Fall P” == R” behandeln, so bemerkt 
man, daB ohne irgendein Koordinatensystem und ohne jegliche willkiir- 





1%) H. Hopf, Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math. 
Annalen 96 (1926). 
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liche Festsetzung das Vorzeichen von »(F) offenbar unbestimmt ist. Man 
mu8 die ,,Orientierungen“ der beiden Raume dadurch in Verbindung mit- 
einander bringen, daB man einer ausgezeichneten eineindeutigen Abbil- 
dung H(e") eines bestimmten Elements e"< R” auf ein Element 
H(e")=e" CP” den Grad +-1 beilegt; dadurch werden die beiden 
Raume ,,relativ orientiert*. Im Fall R" =P” mu6 die ,,Eichabbildung“ H 
die Identitaét sein; bei den am Anfang des Paragraphen gemachten Fest. 
setzungen ist sie die Abbildung § = 2, (vy =1,2,...,); demnach sind 
R" und P” relativ orientiert, falls jeder der beiden Raume orientiert ist. 

Wir setzen nun stets R” und P” als relativ orientiert voraus; dann 
ergibt sich das gewiinschte Kriterium fiir den Wert von y(F(2£")) durch 
Anwendung der Produktregel: man bilde das Bildelement F(#") durch 
eine eineindeutige Abbildung 4 auf e«” oder einen Teil von e” ab und 
betrachte auBerdem die Abbildung D(HZ")—H~'4F(E"); dann ist 
y(D) =y(4)-y(F). Da y(D) und y(4) nach Satz V zu bestimmen sind, 
ist somit y(F') eineindeutig und topologisch invariant festgelegt. Somit 
kénnen wir sagen: 


Satz Va. Sind R” und P" relativ orientiert, so kann man unter 
den eineindeutigen Abbildungen von Gebieten des R" auf Gebiete des P” 
eine topologisch invariante Unterscheidung machen zwischen solchen, die 
»posttive* und solchen, die ,negatives Beaccskungen liefern. 


Wir betrachten nun beliebige eindeutige, nicht notwendig eindeutig 
umkehrbare Abbildungen f des Elements 2” mit f(#") CP"; s* sei der 
Rand von E£". Zwei Abbildungen f,(#") und f,(#") sollen als zur selben 
Klasse“ gehérig gelten, wenn sie am Rande iibereinstimmen, wenn also 
f, (x) = f(x) fiir jeden Punkt 2 s* ist. Zwei Abbildungen f,, f, der- 
selben Klasse lassen sich innerhalb der Klasse, d.h. ohne Anderung auf 
g*, stetig ineinander iiberfiihren; man braucht etwa nur alle Punkte /,(2) 
geradlinig und gleichférmig in einem festen Zeitintervall in die ent- 
sprechenden Punkte f,(z) laufen zu lassen. 

Eine Abbildung f(Z") heiBe im Punkt ¢< P” ,glatt*, wenn es im 
Innern von E” endlich viel Gebiete G, (x =1,...,&%) gibt, so daB f in 


k 

jedem von ihnen eineindeutig und daB é¢ f(Z" — SG,) ist; die Defini- 
x=1 

tion habe auch fiir k= 0 Sinn; d. h. f heiBe in jedem nicht zu f(#") 

gehérigen Punkt glatt. 


Satz VIa. f* sei eine Abbildung des Randes s* von EB", & ein 
nicht zu f*(s*) gehoriger Punkt von P". Dann gibt es in der durch f* 
bestimmten Klasse % Abbildungen, die in & glatt sind. 
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Beweis. V" sei eine Vollkugel des R” mit dem Rand 8*™* und 
durch eine eineindeutige Abbildung G@(V")= 2" auf Z" bezogen; dann 
ist G(S""')=s*, also Eq f*G(S""). Es sei u,(f*G(S""))=c, 
p und g seien zwei nicht negative ganze Zahlen mit p—q=c; 
UI, V2, ..+, Up» Upset» «++» Up+q Seien zueinander fremde Vollkugeln im Innern 
von V" mit den Réandern s!*, sy *,...,8p;,- Man bilde die v; 
(¢=1,2,...,p-+¢q) durch eineindeutige Abbildungen F, — (z. B. Ahnlich- 
keitsabbildungen) — so auf Umgebungen von & ab, dab »(F,) = +1 fiir 
‘SP y(F,)=—1 fiir i>p ist. Jedem Punkt x von S$”, sf’ 
é +» Spee par man denjenigen Vektor v(z) zu, der in & begiant 
und in ra G(a) baw. F;(a) endet. Diese Vektorfelder besitzen keine Null- 
stelle. Ordnet man dann dem Punkt x den Schnittpunkt von p(x) mit einer 
Kugel ="~* um & zu, so entstehen Abbildungen ®, ¢,, 7,, ..4, Yp+g Von 
g°-* Pie n—1 


yasey Spry auf "~'; dabei ist aii v(y,)=+1 (tS p), 
¥(9;)=—1 (¢>>p), also, da c= p — q ist, 27 %;)=y7(®). Infolge 


dieser Gleichheit ist die ,,Randwertaufgabe“ Lebar, welche verlangt, in 
dem durch Herausnahme der Innengebiete der vj' aus V" entstandenen 
Kérper V" eine stetige Zuordnung nirgends verschwindender Vektoren zu 
definieren, die die bereits vorhandenen Randwerte besitzt?*). Durch eine 
derartige Vektorverteilung ist eine Abbildung F(V") bestimmt, die & nicht 
bedeckt: ist »(2) der dem Punkt x zugeordnete Vektor, so sei F(x) der 
Endpunkt des in § angetragenen Vektors v(x). F schlieBt sich stetig an 
f*@ und die F, an. Der so in V” definierten Abbildung entspricht ver- 
moége G@ eine zur Klasse } gehérige Abbildung von Z”, die in é glatt ist. 


Satz VIb. Ist f eine in & glatte Abbildung der Klasse §, und 
bezeichnen p und q die Anzahlen der durch f gelieferten positiven bzw. 
negativen Bedeckungen des Punktes &, so ist die Differenz p—q eine 
Konstante von % und &, d.h. lediglich von der Lage des Punktes — und 
von der Randabbildung f*, aber nicht von der speziellen Wahl von f 
abhangig. 

Beweis. Da es eineindeutige Abbildungen der Vollkugel V” auf sich 
vom Grade —1 gibt, z. B. Spiegelungen, gibt es nach der Produktregel 
unter den eirzindeutigen Beziehungen zwischen V" und EZ” gewiB solche 
des Grades +1. @ sei eine solche: E*=G(V"). F(V")=fG(V") ist 
in & glatt und liefert, da y(@)—=-+-1 ist, ebenso wie f(Z"), p positive, 
q negative Bedeckungen von &. F erzeugt in der beim Beweis von 
Satz VIa geschilderten Weise ein Vektorfeld in V", das nur in den p+ gq 


> 


48) Siehe *), § 5. (Die Lésbarkeit der endiwestesiai fiir V” ist einer Aussage 
iiber Abbildungen einer S"~! dquivalent. ) 
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Originalpunkten von & Nullstellen besitzt. Ist 2, eine solche Nullstelle 
und sj'~* eine 2,, aber keine weitere Nullstelle einschlieSenden Kugel, so 
heiBt u,(F (si'~*)) in der iiblichen Bezeichnung der ,,Index“ der Nullstelle, 
und die Summe aller Indizes ist gleich dem Grade der durch die Vektoren 
vermittelten Abbildung des Randes S"~* auf eine ,,Richtungskugel“ 
von P*, also gleich u,(F(S"~*))*). Da andrerseits nach Satz IV 
u:(F(s?~*)) =+1 oder —1 ist, je nachdem 2; zu einer positiven oder 
negativen Bedeckung von & gehért, ist die Summe der Indizes gleich 
p—q; also ist p— q = u;(F(S"~")); da diese Zahl nur von é und der 
Randabbildung f*(s*) abhangt, ist Satz Vib bewiesen. 

Die auf Grund der Siatze Via, VIb eindeutig und topologisch invariant 
der Klasse % und dem Punkt é zugeordnete Zahl p — gq nennen wir den 
Grad der zu % gehérigen Abbildungen f(E") im Punkte &“ und be- 
zeichnen sie durch y,(f(H#")). Der friiher fiir eineindeutige Abbildungen F 
definierte ,,Grad“ y(F) ist demnach zu prazisieren als ,,Grad y, , (§(Z")) 
in den Bildern der inneren Punkte 2 von 2" “. 

y-(f(2")) bleibt nicht nur ungeindert, solange f der Klasse § an- 
gehért, sondern aus Satz I und der Rolle, die die Zahl u,(F(S"~*)) beim 
Beweis von Satz VIb spielt, folgt der allgemeinere 

Satz VIla. Der Grad y,(f(E")) bleibt bei stetiger Abdnderung von f 
konstant, wenn nur bei thr niemals — zu der jeweiligen Bildmenge des 
Randes s* gehort, 
und ebenso ergibt sich 


Satz VILb. Fiir zwet Punkte é,,&,, die man ineinander iiberfiihren kann, 
ohne das Bild des Randes zu treffen, ist der Grad derselbe; insbesondere 
ist er also in einer Umgebung von &, die das Bild des Randes aus- 
schlieBt, konstant. 

Aus den Satzen VIa und VIb folgt die ,Summenregel*. 

Satz VILL. Lat sich die Menge M derjenigen Punkte von E", die durch f 
aujf den Punkt & abgebildet werden, in endlich viele, zweinander fremde 
Teilelemente ej, e:,...,e von E” einschlieBen, so ist 


Der Beweis ergibt sich, indem man f in den e, glattet und dann die 
positiven und negativen Bedeckungen von & abziahlt. 

Aus der Willkiir, mit der man p und g im Beweise von Satz VIa wahlen 
kann, und aus p+ q>p—q=y,(f(H")) ist ersichtlich: 


4) Beziiglich dieser Addition der Indizes siehe z. B. Feigl, Fixpunktsitze fiir 
spezielle n-dimensionale Mannigfaltigkeiten, § 2; Math. Annalen 98 (1927). 
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Satz IX. Der Grad y,(f(EB")) laft sich seinem Betrage nach als die 
Mindestzahl der eineindeutigen Bedeckungen einer Umgebung von & charak- 
terisieren, die durch — in & glatte — Abbildungen der Klasse % erreicht 
wird. Wenn die Mindestzahl von Bedeckungen vorliegt, so sind diese 
sdmilich gleichsinnig, und zwar positiv oder negativ je nach dem Vor- 
zeichen von y;(f). p und q unterliegen nur den Beschrankungen: 


p29, 20, p—gq=7,(f). 

Hierbei darf y,(f)= 0 sein; d. h. 

Satz [Xa. Ist y.(f)=0, so gibt es in der Klasse § Abbildungen, fiir 
die — nicht zur Bildmenge von E” gehort. 

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB es sich bei Satz IX um 
eineindeutige Bedeckungen einer Umgebung von £, nicht um solche des 
Punktes & allein handelt. Beziiglich der letzteren gilt im Gegenteil 

Satz X. Unter den Abbildungen der Klasse % gibt es solche, die einen 
und nur einen Punkt auf & abbilden. 

Um eine solche Abbildung herzustellen, betrachten wir, wie beim Be- 
weise von Satz Via, die Vollkugel V", die durch G eineindeutig auf 2" be- 
zogen ist. Wir bilden einen inneren Punkt z von V" auf £, und wenn z* 
Randpunkt von V” ist, die Strecke xz* proportional auf die Strecke 


von & nach f*G(z*) ab. Diese in V" erklarte Abbildung iibertragen wir 
mittels G auf EZ”. 


Der Gegenstand unserer weiteren Untersuchung wird — nach Er- 
ledigung einiger Hilfssitze — die Beantwortung der Frage sein, ob es bei 
Abbildungen beliebiger n-dimensionaler Mannig/altigkeiten eine, als ,,Grad“ 
zu bezeichnende Zahl gibt, die durch Eigenschaften gekennzeichnet ist, wie 
sie in den Satzen Via, VIb, VIIa, VIIb, VIII ausgesprochen sind. Diese 
Frage wird bejaht werden. 

Im zweiten Teil dieser Abhandlung*) werden wir feststellen, ob bzw. mit 
welchen Abinderungen sich die Saitze IX, [Xa, X auf diesen ,,Grad“ iiber- 
tragen lassen. 


§ 2. 
Hilfssitze tiber die Erweiterung der Definitionsbereiche von Abbildungen. 


In diesem Paragraphen bedeutet stets &’ einen /-dimensionalen Kubus, 
der z. B. in einem euklidischen (x, z*,..., 2')-Raum durch 0 < 2*< 1 
(A=1,2,...,2) definiert sei, und Rk‘'.den Rand von k'; ferner ist é 
ein fester Punkt in dem mit einem rechtwinkligen (&*, é",..., &")- 
Koordinatensystem versehenen Raum P”. Mit f und F werden stets ein- 
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deutige und stetige Abbildungen von Kuben &’ oder von Teilen solcher 
Kuben auf Punktmengen des P” bezeichnet. 


Hilfssatz I. Es sei <n; auf Rk’ sei eine Abbildung f so de- 
finiert, daB E¢ f(Rk') ist. 

Dann gibt es eine auf Rk’ mit f identische Abbildung F von k’, 
so daB é¢ F(k’) ist. 

Beweis’). k/ sei der zu k’ konzentrische seitenparallele Kubus mit 
der halben Seitenlinge, xz, der Mittelpunkt der beiden Kuben. Ist 
zORk', so bezeichne p(x) den Punkt auf Rk}, in den x von Zp aus 
projiziert wird. 

Man konstruiere eine so feine simpliziale Approximationsabbildung 
f,(Rk') von f(Rk'), daB fiir jeden Punkt xc Rk’ der Fehler 
o(f (x), f,(v)) kleiner als die Entfernung o(é, /(R k')) ist; dann liegt ¢ 
auf keiner der Strecken f(x) f,(2). Wir definieren jetzt: 1) F(x) = f(x), 
F(p(x))=f,(x) fiir «CRk’. 2) F ist auf jeder Strecke zp(z) linear. 
Damit ist F in k'— ki +R; in der gewiinschten Weise erklart. 

Die Bildmenge F(Rki) = fi(Rk') besteht aus einer endlichen 
Anzahl (/ — 1)-dimensionalen Simplexe; der von ihr und dem Punkt é 
aufgespannte Kegel ist daher /-dimensional, und, da 1 <n ist, gibt es 
Geraden durch £, die diesem Kegel nicht angehéren und mithin keinen 
Punkt von F(R4k{) enthalten. « sei eine solche Gerade, u ein von & ver- 
schiedener Punkt auf «; ist yORE), so liegt also € nicht auf der 
Geraden » F(y). Wir erkliren daher F(k{) in der geforderten Weise, 
wenn wir festsetzen: 1) F(x,)=; 2) ist yCR&i, so ist F auf der 
Strecke « F(y) linear. 

Zusatz. Sind statt des einen Punktes & endlich viele nicht in 
f(Rk') enthaltene Punkte &,,&,...,¢ gegeben, so la®t sich F so 
konstruieren, daB E¢ F(k’) (o=1,2,...,7) ist. Man hat im Beweis 
von Hilfssatz I namlich nur die Gerade « so zu wiahlen, daB sie auf 
keinem der r von den é, und der simplizialen Menge /,(R k') auf- 
gespannten Kegel liegt. 

Hilfssatz Il. Es sei jetzt =n; auf Rk” sei f so definiert, dab 
Eq f(Rk") ist. x, sei ein willkiirlicher Punkt im Innern von k”. 

Dann laBt sich F(k") so definieren, daB F(Rk")—/f(Rk"), 
F(z,)=&, F(x) +é fir 2 +2, ist’®). 


5) Dieser Beweis ist eine Spezialisierung des, mir aus einer unverdffentlichten 
Bemerkung von Brouwer bekannten, Beweises der Tatsache, daB im R” eine p-dimen- 
sionale und eine q-dimensionale Mannigfaltigkeit nicht ,,verschlungen“ sein kénnen, 
wenn p+q<n—1 ist. 

16) Enthalten in Satz X, § 1. 
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Beweis. Man definiere F als lineare Abbildung aller «, mit den 
Punkten von i(k") verbindenden Strecken. 


Hilfssatz III. Es sei 1=n-+1; k"*’ sei durch O< 2” <1 im 
R"** gegeben. f(Rk"**) sei so definiert, daB es auf R(k"**) héchstens 
endlich viele &-Stellen gibt, d.h. Punkte z, fiir die f(a) = ist. 

Dann laBt sich F(k"**) so definieren, daB F(Rk"**) = f(Rk"*’) 
ist und daB es auf jeder n-dimensionalen Ebene x” = konst. (vy =1,2,..., +1) 
héchstens endlich viele &-Stellen gibt. 


Beweis. 2x, sei ein innerer Punkt von k"*', der mit keiner der 
£-Stellen auf 3i(k"**) in einer zu einer Koordinatenebene parallelen 
n-dimensionalen Ebene liegt. Man setze F(x,)—é und definiere F als 
lineare Abbildung der Strecken, die 2, mit den Punkten von Rk"** 
verbinden. Dann besteht die Menge der &-Stellen von Fk"*’ aus den 
Verbindungsstrecken von z, mit den €-Stellen auf Rk"**. Da auf 
keiner dieser Strecken eine x”-Koordinate konstant ist, besitzt F die ge- 
wiinschte Eigenschaft. 


Hilfssatz Ila. Q sei eine abgeschlossene Teilmenge ven k", g die 
Menge der gemeinsamen Grenzpunkte von Q und k"—Q. In Q sei f 
so definiert, dab E¢f(q) ist. 

Dann gibt es eine in Q mit f identische Abbildung F(k"), die in 
k" — Q héchstens endlich viele é-Stellen besitzt. 


Beweis. Die Koordinaten &,é*,...,é" der durch f vermittelten 
Bildpunkte sind stetige Funktionen in Q. Nach einem bekannten Satz*’) 
laBt sich der Definitionsbereich dieser Funktionen auf ganz k” erweitern; 
dadurch wird eine in Q mit f identische Abbildung F*(k") erklart. 

Die Menge N der in der abgeschlossenen Menge k” —Q-+q ge- 
legenen &-Stellen von F* ist abgeschlossen und zu q punktfremd; sie 
besitzt also eine positive Entfernung a von g. Wir zerlegen k" in 
seitenparallele, kongruente Teilkuben, deren Durchmesser kleiner als a 
sind. Ist dann L die Menge derjenigen Teilkuben, die Punkte von N ent- 
halten, so ist LC k" — Q. 

In k" — L, also insbesondere in Q, sowie in den gemeinsamen Grenz- 
punkten von k™ — L und L setzen wir F = F*; dann ist dort F(x)+6é 
fir <¢Q. 


1?) Bewiesen von Bohr, Brouwer, Hahn, Hausdorff, Lebesgue, Riesz, Tietze, Ury- 
sohn, de la Vallée Poussin; genauere Literaturangabe bei Urysohn, Uber die Machtig- 
keit der zusammenhingenden Mengen, Math. Annalen 94 (1926), S. 293, und von 
Kerékjart6, Vorlesungen iiber Topologie (Berlin 1923), S. 75. 
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Wir haben F noch in ZL so zu erklaren, daB nur endlich viele &-Stellen 
auftreten. Mit k; (¢=1,2,...,7; 0<l<n—1) bezeichnen wir die im 
Innern von L gelegenen /-dimensionalen Randkuben der Teilkuben ;;' 
(¢=1,2,...,7,) von ZL. Wir erklaren nun F zunichst auf allen ky 
(d. h. in den Eckpunkten) wi'lkiirlich mit der einzigen Einschrinkung 
& + F(k}); sodann erkliren wir F auf Grund von Hilfssatz I fiir alle &/, 
darauf fiir alle ki , usw. bis F auf allen &/'~', also auf den Randern 
aller &j', &-stellenfrei definiert ist. SchlieBlich bestimmen wir auf Grund 
von Hilfssatz II Fin den kj’ so, daB in jedem genau eine é-Stelle x, liegt. 


Zusatz 1. Dasich die Punkte x, in den kj willkiirlich wahlen lassen, 
kann man eine vorgeschriebene, in k" — Q nirgends dichte Menge frei 
von &-Stellen halten. 


Zusatz 2. Liegt die Menge f(Q) ganz in einer & enthaltenden Voll- 
kugel 2”, so 1a8t sich F so bestimmen, daB auch F(k")¢ Q” ist. Denn 
man braucht, um das zu erreichen, nur jeden etwa auBerhalb 2” gelegenen 
Punkt F(a) durch denjenigen Punkt des Randes von 9” zu ersetzen, in 
welchen F(x) von & aus projiziert wird. 

Hilfssatz Illa. k"** sei durch 0 <2”<1 im R"*’ gegeben; 
Q sei eine abgeschlossene Teilmenge von k"**, g die Menge der gemein- 
samen Grenzpunkte von Q und k"**—Q, Rk"** der Rand von k"** 
(der auch Punkte von Q enthalten darf). In Q@+Rk"** sei die Ab- 
bildung f definiert; sie habe in g keine, in dem nicht zu Q gehérigen 
Teil von %k"*" héchstens endlich viele §-Stellen. 

Dann gibt es eine in Q@+Rk"** mit f identische Abbildung F(k"**), 
die in jeder Ebene x” = konst. (y= 1,2,...,%-+1) héchstens endlich 
viele nicht zu Q gehérige £-Stellen besitzt. 

Der Beweis ist dem von Satz Ila véllig analog: F* und L haben 
dieselbe Bedeutung wie friiher. Man setzt F=F* im AuBern von L, 
auf] der gemeinsamen Grenze von L und k"*' — L, sowie auf Rk"*’. 
Man hat F noch im Innern von L zu erkliren. Dies geschieht ebenso 
wie friiher; nur hat man jetzt auch noch (m-- 1)-dimensionale Teilkuben 
zu behandeln, und man tut dies mit Hilfe von Hilfssatz III. 

Zusatz. Der zu Hilfssatz Ila beziiglich F(k") gemachte ,,Zusatz 2“ 
gilt auch jetzt beziiglich F(k"*’). 

Hilfssatz IIIb. k"*’*, Q,q haben dieselbe Bedeutung wie in Hilfs- 
satz IIIa. f(Q) habe eber jetzt in g endlich viele &-Stellen z,,2,,...,2x,. 

Dann gibt es eine in Q mit f identische Abbildung F(k"**) mit 
folgender Eigenschaft: die Menge der nicht zu @Q gehérigen, in irgend- 
einer Ebene 2” = konst liegenden &-Stellen besitzt héchstens endlich viele 
Haufungspunkte. 


Mathematische Annalen. 100. 38 
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Beweis. Man nehme mit k"** eine solche Unterteilung in Teilkuben 


kt**, er**,...,kP** vor, daB jeder von diesen héchstens einen der 
Punkte x, enthilt und da8 kein Punkt x, auf der gemeinsamen Grenze 
azweier k3 ** liegt. Nun definiere man F zunichst mittels Hilfssatz Ila auf 
den n-dimensionalen Randkuben k? der kj ** so, daB auf jedem k? héchstens 
endlich viele £-Stellen entstehen. Darauf erklare man auf Grund von Hilfs- 
satz IIIa F in denjenigen k}**, welche keinen Punkt x, enthalten der- 
art, daB auf jeder Ebene x” = konst. héchstens endlich viele neue é-Stellen 
hinzukommen. SchlieBlich betrachte man die Kuben kf **, k2 **,...,k2**, 
in welchen die Punkte z,, z,,..., 2, liegen, einzeln: 


In k2** konstruiere man eine Folge seitenparalleler, gegen x, kon- 


vergierender Kuben &2*' =k 2**>k2f'>k23*>D...; g, sei der von kj" 


a,i—2 
und k2{* begrenzte abgeschlossene Bereich, gp, sei das Maximum der Ent- 
fernung o(,f(x)) fir 2Cq-g; Dann definieren wir F zunichst in g,, 
indem wir genau wie oben vorgehen: wir zerlegen g, in Teilwiirfel und 
erklaren F zuniichst auf deren Randern, darauf in ihrem Innern, so daB 
auf jeder Ebene xz, = konst. nur endlich viele -Stellen auftreten. Dabei 
sorgen wir dafiir, daB 0 (¢, F(x)) < ¢, fiir aCRk2T* und o(é, F(z))< 9, 
fir Cg, wird; mit Riicksicht auf die zu Satz Ila und IIa gemachten 
Zusatze kénnen wir dies erreichen. So definieren wir der Reihe nach F in 
Jo: 9g, --- Aerart, daB immer o(&,f(x)) < ¢; fiir xCg, ist. Dann folgt aus 
lim 0 (&, F(x))=0 und F(az,)=&, daB F auch in z, stetig ist. Da die 
Z>Zaq 


Abbildung F iiberdies in keiner Ebene einen von den zx, verschiedenen 
Haufungspunkt nicht in Q gelegener £-Stellen besitzt, erfiillt sie alle 
Forderungen. 


Aus Hilfssatz Ila und IIIb ergeben sich unmittelbar die folgenden 
Siatze: 

Hilfssatz Ila*. @Q, sei eine abgeschlossene Teilmenge von kj, 
9. die Menge der gemeinsamen Grenzpunkte von Q, und k"-*— M,. In 
Q, sei fir 0 <t<1 eine von ¢ stetig abhingende Schar von Abbildungen 
f, erklart, die wdhrend des ganzen Intervalls 0 <t<1 im q, keine, in 
Q, héchstens endlich viele &-Stellen besitzt. f, und f, seien iiberdies in 
dem ganzen kj’ definiert und zwar é-stellenfrei. 

Dann gibt es eine in Q, mit f, identische Schar von Abbildungen 
F,( ke") [ F, = fo, F, = f,), fiir die wahrend des ganzen Intervalls 0 <t <1 
nur endlich viele &-Stellen auftreten. 

Hilfssatz IIIb*. Q, sei eine abgeschlossene Teilmenge von ki, q, 
die Menge der gemeinsamen Grenzpunkte von Q, und ki —Q,. In 
Q, + Rk” sei fir 0<t<1 eine von i stetig abhingende Schar von 
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Abbildungen f, mit folgenden Eigenschaften gegeben: 1) wahrend des ganzen 
Intervalls 0<t<1 treten in g,+Rk nur endlich viele &-Stellen 
auf; 2) fiir jeden einzelnen Wert von t hat die Menge der é-Stellen in Q, 
héchstens endlich viele Haufungspunkte. f, und f, seien iiberdies in dem 
ganzen k,; definiert, und zwar mit héchstens endlich vielen é-Stellen. 

Dann gibt es eine in Q,+Rko mit f, identische, derartige Schar 
von Abbildungen F, (ko) [Fy =f), Fy =f,], daB fir jede einzelne Ab- 
bildung F,(ko') die Menge der £-Stellen héchstens endlich viele Haufungs- 
punkte besitzt. 

Die Beweise von Ila* und IIIb” sind in Ifa und IIIb enthalten: 
man deute in diesen Siatzen die 2"- bzw. x*+t!-Achse als t-Achse, 
den durch ¢=( bestimmten Randkubus von k" bzw. k"** als kj ~* bzw. 
ks; Q besteht dann aus denjenigen Punkten von k” bzw. k**+', deren 
senkrechte Projektionen auf kj'* bzw. ky zu Q, gehéren, und im Fall 
des Satzes Ila auBerdem aus den beiden durch t=0 und ¢=1 aus- 
gezeichneten (mn — 1)-dimensionalen Randkubus. {In Hilfssatz IIIb sind 
die Randkuben bereits in der Formulierung des Satzes beriicksichtigt. } 

Zusatz 1. Aus Ila Zusatz | folgt, daS man in Ila* eine in kj" 
nirgends dichte Menge frei von &-Stellen halten kann. 

Zusatz 2. Die in ,Zusatz 2“ zu Ila gemachte Bemerkung gilt analog 
auch fiir _Ila* und IIIb*. 


§ 3. 
Topologische Mannigfaltigkeiten. 


Unter einer n-dimensionalen ,,topologischen Mannigfaltigkeit“, oder 
kurz Mannigfaltigkeit M", verstehen wir einen zusammenhingenden topo- 
logischen Raum, in dem es ein abzahlbares vollstindiges System von Um- 
gebungen — im Sinne von Hausdorff — gibt, von welchen eine jede sich ein- 
eindeutig und stetig auf das Innere einer n-dimensionalen Vollkugel oder, 
was dasselbe ist, auf den ganzen euklidischen R” abbilden 14Bt. Statt von 
»kompakten“ und ,,nichtkompakten“ sprechen wir von ,,geschlossenen“ und 
,offenen* Mannigfaltigkeiten. Aus der Definition folgt, daB jeder zusammen- 
hangende offene Teil einer M", also z. B. jedes Gebiet im R”, selbst eine 
offene, n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist. 

Eine Punktmenge von M”", die das eineindeutige und stetige Bild einer 
abgeschlossenen, n-dimensionalen Vollkugel V” ist, heiBt ein ,, Hlement“ EB” 
von M”; nach dem Satz von der Gebietsvarianz entsprechen die im Sinne 
des Umgebungsbegrifis von M” definierten ,,inneren Punkte“ und ,,Rand- 
punkte* von 2#” den inneren bzw. den Randpunkten von V". Ist 2 ein 
Punkt von M", so gibt es auf Grund der euklidischen Struktur einer Um- 

88* 
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gebung von z Elemente, die x im Innern enthalten. Aus den bekannten 
Uberdeckungssatzen, auf die Innengebiete dieser Elemente angewandt, folgt: 
Jeder (echte oder unechte) Teil m von M” lapt sich derart mit einer ab- 
ztihlbaren Menge von Elementen E;', E:', ... bedecken, daB jeder Punkt von 
m im Innern mindestens eines Ej’ enthalten ist; ist m kompakt, 3o leistet 
bereits eine endliche Menge von Elementen eine derartige Uberdeckung. 

Wir wollen nun im Fall einer geschlossenen M” ein endliches, im Fall 
einer offenen M” ein abzahlbar endliches System Z}', Ey, ... von Elementen, 
das M” derart iiberdeckt, eine ,,Basis‘‘ nennen. Die Elemente einer Basis 
denken wir uns durch euklidische Vollkugeln Vj’, Vs',... dargestelltt. 
Zwischen Teilen verschiedener Vj’ sind vermége der Koinzidenz der ent- 
sprechenden Punkte in M™ eineindeutige und stetige Abbildungen definiert. 

yt, V2,... sei eine Darstellung einer Basis von M". 24, 2;, 21, 22, 23,..., 
Le-1, Li-1, Zp, Seien innere Punkte der V/*, derart, daB x/_, mit 2; stets 
in derselben V;* liegt, wihrend 2; und 2{ entweder identisch oder wenig- 
stens Reprisentanten desselben Punktes in M” sind. Der Gesamtheit der 
Strecken 2{_, a (t= 1,2,...,4) entspricht in M" ein ,,Weg“ zwischen den 
durch xj und 2, dargestellten Punkten a und 6 von M”". Man kann je 
zwei Punkte von M” durch einen derartigen Weg verbinden; ist namlich 
wv die Menge der mit a verbindbaren Punkte, so ist wv einerseits offen, da, 
wenn 6 mit a verbindbar und ¢ ein Punkt einer euklidischen Umgebung 
von 6} ist, ¢ mit b, also auch mit a@ verbunden werden kann; andererseits 
ist v abgeschlossen, da ein Haufungspunkt c von mit a verbindbaren Punkten 
b, in einer seiner Umgebungen mit gewissen b,, also auch mit a verbunden 
werden kann. Mithin ist »—M", da M” nach Definition zusammen- 
hangend ist. 

Eine Mannigfaltigkeit M” ist ,,im kleinen kompakt und es gilt das 
2. Abzahibarkeitsaxiom’; sie ist daher ,,metrisierbar“**), d. h. je zwei 
Punkten x, y laBt sich eine nicht-negative ,, Entfernung“‘ o(2y) = e(yz) 
zuordnen, die die Bedingung o(2y)-+- o(yz) => o(#z) erfiillt, die nur dann 
verschwindet, wenn x = y ist, und fiir die dann und nur dann lim o (2,7) = 0 

i-® 

ist, wenn die Punktfolge 2, gegen x konvergiert; die letzte Bedingung 
besagt, daB der durch die Metrik neu eingefiihrte Umgebungsbegriff dem 
urspriinglichen aquivalent ist. 


Ein Element Z” von M” (das kein Element unserer Basis zu sein 
braucht) heiBt ,,oréentiert“, sobald in einer bestimmten, EZ” reprisen- 
tierenden Vollkugel V" eine positive Orientierung (s. § 1, Anfang) aus- 


1%) Alexandroff, Uber die Metrisation der im Kleinen kompakten topologischen 
Raume, Math. Annalen 92 (1924). 
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gezeichnet ist. Ist e” ein in Z” enthaltenes Element, v” eine e” repra- 
sentierende Voilkugel, so wird, sobald 2” orientiert ist, in e” eine Orien- 
tierung durch die Forderung ,,induziert“, daB die durch die Koinzidenz in 
M" vermittelte Abbildung von v” auf einen Teil von VY” den Grad + 1 
habe (vgl. § 1). Uragekehrt induziert eine Orientierung von e” eine solche 
von E”. 

Wir nennen nun die Mannigfaltigkeit M" orientiert, wenn alle thre 
Elemente so orientiert sind, daB die Orientierungen je zweier Elemente, 
von denen das eine das andere enthdlt, sich gegenseitig induzieren. 

Wenn M" ,,orientierbar“ ist, d.h. wenn M” sich auf wenigstens eine 
Weise orientieren laBt, so gibt es genau zwei verschiedene Orientierungen. 
DaB es wenigstens zwei Orientierungen gibt, sobald es eine gibt, ist trivial, 
da man nur die Orientierungen aller Elemente umzukehren braucht, um (im 
Hinblick auf die Produktregel des § 1) eine neue Orientierung zu erhalten. 
Hat man andererseits in einem einzigen Elemente ZH” eine der beiden 
méylichen Orientierungen ausgezeichnet, so wird dadurch zunichst in jedem 
in EZ” enthaltenen Element e” eine Orientierung induziert; diese iibertragt 
sich wieder durch Induktion auf jedes e” enthaltende Element Z;'. Somit 
laBt sich, sobald E” orientiert ist, jedes Hy, das mit EZ” ein Gebiet ge- 
meinsam hat, auf héchstens eine Weise vorschriftsmaBig orientieren. Da 
man nun je zwei Punkte durch einen ,,Weg* (s. 0.) verbinden kann, lassen 
sich je zwei Elemente durch eine Kette von Elementen verbinden, in der 
jedes Element in das folgende iibergreift. Mithin ist in jedem Element 
héchstens eine Orientierung méglich, wenn ein Element E” orientiert ist. 

Ist M” orientierbar, so lassen sich insbesondere die Elemente Zy", Ey’, ... 
einer Basis so orientieren, da jede zwischen Teilen der reprasentierenden 
V;* durch Vermittlung von M” auftretende eineindeutige Abbildung den Grad 
+1 hat; denn ist z. B. e” ein im Durchschnitt von Zf und £Z} enthaltenes 
Element und sind V;, V:', v” repriisentierende, orientierte Vollkugeln dieser 
Elemente, so haben die beiden Abbildungen von v" auf Vj bzw. Vz' den 
Grad +1, also ist dies nach der Produktregel auch der Grad der durch 
e” vermittelten Abbildung zwischen einem Teil von V;" und einem Teil 
von Vz. Umgekehrt geniigt es fiir die Orientierung von M" bereits, dab 
die Elemente £;" einer bestimmten Basis derart orientiert seien, daB alle 
zwischen Teilen der reprasentierenden V;" vorkommenden Abbildungen den 
Grad +1 haben. Denn wenn wir mit e” diejenigen Elemente bezeichnen, 
die in mindestens einem Z;" enthalten sind, so wird die Orientierung in 
jedem Element ¢” auf Grund der Produktregel eindeutig induziert; greifen 
el’, es iibereinander, so induzieren sie in einem sie enthaltenden Ej die- 
selbe Orientierung, nimlich diejenige eines in ihrem Durchschnitt enthaltenen 
es; sind e;, es zwei beliebige in einem Z;" enthaltene e”, so kann man 
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sie durch eine Kette von e” verbinden, in der jedes Element in das folgende 
hiniibergreift; mithin induzieren alle diese ¢j', insbesondere ej’ und ¢; die- 
selbe Orientierung in Ej. Ein beliebiges Element laBt sich also eindeutig 
vermittels Induktion durch die e” orientieren. Somit ist gezeigt, daB die 
Orientierbarkeit von M” sich unter Zugrundelegung der Darstellung 
Vi, Vs, ... einer Basis folgendermaGen charakterisieren 148t: M” ist dann 
und nur dann orientierbar, wenn sich jede V;* im elementaren Sinn derart 
orientieren l48t, daB alle durch M” vermittelten Abbildungen zwischen 
Teilen der verschiedenen V/ den Grad +1 haben. Dieser Satz liefert 
eine Méglichkeit, fiir eine vorgelegte M” die Frage nach der Orientierbar- 
keit zu untersuchen; ferner ist aus ihm leicht ersichtlich, da8 die hier 
gegebene Definition der Orientierbarkeit im Falle triangulierbarer Mannig- 
faltigkeiten mit der Brouwerschen Definition *) a) iibereinstimmt. 


§ 4. 
Abbildungen und Abbildungsklassen von Mannigfaltigkeiten. 


Wir betrachten eindeutige und stetige Abbildungen einer M" auf eine 
zweite n-dimensionale Mannigfaltigkeit 4", und zwar insbesondere solche 
Eigenschaften der Abbildungen, die bei deren stetigen Anderungen erhalten 
bleiben. Dabei verstehen wir unter einer fiir 0 <¢ <1 definierten stetigen 
Abanderung a, einer Abbildung a, eine Schar von Abbildungen mit folgen- 
den zwei Eigenschaften: 1) Fiir jeden Punkt 2 ¢ M” hiangt a,(x) stetig 
von t ab; 2) diese Stetigkeit ist gieichmaBig in ganz M"”; d.h. zu jedem 
56> 0 laBt sich ein t> 0 so angeben, daB aus |t’— t| <tr fiir alle Punkte 
a © M” die Beziehung 0 (a, (2x), a,(x)) < 6 folgt, wobei 9 die Entfernungs- 
funktion einer in u™ fest eingefiihrten Metrik ist (vgl. § 3). 

(Wenn M” geschlossen ist, so ist, wie leicht zu sehen, 2) eine Folge 
von 1). Dasselbe gilt z. B. auch, wenn M” ein beschranktes Gebiet im R” 
ist und die Abbildungen g, in der abgeschlossenen Hiille von M” definiert 
und stetig sind und 1) erfiillen, also insbesondere in dem in § 1 behan- 
delten Fall der Abbildungen eines Elements.) 

Wir werden die Abbildungen zunichst in den Umgebungen einzelner 
Punkte von «” untersuchen und beschrinken uns dabei auf solche Punkte, 
in denen die Abbildungen ,kompakt“ sind. Hierunter verstehen wir fol- 
gendes: a heiBt kompakt in dem Punkte &, wenn es eine Umgebung von & 
gibt, deren durch a auf sie abgebildete Originalmenge in M" kompakt ist. 
Fiir eine geschlossene M” bedeutet dies keine Einschrankung. 

(Die im §1 behandelten Abbildungen eines Elements sind, als; Ab- 
bildungen des offenen Innengebiets aufgefaBt, nicht kompakt in den Bild- 
punkten des Randes, die wir ja auch von der Betrachtung ausschlossen. ) 
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Unter einer ,,Abbildungsklasse“ § verstehen wir eine Menge von Ab- 
bildungen mit folgenden Eigenschaften: 1) Je zwei Abbildungen aus & 
lassen sich (in dem oben prazisierten Sinn) stetig ineinander itiberfiihren; 
2) die Abbildungen aus & sind saimtlich in den gleichen Punkten von «” 
kompakt bzw. nicht kompakt. 3) Es gibt keine Menge &, die & als echten 
Teil enthalt und auch 1) und 2) erfiillt. — «” wird also durch die Punkte, 
in denen & nicht kompakt ist, in eine (endliche oder abzéhlbar unendliche ) 
Anzahl von Gebieten zerlegt. 

(Diese Definition der ,, Klasse“, angewandt auf den im § 1 behandelten 
Spezialfall, ist etwas allgemeiner als die dort aufgestellte.) 


R sei nunmehr eine bestimmte Klasse, £ ein fester Punkt, in dem & 
kompakt ist. Wir stufen innerhalb §& die Abbildungen nach der Regu- 
laritat ihres Verhaltens im Punkte é ab: 

1. Eine Abbildung hc & heiBt ,,halbglatt* in &, wenn die Original- 
menge von & sich in die Innengebiete von endlich vielen, zueinander frem- 
den Elementen einschlieBen la8t, deren Bilder einer euklidischen Umgebung 
von é angehéren. 

2. Eine Abbildung fc & heiBt ,fastglatt* in &, wenn die Original- 
menge von é endlich ist. 


> 


3. Eine Abbildung gc & heiBt ,glatt* in &, wenn es / zueinander 
fremde Gebiete (1>0) von M"* gibt, so daB g in jedem von ihnen 
eineindeutig ist und daB é nicht zu dem Bild der Komplementarmenge 
dieser Gebiete gehért (vgl. die Definition der ,glatten“ Abbildungen 
in § 1). 

Bezeichnen wir die Mengen der in & halbglatten, fastglatten und 
glatten Abbildungen mit 9,, §, bzw. G,, so ist GC FCO, CK. Das 
Ziel dieses Paragraphen ist eine genauere Kenntnis der Verteilung von 
@., jj; und 9, innerhalb &. 

Zunichst zeigen wir, daB §. tberall dicht in & ist, d. h. wir beweisen 

Satz I. Ist a eine Abbildung aus & und 6 irgendeine positive Zahl, 
so gibt es eine Abbildung fc §; derart, daB o(a(x),f(x))<34 fiir alle 
Punkte x © M" ist. 

Beweis. ®, sei eine mit einem euklidischen Koordinatensystem ver- 
sehene so kleine Umgebung von §, da® die Entfernung je zweier ihrer 
Punkte kleiner als 6 ist. g, sei eine in ®, enthaltene Umgebung von é, 
deren Originalmenge u, die durch a auf p, abgebildet wird, in M* kom- 
pakt ist. « laBt sich daher in endlich viele Elemente Ey, Ey,..., Ey 
derart einschlieBen, da8 jeder ihrer Punkte im Inneren von wenigstens 


einem Z% liegt, und zwar kann man die Elemente so klein wahlen, daB 
a(Et) c ®, ist. 
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Wir setzen nun f=a in der Menge M* — > E® und auf dem Rande 
a=1 

dieser Menge. Dieser Rand ist zugleich der Rand von S’ #7. Wenn wir f 
nun noch im Innern von 5’ Ey so erkliren, daB f(_Y Er) Cc ®, ist, und 
da8 nur endlich vielen Punkten das Bild ¢ zugeordnet wird, so hat die 
so definierte Abbildung f(M") alle geforderten Eigenschaften: sie ist fast- 
glatt in , da die Gleichung f(x) = & in Y Ef endlich viele, in M*—_S) EY 
keine Lésungen hat; sie gehért zu &, da man a in f dadurch stetig iiber- 
gehen lassen kann, daB man a(z) festhalt, falls x nicht innerer Punkt 
von 5) Ze ist, und fiir x C_y EY den Punkt a(x) im Zeitintervall 1 gleich- 
férmig und geradlinig im Sinne der euklidischen Geometrie von ®. in den 
Punkt f(z) laufen laBt, was infolge der Kompaktheit von ZY eine 
gleichmaBige stetige Anderung ist; es ist o(f(x),a(x)) <6 fir xc S EY, 
da f(z)C ®,, a(x)C ®, ist, und (f(x), a(x)) = 0 fiir alle anderen Punkte. 

Wir haben also nur die Abbildung f des Randes R von "Ey auf 
eine £ nicht enthaltende Menge des euklidischen Raumes ®, zu einer Ab- 
bildung f(_’ #2) zu erweitern, die héchstens endlich viele &-Stellen be- 
sitzt. Dies tun wir mittels wiederholter Anwendung des Hilfssatzes Ila 
aus § 2. Nach diesem Hilfssatz kénnen wir f zunichst gewi3 in 2.’ so 
erkliren, daS auf dem Rand von £;", der ja in Z{ nirgends dicht ist, 
keine €-Stelle liegt. Wir definieren nun f durch Schlu8 von ¢ auf ¢-+1. 
Sei f in SE so erklart, da8 der Rand dieser Menge frei von &-Stellen 


@a=1 


ist; betrachten wir nun £,,: in Zy., - (2 y Ei + +%)= Q ist f schon erklart; 


die gemeinsame Grenze gq dieser Sales mit ihrer Komplementirmenge in 


Ej'., gehért teils zu dem Rand von SE , teils zu R, ist also jedenfalls 


a=1 
frei von &-Stellen; f laBt sich daher auf Z;., ausdehnen, und zwar so, 
da8 keinem Randpunks von E,, & als Bild zugeordnet wird. Somit ist 
f jetzt auch in 3 Ez erklart und hat auf dem Rande dieser Menge keine 


a=1 
&-Stelle. Mithin ist f iiberall in der gewiinschten Weise zu definieren, 
und Satz I ist bewiesen. 

Aus dem Beweis ist ersichtlich, daB man Satz I folgendermaBen ver- 
scharfen kann: 


Satz Ia. Die in Satz I genannte Abbildung f laBt sich sogar so 
bestimmen, daB sie auferhalb eines beliebig vorgeschriebenen, die Original- 
menge von & enthaltenden, offenen Teils von M" mit a identisch ist. 

Ist fC §;, so lassen sich die Originalpunkte Za, Zqs->-y S, Von & in 
zueinander fremde Elemente ZY, Ey, ..., Hj’ einschlieBen, deren Bilder in 
einer beliebig kleinen euklidischen Umgubung ®. von & enthalten sind. 
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Nach § 1, Satz Via, kann man um f in jedem Element 27, ohne dab 
die Bildpunkte ®, verlassen, so abindern, daS die Abbildung in ¢ glatt 
wird; also ist auch 6. tiberali dicht in &, d.h. es gilt 

Satz Il. Jede Abbildung a CR laBt sich durch eine beliebig kleine 
stetige Abanderung in & ,,glatten“, d.h. in eine Abbildung g < &, tiberfiihren. 

Da nach Satz Ia diese Abanderung die Punkte einer beliebigen, zu 
der Originalmenge von & fremden, abgeschlossenen Punktmenge fest laBt, 
kann man derartige Abanderungen nacheinander fiir mehrere Punkte 
£,,&,---,&, vornehmen; es gilt also 

Satz Ila. Ist & in den Punkten £,, &,,...,&, kompakt, so lat sich 
die Abbildung a C R durch eine beliebig kleine stetige Abdnderung in den 
Punkten &,, &,...,§&, gldtten. 


Wir werden jetzt zeigen, daB die — nach den vorstehenden Siatzen 
a fortiori in & itiberall dichte — Menge 9. zusammenhdngend ist; wir 
werden namlich folgenden Satz beweisen: 

Satz Ill. Sind h,,h, Abbildungen aus ,, so lapt sich der, infolge 
der Zugehorigkeit von h, und h, zu & mégliche, stetige Uberfiihrungs- 
prozeB a, (O<t<1; a,—h,, a, =h,) durch einen solchen ersetzen, in 
dem die die Uberfiihrung bewirkenden Abbildungen h, (0 <t<1) sdmt- 
lich zu 9. gehdren. 

Beweis. Satz III laBt sich auf den Spezialfall I[I* zuriick- 
fiihren, in dem die folgenden beiden zusitzlichen Voraussetzungen erfiillt 
sind: 1) ho und hy sind nicht nur halb-, sondern sogar fast-glatt*®); 2) es 
gibt eine A; in fh; stetig iiberfiihrende Abbildungsschar a, C & 
(t'<t<t"; ho =a,, hf =a,-), in der o(hj (x), a,(z))<4 fir alle 
ac M" und t’<t<?” ist, wobei 4 eine nur von §& und é, aber nicht 
von hj und h; abhingende Konstante ist. 

Wenn namlich III* richtig ist, so la8t sich der allgemeine Fall III 
folgendermaBen auf ihn zuriickfiihren: 

h, werde in h, durch die Schar a,c R (OS t<1; hy=a,, h, =4,) 
iibergefiihrt. c sei eine so groBe natiirliche Zahl, daB 0 (a, (x), a,(z))< $4 


fir |t, —t,|< ., aC M" ist. f; (¢=0,1,...,¢) sei irgendeine fast- 
c 
glatte Abbildung, die sich so wenig von a; unterscheidet, da® fiir alle 


Punkte zx (fi (x), a; (x)) <i 4 ist; die Existenz von fi ist durch Satz I 
gesichert. Dann ist o(f;(2), firi1(z))< 4 (¢=0,1,...,¢—1); mach 


) AY spielt hier die Rolle von A, in IIL. 
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III* laBt sich daher f; in /;,, und mithin f, in f, durch eine Schar 


halbglatter Abbildungen ‘aberfihren, und wir brauchen uns nur noch davon 
zu iiberzeugen, daB sich A, und h, mittels halbglatter Abbildungen in f, 
baw. f, deformieren lassen. Nun diirfen wir aber auf Grund von Satz Ia 
annehmen, da8 h, von f, nur in einer beliebigen Nahe der Originalmenge 
von & verschieden ist. Diese Menge ist infolge der Halbglattheit von h, 
in endlich vielen, zueinander fremden Elementen enthalten; die Abande- 
rung von h, in f, geht ganz im Innern dieser Elemente vor sich und ist 
beliebig klein; sie zerstért daher die Eigenschaft der Halbglattheit in 
keinem Augenblick. Ebenso verhalt es sich mit h, und f,. 

Es geniigt also in der Tat, den Spezialfall III[* zu beweisen, und wir 
tun dies, unter Beibehaltung der Bezeichnungen von Satz III, indem wir 
die Konstante 4 folgendermaBen bestimmen: ¢, ist eine euklidische Um- 
gebung von é, in deren sémtlichen Punkten & kompakt ist; dann sei 


1 
(1) 0<4< Ze(F, u™ — %)- 
Es sei nun A die (abgeschlossene) Menge derjenigen Punkte von M", 
fiir die 
(2) o(€,h,(x))< 4 


ist; da mithin nach (1) hg(A)C g, ist, ist A kompakt und 1a8t sich daher 
ins Innere von endlich vielen Elementen HZ; (8 =1, 2, ..., 6) einschlieBen. 
Diese seien so klein, daB fiir zwei Punkte 2», xj desselben Elements Z;' stets 


(3) 0 (hy (xp), hg (%p))< 4 
ist; ferner lassen sie sich so wahlen, daB keine der endlich vielen é-Stellen 


der fastglatten Abbildungen A, und h, auf dem Rande eines von ihnen 
liegt, daB also, wenn RH; den Rand von EZ, bezeichnet, 


(4) E¢h (RE) (s=0,1; B—1,2,..., 5) 
ist. — Da nach Voraussetzung 
(5) Q(hy(z),a,(2))<4  (0St<1; CM") 


ist, so folgt, wenn wir den oben benutzten Punkt 2; als im Durchschnitt 
von H; und A gelegen annehmen, aus (2), (3), (5) 


o(§, a,(%,))< 34, 
also aus (1) 


(6) a(Ef)Cgy, (OSt<1; B=1,2,..., ). 
Sei B = 3) BB, RB der Rand von B. eden ecw eee 


so ist y¢ A, “also nach (2) 
0(€, ho(y)) > 4; 
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hieraus und aus (5) ergibt sich 


(7) a(y)+& (OSt<1; yCM"—B+RB). 

Wir definieren die gesuchte Abbildungsschar A, nun zunichst in 
M"—B+8B durch die Festsetzung h,—a,. £&-Stellen treten hier in- 
folge (7) nicht auf. Insbesondere sind die Abbildungen h, also auf R(B) 
definiert, und zwar infolge (6) so, da8 


h.(B)C h, (B)C 9%, h, (RB) Ce; (0<#<1) 
ist; da p, ein euklidisches Koordinatensystem besitzt, erméglicht dies die 
Anwendung der Hilfssitze aus § 2 auf die Elemente Z;", EY, ..., Ey. 

Diese seien durch Kuben k} ar 1,2,...,6) reprisentiert; &j*~* 
seien deren Randkuben (¢=1,2,...,2b). 9, ; sei die gemeinsame 
Grenze des Durchschnitts k*~*-k/*~* — (,,Durehschnit “ im Sinne der Koinzi- 
denz in M") — und der in k*~* komplementaren Menge kj*~*— kj'~*- kj’; 
= 2M, ist nirgends dicht in kj’ und g = + q; nirgends dicht in 

ix+t 


ze. 

"Wir erklaren die Schar h, nun zuerst in k{*~* so, daB sie h,(ki'~*) 
in h,(kf"') tiberfithrt, daB h, (ko RB) =a,(k?"-RB) ist, “8 inn 
ganzen nur endlich oft endlich viele -Stellen auftreten und daB q frei 
von &-Stellen bleibt; das alles kann man auf Grund von Satz Ila*, 
dessen Voraussetzungen infolge (4) und (7) erfiillt sind, a des ,,Zu- 


satzes 1“ zu Satz Ila* erreichen. Sei jetzt die Schar h, in ae * so defi- 


niert, daB sie die gewiinschte Uberfiihrung leistet, das in ganzen nur 
endlich viele &-Stellen auftreten und daB qg frei von &-Stellen bleibt. 
Dann sind fiir kj'7;' alle Voraussetzungen des Satzes Ila* erfiillt; ins- 
besondere ist die Grenze des Teils von kji;', in der h, fir 0<t<1 
schon festgelegt ist, = von &-Stellen, wei! er zu gq gehért; man kann 


also die h, auch in 3h so definieren, daB es im ganzen nur endlich 
viele &-Stellen gibt eal da8 diese nicht auf qg ~~ 
Somit ist eine derartige Definition von h, in yR kz méglich, und 
f=1 


wir haben nun die Innengebiete der kj’ zu behandeln. Auf Grund von IIIb* 
tun wir dies der Reihe nach fiir ky’, kz,..., kj. Immer lat sich die 


Schar h,(k;) so erklairen, daB fiir jedes cinnelne t héchstens endlich viele 
Haufungspunkte von &- Stellen woihonlits sind; denn immer — ra Vor- 


aussetzungen = III b* —_ da die gemeinsame Grenze von k; - - ke =Q 


und kz — kp: x ki zu PLL gehért, da also dort im saint “Intervall 
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0 <t<1 nur endlich viele é-Stellen auftreten, und da h,(k;) und A, (kz) 
auch nur endlich viele &-Stellen besitzen. 

Mithin hat jede Abbildung h, der Schar, die nunmehr fiir 0 <t <1 
in ganz M™ erklart ist, die Eigenschaft, daB die Menge der £-Stellen 
héchstens endlich viele Haufungspunkte z,,2,,...,2, hat. Eine solche 
Abbildung ist aber gewib halbglatt; denn die Punkte z, (« = 1, 2,..., a) 
lassen sich in zueinander fremde Elemente e” einschlieBen, die auf ihren 
Randern keine &-Stellen enthalten und die so klein sind, daB die Bilder 
h,(ec)C@, sind. AuBerhalb der e/ liegen nur endlich viele, isolierte 
&-Stellen; jede von ihnen lat sich in analoger Weise in ein kleines Ele- 
ment einschlieBen. h, besitzt also die Eigenschaft der ,,Halbglattheit*; 
damit ist Satz III bewiesen. 

§ 5. 
Der Abbildungsgrad. 

M” sei orientiert; im iibrigen bleibt der Sinn aller Bezeichnungen 
aus dem vorigen Paragraphen ungedndert. 

Ist A eine in & halbglatte Abbildung, so lassen sich die Original- 
punkte von é in zueinander fremde Elemente e/’, e;’,..., e, einschlieBen, 
deren Bilder h(e”) (a#=1,2,...,@) in einer Umgebung ¢, von & liegen, 
die mit einem euklidischen Koordinatensystem versehen ist. In diesem 
zeichnen wir willkiirlich eine Orientierung als die positive aus. Dann 
besitzt jede der Abbildungen h(e,") nach § 1 einen wohlbestimmten Grad 


y,(h(ec)); wir behaupten, daB die Summe Sy: (he) unabhangig von 


der Wahl der Elemente e”, d.h. daB —_ 
a b 
(1) Dr_h (ez) = Sy; (h(E) 
a=1 f=1 
ist, falls £f', ED,..., Ej’ ebenfalls zueinander fremde Elemente sind, die 


die Originalpunkte von im Innern enthalten und deren Bilder h(H;') in 
einer euklidischen Umgebung ®, von & liegen; dabei sei in ®, die positive 
Orientierung durch y, induziert (siehe § 3). 

Die Behauptung ist gewi8 in dem Spezialfall richtig, in dem A nicht 
nur halb-, sondern sogar fastglatt ist; denn dann lassen sich die Original- 
punkte 2,,2,,...,%, von & einzeln in kleine, zueinander fremde Ele- 
mente es (6 = 1, 2,...,d) einschlieBen, die ganz in je einem e; und einem 
E; enthalten sind, und deren Bilder h(e}) in dem Durchschnitt von 
und ®. liegen, und nach § 1, Satz VIII, ist 


a d b 
27 (h(ea)) = 2 7¢(h (e3)) = on (h(H;')), 
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wobei es wegen der topologischen Invarianz des Grades und unserer Fest- 
setzung der Orientierung gleichgiiltig ist, welches der Koordinatensysteme 
von g, oder ®, wir bei der Bestimmung von y,(h(e3)) im Auge haben. 

Die Richtigkeit von (1) fiir eine beliebige halbglatte Abbildung h 
ergibt sich aus diesem Spezialfall nun dadurch, daB man — auf Grund 
von § 4, Satz Ia — A durch eine kleine Abanderung, welche die Rander 
aller e? und EZ} sowie alle Punkte von M"—( Ser + 5S H;') festhialt, in 
eine fastglatte Abbildung iiberfiihrt; hierbei bleibt nach § 1 fiir jedes 
einzelne Element e? und Ej der Grad konstant. 


s ye(h(er)) ist also unabhingig von der Wahi der e? und mithin 


eine Funktion y,(h) von h. Wir nennen sie den Grad von h. 
Sind nun A, und h, zwei halbglatte Abbildungen aus §, so ist 


(2) ¥_ (hy) = y;-(A,)- 


Beweis. Nach § 4, Satz III, gibt es fiir 0 <¢<1 eine stetige Schar 
halbglatter Abbildungen h,. Aus der Definition von y,(h,) und aus § 1, 
Satz VIIa, folgt, daB sich jeder Wert ¢* in ein t-Interval] einschlieBen 
laBt, innerhalb dessen y,(h,) konstant ist. Mithin ist sowohl die Menge 
derjenigen ¢, fiir die y,(h,) = y,(h,) ist, als ihre Komplementarmenge 
offen. Folglich ist letztere Menge leer, d. h. es ist y,(h,)=y,(h,) fiir 
0 <t<1, also gilt insbesondere Gleichung (2) und mithin 

Satz I. Die Grade aller halbglatten Abbildungen aus sind einander 
gleich. Ihr Wert ist eine Invariante von R und &. Wir nennen ihn den 
Grad y.(&) der Klasse 8 im Punkte é. 

Nach § 4, Satz II, gibt es in & Abbildungen, die im Punkt é glatt 
sind; fiir sie folgt aus § 1: 


Satz la. Ist g eine in & glatte Abbildung aus &, und bezeichnen p und q 
die Anzahlen der durch g gelieferten posittiven bzw. negativen Bedeckungen 
einer Umgebung des Punktes £, so ist p—q=y,(S). 

Daher ist z. B., falls eine Umgebung von é bei einer Abbildung aus 
M eineindeutig bedeckt wird, y,(®) = +1, und, falls & gar nicht bedeckt 
wird, y.(%) = 0. 

Aus den Siatzen des § 1 ist ersichtlich, daB y.(&) eine topologische 
Invariante ist, sobald die Elemente von M” einerseits, eine Umgebung 
von £ andererseits ,relativ orientiert“ sind; dies ist, da wir M” als 
orientiert voraussetzen, der Fall, wenn auch ,” orientiert ist. Ist aber «” 
nicht orientiert, so ist das Vorzeichen von y,(S) von der Orientierung 
der Umgebung von & abhingig. Der absolute Betrag von y,(§) ist in 
jedem Fall eindeutig bestimmt. 








606 H. Hopf. 


Aus |y;(&)|=|p—q| und aus der Bedeutung der Zahlen p und g 
ist ersichtlich, daB der absolute Betrag der Grades in allen Punkten einer 
Umgebung von é denselben Wert hat. Er bleibt daher iiberhaupt konstant, 
wenn & in einem Gebiet I variabel ist, in dessen Punkten  kompakt, 
der Grad also erklart ist. Ist dieses Gebiet, das sich ja als offene Mannig- 
faltigkeit auffassen laBt (siehe § 3), orientierbar, so ist nach Festsetzung 
einer positiven Orientierung von I" auch das Vorzeichen des Grades in I" 
eindeutig festgelegt. Ist andrerseits &% in einem Gebiet I’, tiber dessen 
Orientierbarkeit wir nichts voraussetzen, iiberall kompakt, und ist 
|y.(®)| + 0 fiir ECT, so laBt sich jedes Element von I" so orientieren, 
da8 in ihm y,(&)>0 ist; sind E” und e” Elemente von I" und ist 
e”" CE", so haben die so in «” und E™ festgelegten Orientierungen die 
Eigenschaft, sich gegenseitig zu ,,induzieren“ (siehe § 3), da eine positive 
Bedeckung eines Teiles von e” auch als positiv zu gelten hat, wenn man 
é" als Teil von E” auffaBt. Durch unsere Festsetzung y,(§) > 0 ist also 
I’ orientiert worden. — Es liegt mithin fiir orientierte M" folgender Sach- 
verhalt vor: 


Satz Il Die (offene) Menge derjenigen Punkte von mu”, in denen & 
kompakt ist, wird durch die tibrigen Punkte in eine (endliche oder abzdahl- 
bar unendliche) Anzahl von (zusammenhdngenden) Gebieten I,,T,, ... 
zerlegt. In jedem dieser Gebiete [', ist der Betrag des Grades konstant: 
| yn,()| = | v,(K)| (ECT); tet I, orientierbar und ist eine Orientierung 
als positiv ausgezeichnet, — was insbesondere der Fall ist, wenn nicht 
nur M”, sondern auch u" orientiert ist, — so ist auch das Vorzeichen des 
Grades yr,(R) bestimmt. 


SatzIla. Ist I’, nicht orientierbar, so ist yr,(R)=0. 

Satz IIb. Es sei & tiberall in u" kompakt, (also z. B. M” geschlossen ); 
ist u” orientiert, so ist der Grad konstant: y,(R)=y(K) (EC wu"); sist a” 
nicht orientierbar, so ist y.(R)=U (EC pw"). 

Satz IIc. Ist M" geschlossen, u” offen, so ist y(R) = 0; 
denn dann ist die kompakte Bildmenge &k(M") (kc &) ein echter Teil 


von «”, und es gibt Punkte ~, die nicht zu &(M") gehéren, in denen 
also y,(k)=0 ist. 


Satz III. Zs set u” einer Abbildung p auf eine dritte Mannigfaltig- 
keit IN" unterworfen; x sei ein Punkt vor, M”", in dem p kompakt ist. 
In der Originalmenge = von x sei R kompakt und y,(&) set konstant 
fiir EC 2. Dann gilt die ,,Produktregel* 


rz(p k) = ys(k)-7;(¢) (ROR). 
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Zum Beweise ,glitte“ (siehe § 4) man m im Punkte x; bei der so 
entstandenen, in ¢ glatten Abbildung —* seien &,, &,,..-, €55 €g449 +++) Seay 
die Originalpunkte von x, und zwar werde die Umgebung von x durch 
Umgebungen von é,,é,,...,&, positiv, durch Umgebungen von é,,,,...,é,4, 
negativ bedeckt. Ferner sei & eine in den Punkten é,, &,,...,&,,, glatte 
Abbildung aus & (§ 4, Satz Ila); bei ihr seien p,,q,; die positiven bzw. 
negativen Bedeckungen von &; (¢ =1,2,...,a@-+ 6). Bei der in ¢ glatten 
Abbildung »*k(M") ist dann die Anzahl der positiven Bedeckungen von r: 


a b a b 
a= S'p,+ S%a+,> die der negativen Bedeckungen: x = 3'9g,+- Sp, 
a=1 f=1 a=1 f=1 


folglich ist 


b 
¥:(p*k) =x—x= 3 (D,— Ga) — & (Pars — Vers) 


= p=1 
-5 Yea (S) -3 Yea. g() = (a — b)-y2(K) 
= 1(P)-vz(&). 


Der Begriff der Klasse“ § wurde am Anfang des vorigen Para- 
graphen durch drei Eigenschaften definiert, von denen die zweite in der 
Identitét der Mengen der Punkte bestand, in denen die Abbildungen kom- 
pakt sind. Mitunter ist es zweckmaBig, diese Eigenschaft 2) durch die 
schwiachere zu ersetzen, daB die Abbildungen der betrachteten Menge sdamt- 
lich in — kompakt sind. 

Eine solche Menge , heiBe eine ,,Abbildungsklasse in bezug auf &.“ 
Es gilt 

Satz IV. Alle Abbildungen aus 8, haben in & den gleichen Grad, 
oder mit anderen Worten: 

Bet stetiger Abdnderung einer im Punkte — kompakten Abbildung F 
bleibt der Grad in & konstant, wenn nur die Abbildung immer kompakt 
in & bleibt. 

Beweis. Hiangt die Abbildungsschar F, fir 0<t<1 in dem am 
Anfang von § 4 prazisierten Sinne stetig von ¢ ab und sind alle Abbil- 
dungen F, in & kompakt, so sind sie in simtlichen Punkten einer Um- 
gebung y, von & kompakt. 

Denn andernfalls gibe es eine gegen einen Wert ¢* konvergierende 
Folge t; und eine derartige Folge gegen & konvergierender Punkte &, 
(¢=1,2,...), daB F,, in &, nicht kompakt wire. Ist aber ®, eine Um- 
gebung von &, in der Fy kompakt ist, und e” ein Element von @,, 
das € im Innern enthilt, so kann man eine Zahl t > 0 so angeben, daB 
aus |t—t*|<r, Fe(y) ¢ ®, stets F,(y) ¢{ e” folgt. Die Originalmenge 
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von e" bei F, ist also in der Originalmenge von ®, bei Fy enthalten, 
mithin kompakt. Im Widerspruch hierzu miiBte &;¢ e" fiir hinreichend 
groBes ¢ sein. 

Alle F, sind also in einer Umgebung gy. kompakt. H, und H, seien 
Abbildungen, die in & halbglatt sind, mit F, bzw. F, zu denselben Klassen 
gehéren, und sich von F, bzw. F, nur in so kleinen Umgebungen der 
Originalmengen des Punktes — unterscheiden, daB die Originalmengen von 
@- ungeaindert, also kompakt bleiben. Dann bleibt der Beweis von § 4, 
Satz III, giiltig als Beweis der Tatsache, daB man H, in H, durch eine 
Schar von halbgiatten Abbildungen H, iiberfiihren kann, die simtlich in ¢, 
kompakt sind. Hieraus folgt, genau wie beim Beweise von § 5, Satz I, 
daB y,(H,)= y;(H,), also y,(F,) = y;(F,) ist. 


Wird M” nicht mehr, wie bisher, als orientiert vorausgesetzt, so sind 
die am Anfang dieses Paragraphen betrachteten Elemente e, und ZH nicht 
orientiert. Jedoch sind die in (1) auftretenden Grade y, ihrem absoluten 
Betrage nach, die Summen in (1) also modulo 2 bestimmt. Die an (1) 
anschlieBenden Betrachtungen behalten ihre Giiltigkeit fiir die betreffende 
Restklasse modulo 2; wir bezeichnen diese als die .,Paritdt“*°) der Ab- 
bildung. Es ergibt sicn ohne weiteres 

Satz IV. Ist M" nicht orientiert, so bleiben, wenn man ,,Grad“ durch 
.Paritat* erseizt, die Sdtze dieses Paragraphen mit folgenden Abdnde- 
rungen bestehen: In Satz Ia tritt an Stelle von p—q die modulo 2 redu- 
zierte Anzahl der glatten Bedeckungen. Satz IIa und die Teile der Sdtze II 
und IIb, in denen von der Orientierbarkeit von I’, oder u" die Rede ist, 
verlieren ihren Sinn. 





°°) Brouwer, Aufzihlung der Abbildungsklassen endlichfach zusammenhingender 
Flichen, Math. Annalen 82 (1921), S. 283, FuBnote. 


(Eingegangen am 4. 8. 1927.) 
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Bekanntlich') kommt jeder stetigen Abbildung & einer zusammen- 
hangenden orientierten geschlossenen Flaiche F auf eine andere, G, in jedem 
Punkte von G eine bestimmte ganze Zahl n, ihr Grad, zu, und dieser Grad 
ist derselbe in jedem Punkt von G und bei jeder Abbildung, die sich aus 2% 
durch stetige Deformation ableiten laBt, d.h. fiir alle Abbildungen der- 
selben Klasse. Gibt es auf G ein Gebiet, dessen Punkte bei & héchstens 
r-fach iiberdeckt werden, d. h. Bildpunkte von je héchstens r Punkten 
von F sind, so ist |n| <r. Beispiele fiihren zu der Vermutung: 


Jede stetige Abbildung vom Grade n einer geschlossenen orientierten 
Fliche F auf eine andere G lat sich stetig deformieren in eine solche, 
bei der ein Gebiet auf G genau |n|-fach tiberdeckt wird. 

Diese soll im folgenden bewiesen werden. Bei dem entsprechenden 
Satze iiber Mannigfaltigkeiten einer von 2 verschiedenen Dimension fiihrt 
ein Beweis von Herr H. Hopf*), dem ich die Anregung zu dieser Unter- 
suchung verdanke, zum Ziel. 


Die Hilfsmittel sind gréBtenteils die von Brouwer *)*) in die Topologie 
eingefiihrten und bei der Aufzihlung der Abbildungsklassen benutzten, 
worauf im einzelnen durch FuBnoten verwiesen wird. Des Zusammenhangs 
halber wurden sie jedoch vollstandig dargelegt. 

1) L. E. J. Brouwer, Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71 
(1911), S. 97-115; B. v. Kerékjarté, Vorlesungen iiber Topologie I (1928), S. 230—237. 

*) In einer demnichst in den Math. Annalen erscheinenden Arbeit. 

*) L. E. J. Brouwer, Over éénéénduidige, continue transformaties van opperviakken 
in zichzelf (5de mededeeling). Kon. Ak. van Wet. Amsterdam, Versl. d. wis. en natuurk. 
Afd. 21 (1912), 8S, 300—309. 

*) L. E. J. Brouwer, Aufzihlung der Abbildungsklassen endlichfach zusammen- 
hingender Flichen, Math. Annalen 82 (1921), 8. 280—286. 
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§ 1. 
MaBbestimmung und Triangulation. 


Auf den Flichen F und G werde in bekannter Weise eine Metrik 
konstanten KriimmungsmaBes eingefiihrt, indem die universelle Uber- 
lagerungsfliche mit der euklidischen oder nichteuklidischen Ebene, die 
Fliche selbst mit dem endlichen Fundamentalbereich einer fixpunkte- und 
umlegungsfreien Bewegungsgruppe %,» bzw. Gg — im Falle des Geschlechtes 
Null mit der Kugelflache vom Radius Eins — identifiziert werden. Die 
Abbildung % bestimmt eine Abbildung & der Uberlagerungsflache von F auf 
die von G. Alle Konstruktionen, die mit Punkten der Uberlagerungs- 
flichen vorgenommen werden, sollen gleichzeitig an allen nach Gp bzw. Gy 
fiquivalenten Punkten vorgenommen werden, so da$ z. B. Abanderungen 
von % zugleich auch Abanderungen von % bestimmen. 

Die Flachen F und @ seien trianguliert, und zwar seien die Dreiecke 
geradlinige Dreiecke im Sinne der MaBbestimmung. Die dabei beteiligten 
Punkte und Strecken heiBen Ecken und Seiten. Zwei verschiedene Seiten 
sollen héchstens einen Endpunkt, zwei verschiedene Dreiecke entweder eine 
Ecke oder eine Seite oder keinen Punkt gemeinsam haben. Im Falle des 
Geschlechts Null seien die Durchmesser der Dreiecke kleiner als 2: 3. 

Werden zwei Dreiecke mit einer gemeinsamen Seite geteilt durch die 
Verbindungsstrecken der Seitenmitte mit den gegeniiberliegenden Ecken, 
so entsteht eine Triangulation mit denselben Eigenschaften. 


§ 2. 
Normalabbildungen. Erste Reduktion. 


Eine Abbildung von F' auf G heiBe halbnormal, wenn sie jedes Drei- 
eck der Triangulation nach einer (ausgearteten oder nicht ausgearteten ) 
Kollineation abbildet, die die Seitenmitten wieder in die Seitenmitten ver- 
wandelt. Schreibt man die Lage der drei Ecken vor, so ist dadurch die 
halbnormale Abbildung des Dreiecks eindeutig bestimmt — im Falle des 
Geschlechts Null unter der Voraussetzung, da die Abstinde der drei Punkte 
kleiner als 2: 3 sind. 

Die Abbildung & werde jetzt in eine halbnormale Abbildung $ defor- 
miert, und zwar in diejenige, die die Ecken von F’ ebenso abbildet wie %. 
Es wandere z. B. jeder Bildpunkt von seiner urspriinglichen Lage in seine 
Lage bei 8 auf geradem Wege mit konstanter Geschwindigkeit, so daB er 
in der Zeiteinheit gerade ankommt. Hat G das Geschlecht Null, so ist 
vorher die Triangulation von F so fein zu wahlen, daS das Bild jedes 
Dreiecks einen Durchmesser kleiner als 2: 3 hat; dann ist die Entfernung 
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eines Bildpunktes vom Zielpunkt kleiner als 22:3, und die Verbindungs- 
strecke ist als kiirzeste eindeutig und in stetiger Abhangigkeit von der 
Lage des Punktes bestimmt. 

Da bei der Deformation von & in B die Bilder nach Gp aquivalenter 
Punkte nach Gg aquivalente Bahnen beschreiben, ergibt sich eine Defor- 
mation der Abbildung & in eine halbnormale %. 

Wird jetzt die Triangulation von F verfeinert und werden fiir die neu 
eingefiihrten Ecken dieselben Bildpunkte vorgeschrieben wie bei 2%, so ist 
die dadurch bestimmte halbnormale Abbildung im allgemeinen von § ver- 
schieden; doch l48t sich $8 in sie deformieren nach dem soeben benutzten 
Verfahren der gleichférmig-geradlinigen Wanderung. 

Eine halbnormale Abbildung heiBe normal, wenn die Endpunkte jeder 
Seite von F auf dieselbe Ecke von G@ oder auf die Endpunkte einer Seite 
von G abgebildet werden. Nach den Eigenschaften der Triangulation von 
G wird dann jedes Dreieck von F entweder auf ein Dreieck von @ oder 
auf eine Seite von G (und zwar mit einer Seite auf den einen, mit der 
gegeniiberliegenden Ecke auf den anderen Endpunkt) oder auf eine Ecke 
von @ abgebildet. 

Um nun die halbnormale Abbildung 8 in eine normale Abbildung € 
zu deformieren, geniigt es, jeder Ecke p von F eine Ecke p’ von @ zu- 
zuordnen derart, daf den Endpunkten einer Seite von F dieselbe Ecke 
oder wieder die Endpunkte einer Seite von G zugeordnet sind, und daB, 
wenn @ das Geschlecht Null hat, der Abstand des Bildes von p bei B 
von p’ kleiner als 2:3 ist. Zu diesem Zweck wird die Triangulation von 
F so verfeinert, daB das Bild der Gesamtheit der an eine Seite von F 
anstoBenden Dreiecke immer ganz im Innern eines Dreieckssterns von G 
liegt®). Um so mehr liegt dann auch das Bild jedes Dreieckssterns von 
F in einem Stern von G. Wird nun jeder Ecke p von F eine Ecke p’ 
von G@ so zugeordnet, daB das Bild des Sternes von p im Stern von p’ 
liegt, so erfiillt diese Zuordnung die gestellte Forderung. In der Tat; das 
Bild einer Seite pq von F liegt in einem Stern s von G. Die Ecken p 
und g miissen also zwei dem Stern s angehérenden Ecken p’ und g’ von @ 
zugeordnet sein, deren Sterne innere Punkte gemeinsam haben, die zugleich 


5) Als Dreiecksstern bezeichnet man bekanntlich die Gesamtheit der an eine 
Ecke anstoBenden Dreiecke. Ist d, der Abstand des Dreiecks 4; von der Gesamtheit 
der zu ihm punktfremden Dreiecke und d der kleinste der Abstinde d,, ist ferner 
e kleiner als d und als die kleinste Linge, die die lingste Seite eines einem Dreieck 
von G@ eingeschriebenen Dreiecks haben kann, so ist jede zusammenhingende Punkt- 
menge vom Durchmesser e in einem Dreiecksstern enthalten. Beziehen sich diese An- 
gaben auf die Fliche @, so braucht die Triangulation von F nur so fein gewahlt zu 
werden, daB die Durchmesser der Bilder der Dreiecke von F simtlich kleiner sind als e: 3. 

839* 
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in s liegen. Das ist nur der Fall, wenn p’ und g’ zusammenfallen oder 
Endpunkte einer Seite sind. 

In die durch diese Zuordnung bestimmte Normalabbildung © wird § 
nach dem Verfahren der geradlinig-gleichférmigen Wanderung deformiert. 


§ 3. 
Falten. Zweite Reduktion. 


Die Dreiecke von F zerfallen jetzt in drei Klassen: Ecken-, Seiten- 
und Vollidreiecke, je nachdem ob ihre Ecken auf eine, zwei oder drei ver- 
schiedene Ecken von @ abgebildet sind. Ebenso zerfallen die Seiten in 
Eckenseiten, die auf je eine Ecke, und Voliseiten, die auf je eine Seite 
von G@ abgebildet sind. Jedes Seitendreieck hat eine Ecken- und zwei 
Voliseiten. Mit den Vollseiten grenzt es an Voll- oder Seitendreiecke. 
Jedes Eckendreieck wird von Eckenseiten berandet und grenzt in ihnen 
an Ecken- oder Seitendreiecke. 

Zwei Vollseiten von F heiBen verbunden, wenn sie die beiden Voll- 
seiten eines Seitendreiecks sind; sie werden dann auf dieselbe Seite von G 
abgebildet. Da eine Vollseite héchstens zwei Seitendreiecke berandet und 
jedes von diesen nur eine weitere Vollseite hat, so ist jede Vollseite mit 
héchstens zwei Vollseiten verbunden. Daher ordnen sich alle Vollseiten zu 
endlichen Ketten, in denen benachbarte verbunden sind. (Eine Kette kann 
auch aus einer einzigen Seite bestehen.) SchlieBt sich die Kette nicht, 
so beranden ihr erstes und letztes Glied je ein Volldreieck; besteht sie 
nur aus eimer Seite, so berandet diese zwei Volldreiecke. Jedes dieser 
beiden Dreiecke wird auf eines der beiden Dreiecke von G abgebildet, die 
von der Bildseite der Seiten der Kette berandet werden. Die Kette heiBe von 
erster Art, wenn beide Dreiecke auf verschiedene Dreiecke abgebildet werden, 
sonst von zweiter Art. Geschlossene Ketten sollen Ketten dritter Art heiBen. 

Ist eine Kette zweiter Art vorhanden, so wird die Abbildung € so 





Fig. La. ‘ig. 1b. Fig. le. 


abgeandert, wie es Fig. 1a, 1b, le andeuten*). Stellt Fig. 1a die Abbildung 
der Seitendreiecke einer Kette zweiter Art und der anstoBenden beiden 
Volldreiecke dar (Punkte mit denselben Bildpunkten sind nahe beieinander 


*) Vgl. Brouwer a. a. 0. *), S. 303. 
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gezeichnet), so wird zuerst die Triangulation von F verfeinert durch die 
in Fig. 1b angegebenen Seitenhalbierungen und Dreiecksteilungen (vel. 
SchluB von §1) und dann die Abbildung abgeandert, indem den neu 
hinzukommenden Ecken die in Fig. le angegebenen Plitze zugewiesen 
werden. Offenbar entsteht wieder eine Normalabbildung, in die sich die 
vorliegende durch Deformation verwandeln la8t. Da bei der neuen Ab- 
bildung zwei Volldreiecke weniger vorhanden sind, fiihrt dies Verfahren 
nach einer endlichen Zahl von Wiederholungen zu einer Abbildung D, bei 
der keine Ketten zweiter Art mehr vorhanden sind. 


§ 4. 
Dritte Reduktion. 


Ein Volldreieck von F hei®e positiv, wenn seine durch die Abbil- 
dung D auf G@ iibertragene Orientierung mit der von G iibereinstimmt, 
sonst negativ. 

Sind 4, und 4, die beiden von einer Seite s von @ berandeten Drei- 
ecke von G, so geht von jedem auf 4, abgebildeten Volldreieck 4 von F 
eine auf s abgebildete Kette erster Art aus, die in einem auf 4, abgebil- 
deten Volldreieck 4; ihr Ende findet. Diese 
Zuordnung der auf 4, und 4, abgebil- 
deten Volldreiecke ist eindeutig umkehrbar. 
Fig. 2 zeigt, daB gepaarte Dreiecke beide 
positiv oder beide negativ sind. Also werden 
auf Nachbardreiecke von G und daher auf 
irgend zwei Dreiecke von G gleichviel posi- 
tive und negative Volldreiecke abgebildet. 
Sind nur positive oder nur negative Dreiecke vorhanden, so ist die Anzahl 
der Bedeckungen, mit dem Plus- bzw. Minuszeichen versehen, der Abbil- 
dungsgrad, und der zu beweisende Satz ist bestitigt. Anderenfalls ver- 
fahrt man wie folgt. 

Die Gesamtheit der auf eine bestimmte Ecke von @ abgebildeten 
Zellen (d. h. Ecken, Seiten und Dreiecke) von F zerfallt in eine Anzahl 
gréBter zusammenhingender Komplexe, die Biindel heiBen mégen. St6Bt 
an eine Zelle eines Biindels ein Volldreieck an, so heiBe das Biindel ein 
Hauptbiindel, sonst ein Nebenbiindel. StéBt eine Kette erster Art an ein 
Biindel an, so ist dieses ein Hauptbiindel. 

Die Abbildung soll so abgeindert werden, daB ein Hauptbiindel vor- 
handen ist, an das sowohl positive wie negative Volldreiecke anstoBen. 
Ist dies noch nicht der Fall, so kénnen die Hauptbiindel in positive und 
negative eingeteilt werden. Eine Ecke p eines beliebigen positiven Biin- 





Fig. 2. 
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dels werde mit einer Ecke g eines beliebigen negativen Biindels durch 
einen Seitenzug verbunden. Dieser Zug werde so gewahlt, da8 in ihm 
méglichst wenig Vollseiten auftreten. ( Mindestens eine ist vorhanden, sonst 
wiirde der ganze Zug demselben Biindel angehéren.) Dann enthalt der 
Zug auBer je einem Teilzug am Anfang und am Ende keine Ecke (und 
daher auch keine Seite) eines Hauptbiindels. Ware namlich r eine solche, 
so ware pr oder rg ein Zug mit weniger Vollseiten und mit denselben 
Eigenschaften (je nachdem, ob r einem negativen oder positiven Haupt- 
biindel angehért). Ein Nebenbiindel b kann der Zug nur einmal betreten 
und verlassen. Hitte er nimlich mit 6 zwei getrennte Teilziige gemein- 
sam, so wiirde man den dazwischen liegenden Teil, der mehrere Vollseiten 
enthilt, ersetzen durch einen ganz in b verlaufenden Zug, der ja nur Ecken- 
seiten enthilt. 

Das Anfangsbiindel 6, des Zuges werde auf die Ecke p von G, die 
erste Vollseite des Zuges auf die Seite pt, das zweite Biindel 6b, des 


eS 


Fig. 3a. Fig. 3a. Fig. 3c. 














Zuges also auf die Ecke ¢ abgebildet. Fig. 3a stelle den Stern von p dar; 
die rechts gelegene Ecke sei ¢. Die an das Biindel b, anstoBenden Seiten- 
und Volldreiecke werden so geteilt, wie es Fig. 3b angibt; wie mit den 


tf & 


Fig. 4a. Fig. 4b. Fig. 4c. 


Seitendreiecken zu verfahrer ist, zeigt die Teilfigur 4. Dann wird die Ab- 
bildung der behandelten Ze!len durch stetige Deformation so abgeandert, 
wie es Fig. 3¢ zeigt. Die Strecken und Dreiecke aus Fig. 3b erkennt man 
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an ihrer kombinatorischen Stellung wieder. Jetzt ist offenbar aus b, ein 
positives Hauptbiindel geworden. Dagegen ist bei keinem weiteren Biindel 
des Zuges die Abbildung geaindert worden; denn jedes Biindel r, an das 
Zellen anstoBen, deren Abbildung gedndert wurde, wird mit }, durch eine 
einzige Vollseite verbunden, so daB der Zug, wenn er das Biindel r er- 
reichte, in seinem ersten Teil durch einzige Vollseite b,r zu ersetzen, 
also nicht in dem vorher geforderten Sinne der kiirzeste wire. Jetzt hat 
also der b, mit dem SchluBbiindel verbindende, um eine Vollseite kiirzere 
Teil des Zuges die Eigenschaft, ein positives Hauptbiindel mit einem 
negativen zu verbinden. Wiederholung dieses Verfahrens fiihrt schlieBlich 
zu einer Abbildung, bei der an ein Biindel b* sowohl positive wie nega- 
tive Volldreiecke anstoBen. 


Das Biindel 6* sei auf die Ecke p* von G abgebildet. Schreitet 
man von einem an b* anstoBenden positiven bzw. negativen Volldreiecke 
iiber die eine der beiden an ihm liegenden und an b* anstoBenden Ketten 
erster Art fort zu dem nachsten Volldreieck, so wird dies gleichfalls positiv 
bzw. negativ abgebildet auf das an p* anstoBende Nachbardreieck von G 
und stéBt gleichfalls an b* an. Also werden auf jedes an p* anstoBende 
Dreieck gleichviele an b* anstoBende Volldreiecke positiv und gleichviele 
negativ abgebildet; insbesondere also auf jedes von ihnen mindestens eines 
positiv und eines negativ. 


Nunmehr’) werde von jedem an b* anstoBenden Voll- und Seitendreieck 


nach Fig. 5 ein Dreieck oder ein aus zwei Dreiecken bestehendes Viereck 
abgetrennt und die Abbildung so abgeindert, da® alle diese auch auf p* 


Fig. 5a. Fig. 5b. Fig. 5c. 


abgebildet werden, wie es Fig. 5 andeutet. Die zu oberst nahe bei ein- 
ander gelegenen Punkte seien auf p, abgebildet; die beiden schmalen 
Dreiecke seien Seitendreiecke. Dadurch wird zu b* lings jeder Randlinie 
ein Kranz von Dreiecken hinzugefiigt, und 6* wird zweidimensional zu- 
sammenhangend, d. h. man kann irgend zwei Seiten von b* durch eine 
ganz zu b* gehérige Kette von Dreiecken verbinden, in der Nachbar- 
dreiecke je eine Seite gemeinsam haben. AuBerdem ist dadurch erreicht, 
daB an jedem Volldreieck ein Seitendreieck liegt, dessen Eckenseite zu b* 


*) Vgl. Brouwer a, a. O.*%), S. 306. 








616 H. Kneser. 


gehort, und zwar sei dies so geschehen, daB die besagten Seitendreiecke bei 
zwei Vollidreiecken, die auf dasselbe Dreieck von G abgebildet sind, auf die- 
selbe Seite dies letzteren abgebildet sind. Man wihle zwei Seitendreiecke, 
die in dieser Weise an zwei Volidreiecken liegen, die, das eine positiv, das 
andere negativ, auf dasselbe Dreieck 4 von G abgebildet sind. Sind uv 
bzw. u,v, die Eckenseiten der beiden Seitendreiecke, und zwar u und u, 
die an den beiden Volldreiecken gelegenen Ecken, so lassen sich uv und 
u,v, durch eine Kette zu 6* gehériger Dreiecke verbinden. Diese sei zu 
nachst so gewahlt, daB kein Dreieck in ihr zweimal auftritt. Trennt man 








Fig. 6a. Fig. 6b. 


dann nach Fig. 6a und 6b beiderseits einen Streifen von ihr ab, so zeigt 
die Betrachtung der Orientierung, daB von den beiden in Fig. 6b senk- 
recht gezeichneten Seitenziigen der eine u’ mit uj, der andere v’ mit v ver- 
binden mu8. Sonst wiirde sich namlich ergeben, daB die beiden Volldrei- 
ecke mit gleicher Orientierung auf G@ abgebildet werden, wahrend doch 
das eine positiv, das andere negativ ist. 

SchlieBlich*) werden die beiden Volldreiecke und die beiden Seiten- 
dreiecke nach Fig. 7 geteilt, das Dreieck 4 nach Fig. 8 und die Abbildung 


1k u “2 





vif 
v 





Fig. 7. Fig. 8. 


dahin abgedndert, daB die Punkte u’ und uj so wie der sie verbindende, 
in Fig.6b senkrecht gezeichnete Zug in die in Fig.8 mit w bezeichnete 
Lage kommen, w und der im anderen Volldreieck entsprechende Punkt w, 


*) Vgl. fiir den Fall der Kugelfliche Brouwer a. a. 0.*), 8. 308. 
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ebendorthin, v’, vj und der Streckenzug v’v{ in den mit vw’ bezeichneten 
Punkt von Fig. 8. Alle iibrigen Ecken von F werden wie vorher ab- 
gebildet. Die so bestimmte halbnormale Abbildung 1a8t sich auch aus der 
urspriinglichen durch Deformation ableiten. Bei ihr wird das Dreieck uv’ w 
in Fig. 8 zweimal weniger iiberdeckt als vorher. Auch diese Abbildung 
la8t sich in eine normale verwandeln, indem man geeignete Dreiecks- 
teilungen in F vornimmt und dann in den einzelnen Dreiecken von der 
vorliegenden Abbildung zu der dadurch bestimmten normalen iibergeht. 


g 5. 
SechluBfolgerung. Bemerkungen. 


Die Wirkung der angegebenen Reduktionen ist die folgende. Die erste 
verwandelt eine beliebige Abbildung in eine normale; die beiden anderen 
verwandeln eine Normalabbildung wieder in eine solche. Die zweite Reduk- 
tion andert die Triangulation von G@ nicht, erhéht die Mindestzahl der 
OUberdeckungen bei den einzelnen Dreiecken von @ nicht und vermindert 
die Gesamtzahl der Uberdeckungen der Dreiecke. Die dritte ist anwend- 
bar, wenn es die zweite nicht ist, auber wenn der in dem zu beweisenden 
Satz als Ziel hingestellte Sachverhalt besteht; sie vermindert die Mindest- 
zahl der Uberdeckungen der einzelnen Dreiecke von G. Aus diesen Wir- 
kengen folgt, daB die zweite und dritte Reduktion nur endlich oft statt- 
finden kénnen, da8 sich also nach endlich vielen stetigen Deformationen 
der in der Einleitung behauptete Sachverhalt einstellt. Damit ist das Ziel 
der Arbeit erreicht, sogar noch mehr; es ist die Abbildung verwandelt in 
eine solche, bei der alle Punkte von G auBerhalb der Seiten einer ge- 
wissen Triangulation genau |n|-fach tiberdeckt sind. 

Die in § 1 eingefiihrten Hilfsmittel, nimlich die Darstellung der 
Flachen als Fundamentalbereiche euklidischer oder nichteuklidischer Be- 
wegungsgruppen, lassen sich natiirlich nicht ohne weiteres auf die ent- 
sprechende Fragestellung bei mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten iiber- 
tragen; doch sind sie nicht so wesentlich, da8 sich nicht durch Einfiihrung 
geeigneter drtlicher Koordinatensysteme Ersatz schaffen lieBe. Dagegen 
lassen sich die zweite und dritte Reduktion ohne weiteres sinngema8B iiber- 
tragen; nur gestaltet sich die hier gewahlte eingehende kombinatorische 
Darstellung naturgema8 langwieriger. 


(Eingegangen am 2] 11. 1927.) 











Dimension und Zusammenhangsstufe. 
Von 
W. Hurewicz in Amsterdam und K. Menger in Wien. 


1. Der Begriff des héherstufigen Zusammenhanges. 


In friiheren Arbeiten von einem von uns*) wurde die Méglichkeit 
einer Beschreibung der Zusammenhangsverhiltnisse der Riume auseinander- 
gesetzt, welche die iibliche Definition des Zusammenhanges durch Einfiihrung 
des Zusammenhanges verschiedener Stufen erheblich verfeinert. Es wurde 
dort darauf hingewiesen, da8 sowohl die Strecke als auch die Quadrat- 
fliche und der Wiirfelkérper zusammenhingend sind, daB wir aber doch 
geneigt sind, die Quadratfliche fester zusammenhingend als die Strecke 
und minder stark zusammenhangend als den Wiirfel zu nennen, und da 
uns ebenso eine Menge, welche Summe ist von zwei Quadratflachen, die 
bloB einen Eckpunkt miteinander gemein haben, schwdcher zusammen- 
hangend erscheint als eine Quadratfliche. 

Aus diesen Beispielen konnte auch unschwer eine strenge Prazisierung 
unserer snschaulichen Vorstellung des festeren Zusammenhanges hergeleitet 
werden. Zusammenhingend schlechthin nannte man bisher einen Raum, 
welcher nicht Summe ist von zwei fremden nicht-leeren abgeschlossenen 
Teilmengen. Derartige Riume kénnen, wofern es sich um ihren Vergleich 
mit fester zusammenhingenden Raiumen handelt, auch als mindestens ein- 
stufig zusammenhangend bezeichnet werden*), wobei es fiir das Folgende 
zweckmaBig ist, ihre Definition in der folgenden Form auszusprechen: 
Ein Raum heft méindestens einstufig zusammenhdngend, wenn er 


1) Vgl. Menger, ,,Bericht iiber die Dimensionstheorie“, Jahresber. d. deutschen 
Math. Ver. 35, 8. 144f. Siehe ferner die Hinweise in den beiden Abhandlungen Uber 
die Dimension von Punktmengen“, Monatehefte f. Math. u. Phys. 33 (1923), S. 160 
und 34 (1924), S. 156 u. 8. 161, sowie die Note ,Zusammenhangsstufe und Cantorsche 
Mannigfaltigkeiten“, Proc. Ac. Amsterdam 30, 8. 705. 

*) Vgl. Menger, Jahresber. d. deutschen Math. Ver. 35, S. 144. 
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erstens mehr als einen Punkt enthdlt und zweitens nicht Summe ist 
von zwei abgeschlossenen echten Teilmengen mit leerem Durchschnitt. 
Das, was der Anschauung entsprechend als festerer Zusammenhang und 
zwar als ndchste Zusammenhangsstufe, als zweistufiger Zusammenhang 
bezeichnet werden kann, 148t sich nun erkliren als Nichtzerlegbarkeit in 
zwet abgeschlossene echte Teile mit einstufig zusammenhangslosem Durch- 
schnitt, wobei als einstufig zusammenhangslos eine Menge ohne mindestens 
einstufig zusammenhdngenden Teil zu bezeichnen ist. Auf diese Weise 
erscheint eine Strecke als bloB einstufig zusammenhangend; desgleichen 
ist die Summe zweier Quadratflichen, welche nur einen Eckpunkt mit- 
einander gemein haben, bloB einstufig, nicht aber zweistufig zusammen- 
hangend, denn die beiden Quadrate, aus denen diese Menge besteht, sind 
abgeschlossene echte Teilmengen derselben, deren Durchschnitt aus einem 
Punkt besteht, also einstufig zusammenhangslos ist. 

Da8& zur Erklirung des zweistufigen Zusammenhanges Nichtspaltbar- 
keit in abgeschlossene echte Teilmengen mit einstufig zusammenhangslosem 
Durchschnitt verlangt werden muBte, erkennt man daraus, daB in zwei 
abgeschlossene Teilmengen mit einstufig zusammenhangslosem Durchschnitt, 
von denen die eine nicht-echte Teilmenge ist (d.h. mit der ganzen Menge 
iibereinstimmt), jede zusammenhingende Menge in trivialer Weise zerleg- 
bar ist, auch die Quadratfliche, der wir doch eben eine héhere Zusam- 
menhangsstufe zuzuordnen wiinschen. Um beispielsweise das Quadrat ais 
Summe zweier abgeschlossener nicht-echter Teilmengen mit zusammen- 
hangslosem Durchschnitt zu zerlegen, braucht man nur als den einen 
Summanden irgendeine einstufig zusammenhangslose abgeschlossene Teil- 
menge des Quadrates und als anderen Summanden das Quadrat selbst zu 
wihlen. Nur Zerlegungen in echte Teilmengen diirfen also zur Definition 
des héherstufigen Zusammenhanges in Betracht gezogen werden’*). 

Die angefiihrte Definition des zweistufigen Zusammenhanges kann 
rekursiv fortgefiihrt werden: Hin Raum heiBt*) mindestens n-stufig zu- 
sammenhdngend, wenn er nicht Summe ist von zwei abgeschlossenen echten 
Teilmengen mit (n —1)-stufig zusammenhangslosem Durchschniit, wobei 
eine Menge (n—1)-stufig zusammenhangslos heft, wenn sie keinen 
(n — 1)-stufig zusammenhdngenden Teil enthdlt. Setzen wir als Ausgangs- 
punkt der Rekursion, analog zur Dimensionstheorie"), die leere Menge und 


°) DaB das Quadrat nicht Summe ist von zwei abgeschlossenen echten Teilmengen 
mit einstufig enhangslosem Durchschnitt la8t sich in der Tat beweisen, worauf 
wir hier nicht naher eingehen. 

*) Vgl. Menger, Proc. Ac. Amsterdam 30, 8. 305. 

5) Uber die leere Menge als die (—1)-dimensionale vgl. Menger, Monatshefte f. 
Math. u. Phys. 33, 8. 158 ff. und Urysohn, Fund. Math. 7, 8. 66. 
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nur diese als nullstujig zusammenhangslos fest, so ordnet sich die obige 
Definition der mindestens einstufig zusammenhingenden Mengen (der 
mindestens zwei Punkte enthaltenden zusammenhangenden Mengen schlecht- 
hin) in die Rekursion ein, wofern hinsichtlich der letzteren Mengen diese 
rekursive Definition durch die Forderung erginzt wird, daB eine min- 
destens einstufig zusammenhangende Menge mehr als einen Punkt ent- 
halte. Ein mindestens n-stufig zusammenhangender, aber nicht mindestens 
(m + 1)-stufig zusammenhingender Raum kann auch als genau n-stufig zu- 


sammenhdngend oder als n-stufig zusammenhdngend schlechthin bezeichnet 
werden. 


2. Héherstufiger Zusammenhang und Dimension. 


Bei der Aufstellung des Begriffes vom n-stufigen Zusammenhang 
ergab sich sogleich*) die Frage nach den Beziehungen von n-stufigem 
Zusammenhang und n-Dimensionalitat. Ein diesbeziigliches Resultat kann 
durch einen einfachen Induktionsschlu8 bewiesen werden’). Jeder Raum, 
welcher eine mindestens n-stufig zusammenhdngende Teilmenge enthdlt, ist 
mindestens n-dimensional (n>1); oder was gleichbedeutend ist: Hin 
héchstens (n —1)-dimensionaler Raum ist n-stufig zusammenhangslos 
(n=1). Diese Behauptung ist richtig fir »=—1. Denn sei ein null- 
dimensionaler Raum R gegeben. Wir machen die Annahme, F& enthielte 
eine mindestens einstufig zusammenhangende Teilmenge M und leiten aus 
dieser Annahme einen Widerspruch her. Nach Definition des mindestens 
einstufigen Zusammenhanges euthielte M sicher zwei verschiedene Punkte 
p und gq. Da R als nulldimensional vorausgesetzt ist, existieren beliebig 
kleine Umgebungen von p mit leeren Begrenzungen. Insbesondre also 
existiert eine Umgebung U von p mit leerer Begrenzung, so daB g im 
Komplement R —U von U lage. Durch die Formel R = U+(R—U) 
ist R dargestellt als Summe zweier Mengen, die fremd (weil komplemen- 
tir) und die beide abgeschlossen sind (R — U ist als Komplement der 
offenen Menge U abgeschlossen, U ist es als offene Menge mit leerer 
Begrenzung). Die Formel M= M-U + M-(R—U) stellt also eine Zer- 
legung von M in zwei fremde in M abgeschlossene Mengen dar, von denen 
jede eine echte Teilmenge von M ist, denn M-U enthalt nicht den 
Punkt g von M, wahrend M-(R — U) nicht den Punkt p von M enthilt. 
Eine solche Zerlegung widerspricht aber der Voraussetzung, M sei minde- 
stens einstufig zusammenhangend. Damit ist die Behauptung fiir n—1 
bewiesen und wir wollen annehmen, es sei bereits bewiesen, da8 ein 


*) Vgl. Menger, Monatshefte f, Math. u. Phys. 33, 8, 160. 
*) Vgl. Menger, Proc. Ac. Amsterdam 30, 8. 706. 
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héchstens (n — 2)-dimensionaler Raum (n — 1)-stufig zusammenhangslos 
sei Es sei dann ein héchstens (n — 1)-dimensionaler Raum R gegeben 
(n>1). Wir machen die Annahme, R enthalte eine mindestens n-stufig 
zusammenhangende Teilmenge M und leiten aus dieser Annahme ganz wie 
im Falle n =1 einen Widerspruch her. Die Menge M enthalt zwei ver- 
schiedene Punkte p und g. Da R héchstens (nm — 1)-dimensional ist, 
existieren beliebig kleine Umgebungen von p mit héchstens (n — 2)- 
dimensionalen Begrenzungen. Insbesondere existiert also eine Umgebung U 
von p mit héchstens (n — 2)-dimensionaler Begrenzung, welche so klein 
ist, daB der Punkt g im Komplement R — U der abgeschlossencn Hiille 
von U liegt. Die Formel R = U +(R —U) stellt eine Zerlegung von R 
in zwei abgeschlosse Mengen dar, deren Durchschnitt 7 -(R — U), welcher 
ja mit der Begrenzung von U identisch ist, héchstens (m — 2 )-dimensional, 
also nach der als bewiesen angenommenen Behauptung (n — 1)-stufig 
zusammenhangslos ist. Durch die Formel M= M-U + M-(R—U) wird 
demnach M dargestellt als Summe zweier in M abgeschlossener Mengen 
mit (mn — 1)-stufig zusammenhangslosem Durchschnitt, wobei jeder der 
beiden Summanden eine echte Teilmenge von M ist, denn M-U enthilt 
nicht den Punkt g, wahrend M-(R — U) nicht den Punkt p enthalt. Eine 
derartige Zerlegung widerspricht aber der Voraussetzung, M sei n-stufig 
zusammenhaingend. Damit ist die Behauptung allgemein bewiesen. 

Die Umkehrung der Behauptung, der Satz namlich, daB jeder n-stufig 
zusammenhangslose Raum héchstens n-dimensional sei, oder, was gleich- 
bedeutend ist, der Satz, daB jeder n-dimensionale Raum einen n-stufig 
zusammenhangenden Teil enthilt, ist in dieser Allgemeinheit wnrichtig. 
Bekanntlich gibt es ja nach Sierpiriski*) einstufig zusammenhangslose ein- 
dimensionale Mengen, und Mazurkiewicz hat neuerdings®) Mengen jeder 
beliebigen endlichen Dimensionszah] konstruiert, welche keinen einstufig 
zusammenhangenden Teil enthalten und in denen iiberdies sogar je zwei 
Punkte durch die leere Menge trennbar sind. Beschrankt man sich indessen 
auf kompakte und halbkompakte’®) Raume, so gilt bekanntlich™’) der 
Satz: Jeder kompakte oder halbkompakte einstufig zusammenhangslose 
Raum ist nulldimensional, oder, was gleichbedeutend ist, jeder kompakte 
oder halbkompakte mehr als nulldimensionale Raum enthdlt mindestens 
einstujig zusammenhdngende Teilmengen. Es erhob sich daher gleich bei 





*) Vgl. Sierpifiski, Fund. Math. 2, 8. 81. 

*) Vgl. Mazurkiewicz, Fund. Math. 10, 8. 311. 

©) Ein Raum heiBt (vgl. Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 34, S. 144) halb- 
kompakt, wenn er Summe von abzihlibar vielen kompakten Raumen ist. 

1") Vgl. Menger, Monatshefte f. Math. 38, 8. 159; Urysohn, Fund. Math. 7, 8. 75; 
Mazurkiewicz, Fund. Math. 3, 8. 67; Hurewicz, Math. Annalen 96, S. 753. 
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der Aufstellung der Begriffe von Dimension und héherstufigem Zusammen- 
hang die Frage, ob unter den kompakten und halbkompakten Raumen die 
Verallgemeinerung der letzterwihnten Behauptung fiir beliebiges n gilt, 
und es wurde die Vermutung ausgesprochen**), daf tatsichlich jeder kom- 
pakte «-dimensionale Raum einen n-stufig zusammenhdngenden Teil ent- 
halt, da8 also, indem wir diese Behauptung mit der oben bewiesenen 
kombinieren, unter den kompakten Raumen die héchstens n-dimensionaler. 
identisch sind mit den (n +-1)-stufig zusammenhangslosen, und die n-di- 
mensionalen mit jenen, welche einen n-stufig zusammenhingenden, aber 
keinen (n-+ 1)-stufig zusammenhingenden Teil enthalten. Beispielsweise 
ist die zweidimensionale Menge, bestehend aus zwei Quadratflichen, die 
blo8 einen Eckpunkt miteinander gemein haben, zwar bloB einstufig zu- 
sammenhangend, aber sie enthalt zweistufig zusammenhingende Teile. 


3. Der Begriff der Cantorsehen Mannigfaltigkeit. 


Eine Begriffsbildung, welche mit jener des héherstufigen Zusammen- 
hanges eine Analogie aufweist, wurde von Urysohn eingefiihrt**). Urysohn 
bezeichnet als n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit einen kom- 
pakten n-dimensionalen Raum, welcher nach Tilgung jeder hochstens 
(n — 2)-dimensionalen abgeschlossenen Teilmenge zusammenhdngend bleibt. 
Urysohn formulierte sodann das folgende Problem, dessen besondere 
Wichtigkeit und Schwierigkeit er betonte’’): Hnthdlt jeder kompakte 
n-dimensionale Raum eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit ? 

Wir werden im nichsten Abschnitt diese Frage im positiven Sinn 
beantworten. Hier reproduzieren wir zunachst den Beweis von einem von 
uns*®) fiir die Tatsache, daB eine positive Antwort auf die Urysohnsche 
Frage aquivalent ist mit der erwihnten Vermutung von der Identitat der 
héchstens n-dimensionalen und der (n+ 1)-stufig zusammenhangslesen 
kompakten Raume. 

Um diese Aquivalenz einzusehen, bemerken wir vor allem, da8 jeder 
kompakte n-stufig zusammenhdngende n-dimensionale Raum eine n-di- 


12) Vgl. Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 34, S. 156. Infolge eines Ver- 
sehens bei der Drucklegung steht a a. 0., die n-dimensionalen Riume seien identisch 
,mit den (n+ 1)-stufig zusammenhangslosen, n-stufig zusammenhingenden Riumen*. 
Es soll selbstverstandlich heiBen, ,mit den (n+ 1)-stufig zusammenhangslosen Riumen, 
die einen n-stufig zusammenhingenden Teil enthalten*. Denn wie aus den oben zitierten 
Beispielen (aus Menger, Jahresber. d. deutschen Math. Ver. 35, S. 144) hervorgeht, ist 
natiirlich nicht jeder n-dimensionale Raum n-stufig zusammenhingend. 

13) Vgl. Urysohn, Fund. Math. 7, 8.124. — 

14) Vgl. Fund. Math. &, S. 285. 

) Vgl. Menger, Proc. Ac. Amsterdam 30, 8. 707. 
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mensionale Cantorsche Mannigfaltigkett ist. Sei namlich irgendein kom- 
pakter n-dimensionaler Raum R gegeben, welcher keine n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit ist, welcher also eine héchstens (nm — 2)-dimensionale 
abgeschlossene Teilmenge A enthalt, so daB R — A nicht zusammenhingend 
ist, d. h. so, da8 R— A Summe ist von zwei fremden nicht-leeren relativ 
abgeschlossenen Teilmengen R’ und R”. Betrachten wir die Menge R’ +- A. 
Sie ist erstens eine echte Teilmenge von R, denn sie ist ja zu der nicht- 
leeren Teilmenge R” von R fremd. Die Menge R’ + A ist zweitens abge- 
schlossen. Denn A ist nach Voraussetzung abgeschlossen, also ist R — A 
offen. Die Menge R’ ist in R—A_ abgeschlossen, folglich ist * 
R” =(R— A)— R’ in der offenen Menge R—A offen, also ist R” 
offen und mithin ist R’+ A= R—R” abgeschlossen. Eine analoge 
Uberlegung zeigt, daB die Menge R”-+-A eine abgeschlossene echte 
Teilmenge von R ist. Durch die Formel R =(R’ + A) +-(R” + A) 
ist R also dargestellt als Summe zweier abgeschlossener echter Teil- 
mengen, deren Durchschnitt (die Menge A) héchstens (nm — 2)-dimen- 
sional, also, wie wir am Anfang von § 2 zeigten, (n — 1)- stufig zusammen- 
hangslos ist. Demnach ist R héchstens (nm — 1)-stufig zusammenhingend. 

Machen wir jetzt erstens die Annahme I, dab jeder n-dimensionale 
kompakte Raum eine n-stufig zusammenhiangende Teilmenge enthalt, dann 
enthilt auf Grund des soeben Bewiesenen jeder kompakte n-dimensionale 
Raum eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit, so daB also aus 
der Annahme I die Annahme II folgt. 

Machen wir zweitens die Annahme II, daB jeder kompakte n-dimen- 
sionale Raum eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit enthilt. 
Wir wollen aus dieser Annahme herleiten, daB jeder (m--1)-stufig zu- 
sammenhangslose kompakte Raum héchstens n-dimensional ist; mit andern 
Worten, da® jeder kompakte n-dimensionale Raum einen n-stufig zu- 
sammenhangenden Teil enthalt. Es geniigt su diesem Zweck offenbar, aus 
der Annahme II herzuleiten, da8 jede n-dimensionale Cantorsche Mannig- 
faltigkeit n-stufig zusammenhingend ist. Diese Behauptung ist richtig fiir 
n==1. Denn eine eindimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit, d.h. ein 
kompakter Raum, der sich durch die (— 1)-dimensionale (die leere) Menge 
nicht in zwei nichtleere abgeschlossene Teile zerlegen laBt, ist offenbar 
mindestens einstufig zusammenhingend. Wir setzen voraus, es sei auf 
Grund der Annahme IT bereits bewiesen, daB jede (nm — 1)-dimensionale 
Cantorsche Mannigfaltigkeit (m — 1)-stufig zusammenhingend sei. Aus dieser 
Voraussetzung folgt auf Grund der Annahme II: Jeder (n —1)-stufig zu- 
sammenhangslose kompakte Raum ist héchstens (nm — 2)-dimensional. Es 
sei nun ein n-dimeasionaler kompakte: Raum R gegeben, welcher nicht 
n-stufig zusammenhiingend ist, welcher also Summe ist von zwei ab- 
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geschlossenen echten Teilmengen R’ und R”, deren Durchschnitt (n — 1)- 
stufig zusammenhangslos ist. Auf Grund der Annahme II ist, wie soeben 
bemerkt, der Durchschnitt R’-R” héchstens (n — 2)- dimensional; also ist R 
keine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit. Mit andern Worten: aus 
der Annahme II folgt, daB jede n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit 
n-stufig zusammenhingend ist. Falls also jeder kompakte n-dimensionale 
Raum eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit enthalt, dann ent- 
halt jeder kompakte n-dimensionale Raum auch einen n-stufig zusammen- 
hangenden Teil, w. z. b. w. 


Es sind demnach die beiden folgenden Sdtze dquivalent**): 

Jeder kompakte n-dimensionale Raum enthdlt einen n-stufig zu- 
sammenhdnden Teil, und 

Jeder kompakte n-dimensionale Raum enthdlt eine n-dimensionale 
Cantorsche Mannigfaltigkett. 


Da, wie oben bewiesen wurde, die héchstens n-dimensionalen Raume 
(n-+1)-stufig zusammenhangslos sind, so ist mit den beiden angefiihrten 
Satzen auch der folgende aquivalent **): 


Unter den kompakten Raumen sind die héchstens n-dimensionalen 
und die (n+-1)-stufig zusammenhangslosen identisch. 

Nehmen wir nun an, diese drei untereinander dquivalenten Sitze seien 
richtig. Wie wir oben sahen, folgt aus dieser Annahme, daB jede n-di- 
mensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit n-stufig zusammenhingend ist. 
Anderseits wurde oben gezeigt, daB ein n-dimensionaler und n-stufig zu- 
sammenhangender kompakter Raum eine n-dimensionale Cantorsche Mannig- 
faltigkeit ist. Wenn also die drei als aquivalent erwiesenen Satze richtig 
sind, so ergibt sich**): Eine Cantorsche Mannigjaltigkeit ist ein kompakter 
Raum, fiir welchen Dimension und Zusammenhangsstufe gleich sind. Die 
n-dimensionalen Cantorschen Mannigfaltigkeiten sind identisch mit den 
n-dimensionalen, n-stufig zusammenhdngenden kompakten Raumen. 


4. Beweis der Theoreme. 


Wir beweisen nunmehr die drei angefiihrten iquivalenten Theoreme 
und damit auch die eben erwahnte Behauptung iiber die Cantorschen 
Mannigfaltigkeiten, indem wir zeigen, daB jeder kompakte n-dimensionale 
Raum eine n-dimensionale Cantorsche Mannigfaltigkeit enthalt. 

Wir erinnern zunichst an folgendes dimensionstheoretische Theorem: 


16) Loc. cit. 15). 
68) Loc. cit. 1). 
17) Loc. cit °°). 
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Ist R ein héchstens n-dimensionaler kompakter metrischer Raum, so ist 
R fiir jedes « >0 Summe von endlich vielen abgeschlossenen Mengen 
mit Durchmessern <e, die zu je n+ 2 fremd sind), aber nicht 
fiir jedes « Summe von endlich vielen abgeschlossenen Mengen < e, 
welche zu je n-+-1 fremd sind**), Dieser Satz rechtfertigt die folgende 
Begriffsbildung*®’). Ein kompakter Raum RF heiBe n-dimensional vom 
Grade r, wenn r die kleinste reelle Zahl ist von der Art, daB es zu jeder 
reellen Zahl r’ > r eine Zerlegung von R gibt in endlich viele abgeschlossene 
Teilmengen mit Durchmessern <r’, die zu je n+-1 fremd sind™). Es 
ist in dieser Ausdrucksweise ein kompakter Raum dann und nur dann 
n-dimensional, wenn er vom Grade Null (n+ 1)-dimensional, aber von 
einem positiven Grade n-dimensional ist. 

Wir sehen zunichst: Die Higenschaft eines kompakten Raumes, 
n-dimensional von einem Grade >r zu sein, ist eine induzible Higen- 
schaft, d.h.: Ist m eine natiirliche Zahl und r eine reelle Zahl > 0 und 
ist {A,} (& =—1,2,...) eine monoton abnehmende Folge von abgeschlossenen 
Teilmengen eines kompakten Raumes, von denen jede n- -dimensional von 
einem Grade >r ist, dann ist auch der Durchschnitt A = i A, n-dimen- 
sional von einem Grade > r. 

Andernfalls kénnte ja A als Summe von endlich vielen abgeschlossenen 
Mengen A,, A,, ..., A,, dargestellt werden, deren Durchmesser < r und die 
zu je n+ 1 fremd sind. Wir bestimmen m offene Mengen U,, U,,..., U,,, 
so daB U; > A; (¢ =1, 2,..., m) und daB die abgeechlossenen Hiillen U,m 


je n +1 fremd sind**), A ist in der offenen Menge SU, enthalteu und 
i=1 





18) Vgl. Menger, Monatsh. f. Math. u.Phys. 34, 8.153; Urysohn, Fund. Math.8, 8.292. 

1%) Vgl. Urysohn, Fund. Math. 8, S. 294. 

2°) Unter dem Namen coefficient d’applatissement wurde dieselbe von Urysohn, 
Fund. Math. 8, S. 353, eingefiihrt. 

*t) Die leere Menge wird als Summand zugelassen, so daB die Zahl r sicher nicht 
gréBer als der Durchmesser des Raumes R ist. 

*) Zur Herstellung dieser Mengen U, kann man folgendermafSen verfahren: 
Man bilde aus den m gegebenen Mengen 4A, alle méglichen Durehschnitte — dies 
seien etwa die Mengen P,, P,,...,P, (r=2"—1) —. Man betrachte sodann die 
Menge A, und bezeichne mit S, die Summe aller derjenigen Durchschnitte P,, die zu 
A, fremd sind. Auf Grund der Normalitét des Raumes laBt sich eine offene Menge U, 
angeben mit den Eigenschaften A, C U,; U,-S,=0. Man ersetze jetzt in dem System 
{ A,} die Menge A, durch U, und verfahre mit der Menge A, in bezug auf dieses 
neue System genau in derselben Weise, wie soeben mit der Menge A, in bezug auf 
das urspriingliche System. So setze man das Verfahren fort; nach m Schritten ist 
man zu Ende und hat ein System offener Mengen U,, U,,..., Um, 80 da irgend- 
welche r(r<m) Mengen U, dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt haben, 
wenn dies fiir die entsprechenden A, der Fall ist, woraus sich sofort ergibt, daB die U, 
den oben formulierten Bedingungen geniigen. 

Mathematische Annalen. 100. 40 
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infolgedessen ist fiir hinreichend groBe Werte von k*) A, Cc 5’U, und 


i=1 
somit A, = >4,-0,. In dieser Summe ist jeder Summand abgeschlossen 
i=1 


und hat einen Durchmesser <r; je n-+1 Summanden sind fremd. Also 
ist A, n-dimensional von einem Grad <r im Widerspruch zur Voraus- 
setzung. Damit ist die Behauptung bewiesen ***). 

Sind A und B zwei Mengen, deren jede n-dimensional von einem 
Grad <r ist, so ist ihre Summe A-+ B nicht notwendig n-dimensional 
von einem Grad < r, auch dann nicht, wenn beide Summanden abgeschlossen 
sind. Sei beispielsweise A die Summe der abgeschlossenen linearen Inter- 
valle [0,3] und [3, 2] und sei B die Summe der abgeschlossenen linearen 
Intervalle [3,4] und [?,1]. Jede der beiden Mengen A und B ist ein- 
dimensional vom Grade }; ihre Samme, das abgeschlossene Intervall [0, 1], 
ist eindimensional vom Grade 1. 

Es gilt jedoch, wie einer von uns im Anhang zu diesem Aufsatz be- 
weist, der folgende 


Additionssatz. Sind A und A’ zwei abgeschlossene Mengen eines 
kompakten Raumes, deren jede n-dimensional von einem Grad <r und 
deren Durchschnitt hochstens (n — 2)-dimensional ist, dann ist auch die 
Summe A-+ A’ n-dimensional von einem Grade <r. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Additionssatz lautet: Ist der 
n-dimensionale kompakte Raum R keine Cantorsche Mannigfaltigkeit, 
dann enthdlt er eine echte abgeschlossene Teilmenge, welche von demselben 
Grade n-dimensional ist, wie der Gesamtraum R. In der Tat, wenn R 
keine Cantorsche Mannigfaltigkeit ist, so gilt ja R— A+B, wo Aund B 
abgeschlossene echte Teilmengen von R mit héchstens (nm — 2)-dimen- 
sionalem Durchschnitt sind. 


Sei nun ein kompakter n-dimensionaler Raum R gegeben. Er ist 
von einem positiven Grade n-dimensional, etwa vom Grade r>0. Wie 
oben bewiesen wurde, ist die Eigenschaft eines Raumes, n-dimensional von 
einem Grade >r zu sein, induzibel; also enthalt R nach dem Brouwer- 
schen Reduktionstheorem eine abgeschlossene Teilmenge A, welche hin- 
sichtlich der erwahnten Eigenschaft irreduzibel ist, d. h. eine abgeschlossene 
Teilmenge A, welche n-dimensional vom Grade r ist, aber keine echte 


m 
8) Der Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen B, = A, = (R —-3z 0) (é=1,2....) 
\ k=1 


(unter R den Raum verstanden) ist nimlich leer, woraus nach dem Cantorschen 
Durchschnittssatze folgt, daB fiir hinreichend groBe Werte von k B,=0 gilt, wofiir 
auch geschrieben werden kann A; C U,. 

*88) Vgl. zu diesem Beweis die sub ') zitierte Stelle bei Urysohn. 
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abgeschlossene Teilmenge enthalt, die n-dimensional vom Grade r ist. 
Nach der erwahnten Folgerung aus dem Additionssatz ist A eine n-dimen- 
sionale Cantorsche Mannigfaltigkeit. Damit ist die Behauptung bewiesen: 
Jeder kompakte n-dimensionale Raum enthalt eine n-dimensionale Cantorsche 
Mannigfaltigkeit. 


(Eingegangen am 30.7. 1927.) 


Anhang. 
Ein Additionssatz*). 
Von Witold Hurewicz. 


Ehe wir an den eigentlichen Beweis des oben angefiihrten Additions- 
satzes herangehen, wollen wir einige vorbereitende Sitze beweisen, die 
auch an sich ein gewisses Interesse zu bieten scheinen. 


Satz 1***). Voraussetzung: Es sei in einem separablen Raum R eine 
n-dimensionale Menge M gegeben und ferner m offene Mengen U,,U,,...,U,, 


(die Zahl m ist dabei willkiirlich), so dag Mc SU, ist. 
k=1 


Behauptung: Es gibt m offene Mengen V,, V,,.-., V,,, 80 dap 

(1) V.c U, (€=1, 2, ..., me), 

(2) Mc SYV,, 

i=1 

(3) je n+ 2 von den Mengen V, einen leeren Durchschnitt haben. 

Betrachten wir zuniachst den Fall n=0. Zu jedem Punkt von M 
existiert dann innerhalb einer der Mengen U, eine Umgebung mit zu M 
fremder Begrenzung. Mit Riicksicht auf die Separabilitét des Raumes 
ist M in der Summe von abzahlbar vielen solchen Umgebungen, etwa von 


W,, W,,..., W,,... enthalten. Wir setzen nun 
W, = W,, 
— 
W,; = W. — Wi- 5 Wi; (B=—1,2,...). 
i=1 


*) Dieser Satz wurde von mir aufgestellt bei meinen Untersuchungen iiber 
stetige Abbildungen von Punktmengen; vgl. Proc. Ac. Amsterdam 30 (1926), S. 164, 
wo zwar nicht der Additionssatz selbst, jedoch eine unmittelbare Folgerung aus ihm 
formuliert wurde. 

*48) Dieser Satz findet sich (samt Beweis) in meiner Arbeit in Proc. Ac. Amster- 
dam 30, 8. 426. 


40* 
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Die Mengen W; sind offen, paarweise fremd und ihre Summe enthalt M. 
Ferner ist jedes W, in einer der m Mengen U, enthalten. Verstehen wir 
nun unter V; (¢ =1,2,...,m) die Summe aller derjenigen W;, die in V,, 
aber in keiner der Mengen V,,...,V;_, enthalten sind, dann geniigen 
diese m Mengen V, den Forderungen des Satzes. 
Sei nun n > 0 *°) und sei die im Satz 1 gegebene Menge M n-dimensional. 

Wir zerspalten M in n+ 1 nulldimensionale Mengen M,, M,, ..., M,,, ,*°). 
Nach dem fiir n = 0 bewiesenen Satze kénnen wir n-+-1 Systeme von je 
m offenen Mengen angeben 

a Se Oe 

Vic Waocece Vane 


et a ed 
so daB jede Menge der ¢-ten Kolonne in U;, liegt, da8 M, in der Summe 
der m Mengen der i-ten Zeile enthalten ist und daB je zwei Mengen der- 
selben Zeile fremd sind. Es sind dann je n+2 unter den m-(n-+-1) 
Mengen V; fremd, da unter ihnen mindestens zwei Mengen aus einer und 
derselben Zeile vorkommen. Ist V; Summe der n-+-1 Mengen der ¢-ten 
Kolonne, so haben offenbar auch je n-+-2 Mengen V, einen leeren Durch- 
schnitt und befriedigen daher die Forderungen des Satzes 1. 
Eine fiir das folgende bequemere Formulierung von Satz 1 ist 


Satz 1’. Voraussetzung: Es sei in einem separablen Raum R eine 
abgeschlossene n-dimensionale Menge M und ein System von m offenen 
Mengen U,, U,,..., U,, gegeben, so daB R= SU,. 

i=1 

Behauptung: Es gibt ein System von m offenen Mengen W, , W,,.... W,,, 
welches den folgenden Bedingungen geniigt: 

(1) W,E0U, %*) (¢=1, 2,..., m), 

(2’) R= s W,, 

i=1 

(3") jeder Punkt von M gehért héchstens n+1 unter den abge- 

schlossenen Mengen W, an. 


Zunachst definieren wir in bezug auf die Menge M und die m (offenen) 
Mengen U; ein System von offenen Mengen V;,, so daB die Forderungen 


%) Diesen Teil des Seweises verdanke ich in der hier angegebenen Form im 
wesentlichen einer miindlichen Mitteilung des Herrn Vietoris. 

%*) Vgl. Hurewicz, Normalbereiche und Di ionstheorie, Math. Annalen 96, 
8. 761; Tumarkin, Zur allgemeinen Dimensionstheorie, Proc. Ac. Amsterdam 28, 8S. 996. 

8) Wir schreiben mit Menger WCU fir WCU. 
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von Satz 1 erfiillt sind. Sodann setzen wir Vij = V;+U;-(R—M). Es ist 


dann R = y Vi. Die Mengen W, bestimmen wir nun so*’), daB 
i= 


1. W,.CV, (¢=1,2,..., m), 
2. R= SW,. 
i=1 
Dann geniigen die Mengen W, den Forderungen von Satz 1’. 

Die Satze 1 und 1’ enthalten den bekannten dimensionstheoretischen 
Zerlegungssatz von Menger und Urysohn, demzufolge ein kompakter n -dimen- 
sionaler Raum fiir jedes e > 0 Summe von endlich vielen abgeschlossenen 
Mengen, deren Durchmesser <« und die zu je n+ 2 fremd sind. 


Satz 2. Voraussetzungen. Sei R ein separabler Raum, © ein 
System bestehend aus endlich vielen abgeschlossenen Mengen. * seten 


ferner m offene Mengen U,, U,,..., U,, gegeben, so dap R= SD, ist. 


=1 
Behauptung. Es gibt m abgeschlossene Mengen A,, A,,..., wn mit 
folgenden Eigenschajten: 


1 4,CU, (k&=1,2,...,m). 
2. R= SA,. 
3. Beceichnet IT, den Durchschnitt aus irgend r Mengen A, und S 
eine beliebige Menge des Systems ©, dann gilt 
dim S- IT, < dim 8 — (r —1), 


wobei unter Mengen mit einer negativen Dimension stets die leere Menge 
zu verstehen ist**). 


*7) Es gilt nimlich allgemein: Ist der metrische Raum R als Summe von endlich 
vielen offenen Mengen dargestellt: R= Z4, so gibt es eine Summendarstellung: 
= 3 U*, wo U;* wieder offene Mengen “pind mit der Eigenschaft: U; CU,. In der 
<A abgeschlossene Menge R — z U; ist in der offenen Menge U, enthalten; folg- 
lich gibt es mit Riicksicht auf Normalitat von metrischen Riumen eine offene Menge U; 4 
so dab R- z U, C U;s* so wie € U,. Fiir den ersten Teil dieser Ungleichung kann man 
auch inti R= O+E U,. Wenn wir jetzt das System der offenen Mengen 


a. * es panic auf die Menge U, dasselbe Verfahren anzuweuden, wie 
soeben auf die Menge U, usw., so gelangen wir schlieBlich zu einem System der 
Mengen U;* mit den verlangten Eigenschaften. 

8) Fiir den Spezialfall, daB das System © nur aus ein- und nulldimensionalen 
Mengen besteht, wurde der Satz hinsichtlich kompakter Riume auch von Menger 
implizite verwendet. Vgl. Proc. Ac. Amst. 29 (1920), 8. 481. 
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Wir verwenden im folgenden iibrigens blo8 zwei Spezialfille dieses 
Satzes: Erstens den Fall, daB das System genau eine Menge enthilt. In 
diesem Fall ist hinsichtlich kompakter Raume die Aussage des Satzes aqui- 
valent mit dem Mengerschen Zerlegungstheorem, wonach ein kompakter 
n-dimensionaler Raum als Summe von beliebig kleinen abgeschlossenen 
Teilen dargestellt werden kann, von denen je m (m<n-+2) einen 
(mn — m-+1)-dimensionalen Durchschnitt haben **). Zweitens die Behaup- 
tung, daB es unter den Voraussetzungen von Satz 2 ein System abge- 
schlossener Mengen gibt, so daB alle Durchschnitte von der Form S-J/,, 
wo r> dims + 2, leer sind. 

Ferner werden wir im folgenden den Satz 2 lediglich fiir kompakte 
Raiume anwenden, doch beweisen wir den Satz fiir beliebige separable 
Raume. Die zum Beweise verwendete Methode macht iibrigens diese Ver- 
allgemeinerung der Behauptung, wie wir sehén werden, notwendig. 

Es sei n die gréBte unter den Dimensionen der Mengen des Systems ©. 
Wir kénnen annehmen, da8 nur eine Menge des Systems © die Dimension n 
besitzt, denn giibe es mehrere solcher Mengen, dann tilgen wir sie aus 
dem System G und nehmen statt dessen ihre (ebenfalls -dimensionale) 
Summe in das System auf. Wenn die Behauptung in bezug auf dieses 
neue System gilt, dann gilt sie erst recht in bezug auf das urspriingliche. 

Sei M die einzige n-dimensionale Menge des Systems ©. Wenn 

= ist, dann besteht das System © nur aus der Menge M und die 
Bebauptung des Satzes reduziert sich auf den Spezialfall des Satzes 1’ 
fiir n=0. 

Nehmen wir an, die Behauptung sei bewiesen fiir n—1. Wir be- 
weisen sie jetzt fiir n. Wir bestimmen nach Satz 1’ ein System offener 
Mengen V,, V,,..., V,, gemaB den folgenden Bedingungen: 

a) V.¢U, (¢=—1,2,...,m). 

b’) 2 -3 V,. 

= 

ce’) Jeder Punkt von M gehért héchstens n + 1 von den Mengen V, an. 

Wir zerlegen nun die Menge M in einen (n — 1)-dimensionalen Teil M’ 
und einen nulldimensionalen Teil M”.**) Es sind dabei die folgenden An- 
nahmen gestattet: 


«) M” ist zu den von M verschiedenen Mengen des Systems S fremd. 
Denn sei C die Summe aller von M verschiedenen Mengen aus ©. Ware 


2) Vgl. Menger, Jahresbericht d. Deutsch. Math. Ver. 36, S. 10 des Anhanges. 

292) Jede n-dimensionale separable Menge ist Summe einer (n —1)-dimensionalen 
und einer 0-dimensionalen Menge. Vgl. meine sub *) zitierte Abhandlung, 8. 754, 
Theorem I. 
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M” wm C nicht fremd, dann wiirden wir die Zerlegung M= M’ + M” 
durch die folgende ersetzen: 
M=(M'+ M-C)+(M" — M"-C). 
Auch hier ist der erste Summand (n — 1)-dimensional, als Summe 
von der (n —1)-dimensionalen Menge M’ und der abgeschlossenen héch- 


stens (n —1)-dimensionalen Menge M-C.*°) Der zweite Summand ist 
nulldimensional und zu C fremd. 


B) M” enthdli keinen offenen Teil. Denn wire der offene Kern K 
von M” nicht leer, so wiirden wir die Zerlegung M = M’ + M” ersetzen 
durch die folgende . i 

M=(M+K)+(M —&). 
Auch hier ist der erste Summand als Summe der (nm — 1)-dimensionalen 
Menge M’ und der offenen nulidimensionalen Menge K hichstens (n — 1)- 
dimensional *°), wihrend der zweite Summand keinen offenen Teil enthilt. 

Wir machen also die beiden Annahmen «) und f) und setzen R’=R—M”. 
Wir betrachten sodann das System G6’, das aus © entsteht, wenn die 
Menge M durch die Menge M’ ersetzt wird. Alle Mengen des Systems G’ 
sind in R’ abgeschlossen und héchstens (n — 1)-dimensional. Wir kénnen 
also unseren fiir » —1 als bewiesen angenommenen Satz anwenden und ein 
System von m in R’ abgeschlossene Mengen A;, A3,..., Am bilden, so daB 

1. A{CV;, (¢=—1,2,..., m). 

2’. R’ nee! By Aj. 

=0 

3’. Bezeichnet JJ; den Durchschnitt von irgend r Mengen Aj und S 

eine beliebige Menge des Systems ©’, dann ist 
dim §’- II; < dim 8’ — (r — 1). 

Setzen wir nun A;= A; (i =1, 2,..., m), dann geniigen, wie wir run 
zeigen wollen, die m abgesshlossenen Mengen A; den Forderungen des 
Satzes hinsichtlich des Systems ©. 

1. Es war Aj c V,CU,, folglich ist A; = Aj < U;. 

2. Da M” nach Voraussetzung § keinen offenen Teil enthalt, ist 





R'=R—M" in R dicht. Folglich ist 3 4,= 3 A= B= R. 

3. Fiir jedes ¢ ist A, Summe von Al und inet Teilmenge von M”. 
Folglich kann jeder Durchschnitt J7, in der Form dargestellt werden 
(*) I= +N, 
wo IJ; einen Durchschnitt von r Mengen Aj und WN eine Teilmenge 
von M” bedeutet. Ist also S eine von M verschiedene Menge des 


3°) Vgl. Hurewicz, Math. Annalen 96, S. 761, Satz 37. 
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Systems ©, dann gilt mit Riicksicht auf Voraussetzung <) 
S-II, = 8-Il;+ N-S =S8S-If. 
Folglich ist nach Voraussetzung 3° 
dim S-I7, = dim S- II; < dim S — (r — 1), 
wie der Satz es fordert. 

Wir haben also nur noch Durchschnitte der Form J7,- M zu betrachten. 
Wir unterscheiden zwei Fille: 

a) r>n-+ 2. In diesem Fall ist JJ, nach Voraussetzung 1’ im Durch- 
schnitt von n-+ 2 Mengen V, enthalten. Folglich ist mit Riicksicht auf 
die Annahme c’) der Durchschnitt Il; M leer, d. h. héchstens (n—r-+1)- 
dimensional im Einklang mit der Bedingung 3 des zu beweisenden Satzes. 

b) r<m+2. Nach der Formel (*) haben wir (unter Beriicksich- 
tigung von Nc M”) 

(t) HT, M = (II; + N)-(M’ + M") = I; M’ + P, 

wo P eine Teilmenge von M” und daher nulldimensional ist. Nach An- 
nahme 3’ ist die Menge JJ; M’ héchstens (n — 1) —(r —1) =(n —1)-di- 
mensional, also ist I7,- M als Summe einer héckstens (mn — r)-dimensionalen 
und einer nulldimensionalen Menge héchstens (n — r + 1)-dimensional, — 
wiederum im Einklang mit den Forderungen des Satzes. 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Additionssatz. Sind A und A’ zwei abgeschlossene Mengen, deren 
jede von einem Grade <r n-dimensional und deren Durchschnitt héch- 
stens (n — 2)-dimensional ist, dann ist auch A+ <A’ von einem Grade 
<r n-dimensional. 

Nach Voraussetzung und nach FuBnote **) kann A mit endlich vielen 
in A offenen Mengen U,, U,,..., U,, und A’ mit endlich vielen in A’ offenen 
Mengen U};, U:,..., Uy, tiberdeckt werden, so daB die Durchmesser der 
m-+m’ Mengen U, und U/ <r sind und da8 je n+ 1 von den Mengen 
U, und je n+ 1 von den Mengen U; fremd sind. Wir wenden nun Satz 2 
an, wobei wir als Raum die Menge A und als System © das aus der 
einzigen Menge A-A’ bestehende System wihlen. Wir bestimmen nach 
Satz 2 (der, wie oben bemerkt, sich in diesem Falle im wesentlichen auf 
den Mengerschen Zerlegungssatz reduziert) die abgeschlossenen Mengen 
F,, F,,..., F,, 30, daB gilt: 


1 F,.CU, (i=1,2,...,m). 


2 A= SP. 
i=1 
3. Ist IJ, Durchschnitt von irgend r Mengen F,, so gilt: 
(*) dim A’. I7, = dim A- A’ IT, < dim A- A’ — (r — 1) 


< (n —2)—(r—1)=n-—r-—-1. 
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Wir betrachten nun das System aller Mengen A’-JI,, wo II, alle 
Durchschnitte von irgend r Mengen F, durchlauft. Dieses System nennen 
wir © und wenden Satz 2 auf die Menge A’ als Raum, auf die offenen 
Mengen U;,U;,..., Um und das System © an. Wir kénnen dann m’ 


abgeschlossene Mengen F;, F;,..., F, bestimmen, so da8 gilt: 
1. F'CU; (¢=1,2,..., m’). 
2. A= SF. 
i=1 


3’. Ist JZ, Darchschnitt von irgend r Mengen A; und M eine be- 
liebige Menge des Systems ©, so gilt 
dim M. II; < dim M—(r—1). 


Es ist dann 
, * m’ ’ 
A+ = SF 4+ SF, 
i=1 i=1 


und die Durchmesser der m-+ m’ abgeschlossenen Mengen F, und F;’ sind 
durchwegs <r. Unsere Behauptung ist also bewiesen, wenn wir zeigen, daB 
je n+ 1 von den m + m’ Mengen F, und F; einen leeren Durchschnitt haben. 
Dies ist mit Riicksicht auf die Wahl der F, bzw. F/ als Teilmengen 
der U; bzw. Uj sicher der Fall fiir je n+ 1 Mengen, die entweder durch- 
wegs Mengen F, oder durchwegs Mengen F/ sind. 
Wir haben noch nachzuweisen, daB alle Mengen 


IT,-II;, wo 121,821, r+s=n-+1 gilt, 
leer sind. Es ist JJ,-I/,,=II,-A’-II{. Da die Mengen JI,-A” zum 
System © gehéren, so ist mit Riicksicht auf die Wahl der Mengen J; 
dim JT, - 17! < dim IT,- A’ — (s — 1). 
Kombinieren wir diese Ungleichung mit der Ungleichung (*), so erhalten wir 
dim JT,+I1’ < (nm — r —1)—(8— 1)=n—(r+s8)= —1, 
d. h. I1,-I1; ist leer. 
Damit ist der Additionssatz bewiesen **). 


31) (Zusatz bei der Korrektur): Es gilt, wie der angefiihrte Beweis zeigt, 
noch der folgende allgemeinere Additionssatz, dessen Inhalt im Falle kompakter 
Raume allerdings nicht iiber den des im Text angegebenen Satzes hinausgeht: 

Es seien in einem separablen Raum zwei abgeschlossene Mengen A und A’ mit 
(n — 2)-dimensionalem Durchschnitt gegeben; es liege ferner ein endliches System 
offener Mengen U,, U,, ..., Um vor, und es sei jede der Mengen A und A’ als Summe 
von endlich vielen abgeschlossenen Mengen darstellbar, die zu je n+ 1 fremd sind 
und deren jede in einer der Mengen U; enthalten ist. Behauptet wird, daB eine analoge 
Summendarstellung auch fiir die Menge A+ A’ gilt. 


(Eingegangen am 15. 10. 1927.) 








Fundamentalsatz vun den Stiitzen eines Eigebietes. 


Von 


Hermann Brunn in Miinchen. 


DaB durch jeden Begrenzungspunkt eines Eigebietes mindestens ein 
Stiitzhauptlinear') des Raumes geht, in dem das Eigebiet liegt, ist zuerst 
von Minkowski bewiesen worden*). Ich habe dann einen kiirzeren und 
anschaulichen Beweis zu geben versucht*). Und schlieBlich hat Carathéodory, 
eine Bemerkung Minkowskis verwertend, einen durch Kiirze und Allge- 
meinheit sich auszeichnenden analytisch formulierten Beweis erbracht*‘). 

Bei der grundlegenden Natur des Satzes ist es vielleicht nicht ohne 
Interesse, noch einen anderen Beweis kennen zu lernen, der sich bestrebt, 
so elementar und von Grenzbetrachtungen so unabhingig wie méglich 
zu sein. 

Zunichst darf ich noch einmal auf den Beweis im Archiv der Mathe- 
matik zuriickkommen, um zu zeigen, daB er von der dort verwendeten, 
fiir den Prazisionsmathematiker nicht ganz einwandfreien Hilfsvorstellung 
der Bewegung (eines unbelegten Strahls in eine gewisse Grenzlage) leicht 
fret gemacht werden kann. 

Wenn r ein Rand-, ¢ ein innerer Punkt des Ovals € ist, zerfallt die 
Gerade ri = V durch r in einen ,belegten“ Halbstrahl V’ (durch ¢) und 
einen ,unbelegten“ (der auBer r keinen €-Punkt enthalt) V”. Der zu V 
senkrechte Strahl durch r sei als eine erste Halbiergerade (hier von ge- 
streckten Winkeln V’ V”) mit H, bezeichnet. Sind seine Halbstrahlen H,, H;’ 


1) Hauptlinear eines Raumes heiBe das durch eine lineare Gleichung zwischen 
den » Koordinaten aus ihm herausgehobene (n—1)fach ausgedehnte Gebilde. Es, wie 
oft geschieht, allgemein als Ebene“ seines Raumes zu bezeichnen, will mir ebenso- 
wenig behagen, als man die durch zwei lineare Gleichungen bestimmten (n — 2) fach 
ausgedehnten Gebilde allgemein als ,Gerade“ ihres Raumes oder die Gerade als Ebene 
des zweifach ausgedehnten Raumes wird bezeichnen wollen. 

®) Geom. d. Zahlen; der Beweis ist auf den Seiten 13 bis 35 verstreut. 

8) Arch, d. Math. u. Phys. (3) 17 (1910), S. 289 bis 292. 

*) Rend. d. Cire. Mat. di Palermo 32 (1911) im Aufsatz ,Uber den Variabilitats- 
bereich der Fourierschen Konstanten usw.“ 
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beide belegt oder beide unbelegt, so erweist sich leicht schon H, als die 
gewiinschte Stiitze. Ist nur einer belegt, so schlieBt er mit der belegten 
Hialfte von V einen von lauter belegten Halbstrahlen ausgefiillten oder 
»Vollig belegten“, der andre mit der unbelegten Hilfte von V einen véllig 
unbelegten rechten Winkel ein. Die beiden von Halbstrahlen verschiede- 
nen Belegungscharakters eingeschlossenen rechten (Scheitel-)Winkel dagegen 
bleiben vorderhand noch zweifelhaften Charakters. Wir halbieren sie durch 
den Strahl H, und wiederholen unsere Schliisse. H, erweist sich bereits 
als die gewiinschte Stiitze, wenn H, und Hy’ gleichen Belegungscharakter 
zeigen; ist das nicht der Fall, so ist wieder leicht zu sehen, daB der durch 
die belegten (unbelegten) Hilften von H,, H, eingeschlossene Winkel ; 
vollig belegt (unbelegt) ist und sich mit dem belegten (unbelegten) rechten 
Winkel von vorhin zu einem belegten (unbelegten) Winkel von der GréBe 
s+ 5 = in zusammenschlieBt, waihrend zwei Scheitelwinkel von der 


GréBe 7 zunachst noch unbestimmten Charakters bleiben. So faihrt man 


fort; nach n Halbierungen sind der als vdéllig belegt nachgewiesene Winkel 
und sein unbelegter Scheitelwinkel auf 





a a . 
= "see _> Ms 4 
ato: + 3 2" 


angewachsen, die sie trennenden unbestimmten Scheitelwinkel auf”, herab- 


gesunken, und wenn nicht schon nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
in H,, so findet sich nach einer unendlichen in dem Strahl H,, dem die 
H,, als ihrer Grenze sich annahern, offenbar die gewiinschte Stiitze. 

Bei der Verallgemeinerung des Satzes auf drei Dimensionen lassen 
sich mit dem Begriff der Belegung alle Belegungsschliisse von den Halb- 
strahlen, die vom Randpunkt r ausgehen, iibertragen auf die Halbebenen, 
die von einer streifenden Geraden r, ausgehen (vgl. den gedruckten Be- 
weis im Archiv) usw. 

Im folgenden sei die Oberfliche — d.h. die Gesamtheit der Be- 
grenzungspunkte — eines mit groBem deutschen Buchstaben bezeichneten 
KG6rpers immer mit dem entsprechenden grofSen lateinischen Buchstaben 
bezeichnet. Nun sei zur Darstellung des versprochenen neuen Beweises 
geschritten. Er wird hier fiir dreidimensionale Eikérper durchgefiihrt; seine 
Verallgemeinerung erhellt von selbst. 

Der Beweis stiitzt sich, wenn wir es in gewodhnlicher Terminologie 
ausdriicken, auf die auBeren Parallelflichen zur Oberfliche des gegebenen 
Eikérpers ©. Wir wollen indessen, da man immer praktischer von den 
Eikérpern als von ihren Oberflichen ausgeht, zunichst nicht von den Par- 
allelflachen, sondern von den von ihnen eingeschlossenen Kérpern sprechen. 
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Wir wollen sie, da die Bezeichnung ,,Parallelkérper“ etwas Unlogisches 
haben wiirde, als Erweiterungskérper, genauer Kugelerweiterungskérper, Er- 
weiterung des gegebenen Kérpers durch Kugeln bezeichnen und dadurch 
auf ihre von uns bevorzugte Definition hinweisen. 

Ein Erweiterungskérper %, des Eikérpers € in unserem Sinne wird 
gebildet durch die Menge der Punkte, welche in allen Vollkugeln &, mit 
festem Radius o enthalten sind, deren Mittelpunkte Punkte von € sind. 
% erweist sich unschwer ebenfalls als Eikérper. 

Es ist klar, daS ein Punkt von 8, mindestens zu einer Erweiterungs- 
kugel &, von € gehért, ist es ein Begrenzungspunkt r von $,, so muB 
er natiirlich auf K, liegen, weil er als innerer Punkt von §, auch ein 
innerer von 8, sein wiirde. Und r kann, in starkem Gegensatz zu einem 
t von §, nur zu einem einzigen &, — nennen wir es &; — gehéren; 
denn wenn r zweien Kugeln & » und &; angehérte, wiirde der Verbindungs- 
streckenkérper zwischen beiden Kugeln, ganz zu $, gehérig, r in seinem 
Innern enthalten. Diese Begriindung erhirtet zugleich, daB §) iiberhaupt 
die einzige Kugel vom Radius o ist, die r enthalt und ganz zu § ge- 
hért. Dies bedeutet insofern etwas mehr wie das, was eben vorher be- 
hauptet wurde, als fiir die & ja €-Punkte als Mittelpunkte vorausgesetzt 
werden und es durch das bisher Gesagte noch nicht sichergestellt wurde, 
ob in §, nicht auch Kugeln vom Radius @ liegen, deren Mittelpunkte 
nicht zu © gehéren. Fiir andere als Eikérper ist das ja in der Tat még- 
lich, z. B. beim Erweiterungskérper einer Hohlkugel, deren Innenraum einen 
Radius o < o hat. 

Fiirs folgende mag gemerkt werden. da8 die Punkte von §, eindeutig 
auf die Mittelpunkte m ihrer &, abgebildet sind; umgekehrt gilt das nicht, 
wie an dem Eckpunkt eines konvexen Polyeders sofort zu sehen ist. 

Nun erkennt man leicht, da unser Stiitzensatz fiir jedes $, giiltig 
ist. Eine Stiitze durch r an Z, miiBte natiirlich auch Stiitze, somit 
Tangentialebene 7' von %; in r sein. Auf der kugelfreien Seite von 7 kann 
nun in der Tat kein $,-Punkt p liegen, denn der dann ganz zu $8, ge- 
hérige Verbindungsstreckenkérper zwischen p und St) wiirde r in seinem 
Innern enthalten. 7’ ist also Stiitze von $8, durch vr, und die Ebene 
T’ || T durch den Mittelpunkt m von §% erweist sich hiernach als Stiitze 
von € durch m, m als Punkt von HZ. Lage nimlich ein €-Punkt qg auf 
der T-Seite von 7’, so wiirde das §, mit Zentrum q auf die Seite von 
T hiniiberreichen, die wir eben als frei von ©-Punkten erwiesen haben. 

Hiermit scheint nun der Beweis schon fertig, da man geneigt ist, die 
Menge der m mit der Menge der Punkte e auf EZ zu identifizieren. Aber 
wir miissen vorderhand noch als méglich annehmen, daB ein e kein m ist 
und daS &}, worunter hier das §, mit Mittelpunkt e zu verstehen ist, die 
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Fliche %, nicht erreicht, vielmehr ganz im Innern. von , liegt, wie das 
bei den Ausweitungskérpern nicht konvex begrenzter Kérper in der Tat 
vorkommt. 

Dann wiirde es eine Kugel &%- geben mit einem Radius 9’ >, die 
volistindig zu 8, gehdren wiirde. Wir kénnten uns e als Schwerpunkt 
eines, sagen wir reguliren Tetraeders mit den Ecken a,(4 = 1, 2, 3, 4) 
denken und &% in Richtung ea, verschieben, bis Kj zum ersten Mal einen 
Punkt von P, enthalt; er heiBe b,, die neue Lage der Kugel §, und ihr 
Mittelpunkt e,. Ersichtlich ist dann @é, > 0’ — gy, das Tetraeder e, e, ¢, €, 
ein kérperliches und e ein Innenpunkt desselben. Da nun aber die &,, 
weil sie die b, enthalten und noch ganz zu $, gehéren nach Friiherem 
mit den §% identisch sein miissen, und somit die e, sicher €-Punkte sind, 
wiirde ¢, e,¢,e, ein ganz zu © gehériges Tetraeder und e ein innerer Punkt 
von © sein, waihrend es doch ein Begrenzungspunkt ist. Somit kann St} 
nicht existieren; &%) muB P, in mindestens einem Punkte erreichen, e ist 
ein m und damit ist fiir jeden Punkt auf Z eine Stiitze nachgewiesen. 

Noch einen weiteren Beweis unseres Satzes will ich in seiner Anwen- 
dung auf dreifach ausgedehnte Eikérper € andeuten. Sein Grundgedanke 
ist ganz besonders einfach. Man kann den von r ausgehenden unbelegten 
Halbstrahl der Geraden ri — r und ¢ haben die alte Bedeutung — zur 
Achse eines verinderlichen Kreiskegelmantels C aus Halbstrahlen vom 
Scheitel r aus wiaihlen und den Kegelwinkel von ( aus so lang wachsen 
lassen, bis C in der Lage C, einen ersten belegten Halbstrahl H, enthiilt. 
Dann ist die Tangentialebene 7' an ©, lings H, eine Stiitze durch r an 
(. Denn naihme man auf der Kegelseite von 7 einen belegten Halb- 
strahl H, = re an, so wiirde der Winkel H, H, < 2 lauter belegte Halb- 
strahlen enthalten und mit ihnen in das von €-Punkten doch freie Innere 
von QC, eindringen miissen. 

Leider wird eine doppelte Grenzbetrachtung nétig, wenn nicht ein 
erstes belegtes, sondern letztes unbelegtes C, heiBe es wieder C,, vorhan- 
den ist. Eine der Erzeugenden von C, hat dann belegte Halbstrahlen in 
beliebiger Nahe (tangiert #), und ein geniigend nah gewahlter von ihnen 
kann die Rolle des friiheren H, tibernehmen. Das zu zeigen ist nicht 
schwer, aber bei vollstiindiger, strenger Darstellung etwas umstindlich und 
wir gehen nicht darauf ein, da wir nach méglichst elementaren Beweisen 
fahndeten. 


Januar 1928. 


(Eingegangen am 28. 1. 1928.) 








Ober die Erfillbarkeit gewisser Zihlausdriicke. 
Von 


Wilhelm Ackermann in Géttingen. 


Die Herren Bernays und Schénfinkel haben in einer kiirzlich er- 
schienenen Abhandlung') einige einfache Fille der Entscheidungsprobleme 
fiir die Kelationslogik behandelt und erledigt. Es wurden dabei logische 
Ausdriicke betrachtet, die auBer den logischen Grundverkniipfungen ,, und“, 
,oder“, nicht“, ,wenn — so“, Pridikaten- und Relationsvariable und ferner 
All- und Seinszeichen fiir Individuen enthielten. Derartige Ausdriicke be- 
zeichnet man nach Léwenheim auch als Zahlausdriicke. Die Lésung des 
Entscheidungsproblems im Bereiche der Zahlausdriicke bedeutet die Auf- 
findung eines Verfahrens, durch das man imstande ist, festzustellen, ob 
ein vorgelegter Zahlausdruck bei bestimmten Einsetzungen fiir die variablen 
Pradikate und Relationen stets eine richtige Aussage darstellt oder nicht, 
Die so definierte Allgemeingiiltigkeit eines Zihlausdrucks kann noch von 
der Anzahl der Elemente des Individuenbereichs abhingen, fiir den man 
sich die Pridikate und Relationen definiert denkt. Die vollstandigste Lésung 
des Entscheidungsproblems ist die, in der die Abhangigkeit der Allgemein- 
giltigkeit von der Individuenanzah] genau angegeben ist. 

Man kann sich bei den Zahlausdriicken auf diejenigen beschrinken, 
die die sogenannte ,Normalform* haben, d. h. bei denen die All- und Seins- 
zeichen alle am Anfang der Formel stehen, und man wird die Zahl- 
ausdriicke zweckmaBig nach der Art der zu ihnen gehérenden Kombinationen 
von All- und Seinszeichen klassifizieren. 


In der Bernays-Schénfinkelschen Arbeit wurde die Frage nach der 
Allgemeingiiltigkeit fiir die folgenden Klassen von Formeln beantwortet: 


*) P. Bernays und M. Schénfinkel, Zum Entscheidungsproblem der math. Logik, 
Math. Annalen 99 (1928). 
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Zunachst fiir diejenigen Formeln, bei denen jedes vorkommende All- 
zeichen jedem vorkommenden Existenzialzeichen vorangeht. Die allgemeinste 
Gestalt dieser Formeln ist 


(1) (@) (%q) «+ (@y) (Byy) --- (By) U (ay, «02s Bes Yas +09 H)> *) 
Die Fille, da8 kein Existenzialzeichen oder kein Allzeichen vorkommt, 
sind dabei eingeschlossen. Dieser Fall (1) 148t sich sehr einfach behandeln. 
Besondere Schwierigkeiten bieten die Fille, in denen Existenzial- 
zeichen auch vor Allzeichen stehen. Der einfachste Fall ist hier 


(2) (Ex)(y) U(x, y). 
Fiir diesen wurde in der genannten Arbeit ebenfalls ein Entscheidungs- 
verfahren angegeben. 

In der vorliegenden Arbeit will ich zunichst allgemein den Fall be- 


handeln, daB auf ein Existenzialzeichen lauter Allzeichen folgen. Es handelt 
sich also um den Fall: 


(3) (Bx) (y,) ---(y)U(@, Ys +++) M): 
Weiter sollen iiberhaupt die Ausdriicke betrachtet werden, bei denen nur 
ein Existenzialzeichen vorkommt. Der allgemeinste Fall ist hier: 


(4) (ty) (2) (By) (24) -() U(yy eos ys Yo Bas eee Bs 
Ubrigens beschrinke ich mich bei meinen Uberlegungen der Einfach- 


heit halber auf zweigliedrige Relationen. Die Ausdehnung auf mehrgliedrige 
Relationen macht aber keine sachlichen Schwierigkeiten. 


§ 1. 
Vorbereitungen und Angabe der Methode. 


Statt die Allgemeingiiltigkeit von Zahlausdriicken zu betrachten, kann 
man auch nach ihrer Erfiillbarkeit fragen. Ein Zahlausdruck heiBt erfiill- 
bar, wenn es iiberhaupt eine bestimmte Einsetzung fiir die variablen 
Pridikate und Relationen gibt, so daB der Zahlausdruck in eine richtige 
Behauptung iibergeht. Die Allgemeingiiltigkeit eines Zahlausdrucks ist 
gleichbedeutend mit der Nichterfiillbarkeit des entgegengesetzten, d. h. aus 
dem urspriinglichen durch Negation entstehenden Zahlausdrucks. Fiir unsere 
Uberlegungen ist es bequemer, uns mit der Erfiillbarkeit zu beschiftigen. 
Statt nach der Allgemeingiiltigkeit von Ausdriicken des Typs (3) und 
(4), fragen wir daher nach der Erfiillbarkeit von Ausdriicken der folgen- 
den Form: 


*) Die Symbolik ist die gleiche wie in: D. Hilbert u. W. Ackermann, Grundziige 
der theoretischen Logik (Springer 1928) [zitiert im folgenden als H.-A.]. 
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(3°) (x)(By,)...(By,) U(x, y,,---s Y%)s 
(4’) (Hx,)...(Ha,)(y)(Bz,)... (Be, A(a,, «5 Uys Ys Sys - + 0s Bs 


Die Erfillbarkeit oder Nichterfiillbarkeit eines bestimmten Zahl- 
ausdrucks ist natiirlich ebenso eine Funktion der Anzahl der Elemente 
im zugruade gelegten Individuenbereich wie die Allgemeingiiltigkeit. Fiir 
einen Bereich mit bestimmter endlicher Anzahl der Elemente ist nun die 
Entscheidung iiber die Erfiillbarkeit eines Ausdrucks ohne weiteres zu 
treffen. Man kann hier die Allzeichen und Existenzialzeichen durch end- 
liche Konjunktionen bzw. Disjunktionen ersetzen, so daB sich das Problem 
auf ein solches des Aussagenkalkiils reduziert, das keine Schwierigkeiten 
bietet*). 

Ich werde nun zeigen, da8 fiir die Ausdriicke der Form (3’) und (4’) 
der folgende Satz gilt: 


Ist ein derartiger Zahlausdruck tiberhaupt erfiillbar, so ist er auch 
schon in einem Individuenbereich von bestimmter endlicher Anzahl der 
Elemente erfiillbar. 


Mit der Angabe dieser zu einem bestimmten Ausdruck gehérigen 
endlichen Anzahl ‘ist das Entscheidungsverfahren gegeben. Diese Anzahl 
sei fiir einen bestimmten Zahlausdruck z. B. k. Fiir einen Individuen- 
bereich der endlichen Anzahl k laBt sich, wie eben angefiihrt, die Ent- 
scheidung iiber die Erfiillbarkeit treffen. Entweder ist nun der betrachtete 
Zahlausdruck fiir einen Bereich von k Individuen nicht erfiillbar, dann 
gilt dasselbe fiir jeden Individuenbereich. Oder aber er ist fiir einen Be- 
reich von k Individuen erfiillbar, dann gilt dasselbe fiir jeden Bereich, der 
eine gréBere Anzahl von Individuen enthilt*). Man braucht dann nur 
noch die Erfiillbarkeit des betreffenden Ausdrucks fiir Individuenbereiche 
der Anzahlen 1,2,...,4—1 zu untersuchen, was sich wieder auf ein 
Problem des Aussagenkalkiils reduziert. 


Es kommt also darauf an, fiir jeden Zahlausdruck der Form (3’) 
oder (4’) einen zugehérigen endlichen Individuenbereich anzugeben, fiir 
den der Zahlausdruck erfiillbar sein muB, falls er nicht einen logischen 
Widerspruch darstellt. Es sei iibrigens bemerkt, daB sich die angegebene 
Methode nicht fiir eine allgemeine Lésung des Entscheidungsproblems im 
Bereich der Zahlausdriicke verwenden 1aBt, da es Zahlausdriicke gibt, die 
fiir keinen endlichen Individuenbereich erfiillbar sind, wohl aber tiir den 
abzahlbar unendlichen'), 


%) Vgl. H.-A., 8. 79. 
*) Vgl. Bernays und Schénfinkel, S. 3. 
5) Vgl. H.-A., Seite 80. 
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§ 2. 
Die Behandlung der Zahlausdriicke von der Form (x)(Ky)&U(a, y). 


Ich behandle in diesem Paragraphen den Bernays-Schénfinkelschen 
Fall noch einmal, da an ihm das Wesentliche der von mir benutzten 
Methode auch fiir die allgemeineren Fille klarer werden wird. Ich will 
zunichst noch die weitere Einschrankung machen, daB die betrachteten 
Zahlausdriicke nur eine einzige variable Relation F enthalten. U(z, y) 
ist dann eine Aussagenverbindung, die aus den Grundaussagen F(z, x), 
F(x,y), F(y,x), Fly, y) zusammengesetzt ist. Um dies anzudeuten, 
schreibe ich den Zahlausdruck als 


(x)(Hy)U(F(z, x), F(x, y), F(y, x), Fly, y)). 


Es sei dieser Ausdruck in irgendeinem Individuenbereich erfiillbar. 
®,(x,y) mége eine zugehérige erfiillende Relation sein. Zu jedem Ele- 
ment x des Individuenbereichs kann man dann ein anderes y finden, so daB 


U( Do (x, x), By (x, y), Poly, x), Dy(y, y)) 
richtig ist. Wir denken uns fiir jedes x eins der zugehérigen y ausgewihlt, 
und bezeichnen es mit «(2). Es gilt dann allgemein, d. h. fiir jedes z: 
U( Dy (a, x), Do(w, «(x)), Py(a(x), x), Pola (x), w(zx))). 

Zur Abkiirzung bezeichnen wir a(x) mit a,(2), wa(x) mit a, (2x), 
aae(x) mit «,(a) usw. 2, moge irgendein willkiirlich herausgegriffenes 
Element des Individuenbereichs bedeuten. 

Wir nehmen nun einen neuen Individuenbereich, der aus den Ele- 
menten 0,1, 2,... besteht. Fiir diesen Bereich definieren wir eine Re- 
lation ©, (x, y) wie folgt: 

Fiir alle ¢ und & soll sein: 

®, (t,k) ~ Dy (@; (xo), &, (Xp) 
(e,(%_) soll hier 2, selbst bezeichnen. Das Zeichen ~ bedeutet, daB die 
links und die rechts stehende Aussage den gleichen Wahrheitswert haben.) 

Fiir den neuen Individuenbereich gilt offenbar: 

(x) U(@, (2,2), O, (xw,2+1), O(x+1,2), O, (2+1,2%+1)) 

Wir beweisen nun den folgenden 

Hilfssatz: Hs mdge eine ganze Zahl n=>3 und ein Element a des 
zuletzt erwahnten Bereiches geben, so daf 

®, (a,a)~ ©,(a+n,a+n). 
Dann ist unser Zahlausdruck schon in einem Bereiche von n Individuen 
erfiillbar. 
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Beweis. Wir nehmen als Elemente des n-zahligen Bereichs a,a + 1, 
a+2,...,.a@+(n—1). Die erfiillende Relation ®,(z,y) definieren wir 
wie folgt. Fiir die Paare 


(a+#,a+), (u+¢,a+¢#+1) und (a€+%#+1,a+2), 
wo 0<ic<n-— 2, stimmt 9M, mit ®, iiberein. Ferner ist 
%,(a+n—1,a)~%,(a+n—1,a+n), 
%,(a,a+n—1)~@,(a+n,a+n—1). 

Da n=3, steht diese letzte Festlegung nicht mit den vorigen in 
Widerspruch. Im iibrigen ist ®, beliebig. Wir ordnen nun jedem Ele- 
ment x des Bereiches a,a+1,...,a@-+-(m— 1) ein anderes f(z) zu. Fiir 
z=a,...,.a+(n—2), ist das +1, fiir a+(n—1):a@. Aus unserer 
Definition der Relation ®, ergibt sich dann, daB 

U(D, (x, x), Dy (x, B(x)), Dy (B(x), x), (B(x), B(x))) 
fiir alle x eine richtige Aussage darstellt. 

Der Zahlausdruck 

(x) (Ey) U(F(x,2), P(z,y), Fly,x), F(y,y)) 


ist also in dem Bereich a,a+1,...,a@+(n— 1) erfiillbar. 

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Demnach geniigt es, wenn wir in dem Bereich 0, 1, 2, ... em Element a 
und eine ganze Zahl » von der angegebenen Art finden. Nun mu8 min- 
destens einer der folgenden drei Fille zutreffen: 


®, (0,0) ~ @, (3,3), 
®, (3,3) ~ , (6,6), 
, (0,0) ~ @, (6,6). 
Daraus ergibt sich, daB der Zahlausdruck 
(x) (Hy) U( F(z, 2), F(z, y), F(y,x), Fly.y)), 
wenn tiberhaupt, schon fiir einen Bereich mit der Individuenanzahl 6 er- 
fillbar ist. 


Die Lésung des Entscheidungsproblems ist damit fiir den betrachteten 
Fall gegeben. 

Ich lege iibrigens keinen Wert darauf, daB 6 oder die Zahlen, die ich 
fiir die komplizierteren Fille angeben werde, die kleinsten Zahlen dieser 
Art sind. Es kommt mir nicht darauf an, ein rechnerisch méglichst ein- 
faches Entscheidungsverfahren zu finden, sondern es soll nur die prin- 
zipielle Méglichkeit der Entscheidung mit méglichst einfachen Mitteln dar- 
getan werden. 
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Die Methode, die bei dem behandelten Falle angewandt wurde, beruhte 
farauf, daB gewissermaBen das Element a+ mit a identifiziert und die 
Definition der Funktion ®, entsprechend abgeandert wurde. 

Falls der we ea (w) (By) U(x, y) nicht eine, sondern n variable 
Relationen F,(.,.),.--, F,(.,-) enthalt, so wird ganz ahnlich verfahren. 
Der Ausdewsk a y) setzt sich hier durch Verbindung der 4 » Grund- 
aussagen 

F,(z,z), F,(t,y), F(y.2), Fily.y) 


F,(z,2), F,(z,y), F,(y,2), F,(y,y) 


zusammen. Wir denken uns wieder das zu einem 2 gehérige y mit a(z) 
bezeichnet, und kénnen in derselben Weise wie friiher zu einem Bereich 
iibergehen, der aus den Elementen 0,1,2,... besteht und fiir den a(x) 
gleich z+ 1 ist. Die n erfiillenden Relationen in diesem Bereich seien 


P, (x,y), Dy (x,y), .--, D, (x,y). 
Entsteht %’ (x,y) aus U(2,y) dadurch, daB fiir F,,..., F, die Relationen 
,, D,,..., D, eingesetzt werden, so gilt (x) W’(2,2+1). 
Betrachten wir nun irgendein Element a dieses Bereiches, Fiir die 
Verteilung von Wahrheit, bzw. Falschheit auf die n Aussagen 


®,(a,a), P,(a,a), ..., B® (a,a) 
gibt es insgesamt 2” Méglichkeiten; fiir jedes Element a liegt eine dieser 


Méglichkeiten vor. 
Es gilt nun der folgende 


Satz: Falls m eine ganze Zahl >1 ist, so sind bei der Folge von 
Elementen 0,1,...,3(m—1) méindestens m Moglichkeiten eingetreten, 
oder aber der Zahlausdruck ist schon in einem Individuenbereich erfiill- 
bar, der nur aus 3-(m— 1) Elementen besteht. 

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m. Fiir m= 1 
ist sie offenbar richtig. Fiir ein bestimmtes m sei schon alles gezeigt, und 
wir gehen jetzt zu (m-+ 1) iiber. Der ungiinstigste Fall ist der, daB bis 
zum Gliede 3(m—1) genau m Méglichkeiten vorgekommen sind. Wir 
nehmen nun die Elemente 3m—2, 3m—1, 3m hinzu. Kommt hier 
eine weitere Méglichkeit hinzu, so ist es gut. Andernfalls kommt unter 
0,1,..., 3m—8 ein Element c vor, so dab 


D, (3m, 3m) ~ ®, (c,c), 
#,(Sm, 38m) ~ ®,(c, °)» 


o, (3m, 3m)~ ®, (c, m 
41* 
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Wir zeigen dann, deB der Zahlausdruck in dem Bereich, der aus den 
Individuen 0,1,...,3m—1 besteht, erfiillbar ist. Zu diesem Zweck 
definieren wir in diesem Bereich n Relationen ®;(2, y), ..., (x,y) wie 
folgt: 

Fiir alle i (1 <i <n) und alle k(0 <k [3m — 2) soll sein 

®; (k,k+1)~ @,(k,k +1), 
@j(k+1,k)~ ®@i(k+1,k), 
Dj (kik) ~ ®,(k,k). 
Ferner sei fiir alle ¢ 
®; (3m —1,¢)~ ®,(3m— 1, m), 
Dj (c,3m—1)~ © (3m, 3m—1). 

Es werden also gewissermaBen die Elemente c und 3 m identifiziert. 
Die beiden letzten Festlegungen stehen nicht mit den vorhergehenden im 
Widerspruch, da 3m—1+c-+-1. Im iibrigen ist die Definition der Rela- 
tionen ®{,..., ®, beliebig. — Wir bezeichnen nun den Ausdruck, der’ aus 
W(x,y) dadurch entsteht, da fiir F,,..., F, die bestimmten Relationen 
P;,..., Dy, eingesetzt werden, mit UA” (x,y). Es bedeute ferner 8 (zx) 
fiir ein Element x (0 <2 3m—2) das Element z+ 1; 8(3m— 1) 
sei gleich c. Es gilt dann fiir den aus 0,1, ...,3 m—1 bestehenden 
Bereich 

(x)U" (x, B(z)). 

Das folgt aus der Giiltigkeit von (x) %U'(x,2-+-1) in dem Bereiche 
3 

Das Bestehen von (x) %” (x, B(x)) besagt aber, daB der Zahlausdruck 
(x)(Ly)A(ax,y) in einem aus 3m, oder 3((m-+ 1) — 1) Individuen be- 
stehenden Bereich erfiillt ist. Unser Satz ist damit bewiesen. 

Wir wenden diesen Satz jetzt an fiirm—2"-+-1. Da es nur 2” Még- 
lichkeiten gibt, so erhalten wir: 

Unser Zahlausdruck (x)(Ey)U(x,y) ist schon in einem Bereiche 
von 3-2" Individuen erfiillbar. 

Damit ist die Entscheidungsfrage fiir die Zahlausdriicke der Form 
(x)(By)UA(x,y) vollstaindig erledigt. 


§ 3. 
Die Behandlung der Zahlausdriicke der Form 
(a) (y,) (Byz) ... (By) U(x, yy, «++ yr)- 
Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, da& hinter dem Allzeichen 


nicht nur ein, sondern allgemeiner / Existenzialzeichen vorkommen. Die 
Anzahl der vorkommenden Relationen sei wieder n. 
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Der Ausdruck sei in irgendeinem Bereich durch die Relationen 
®,(xz,y),...,®,(a,y) erfiillt. Durch die Einsetzung dieser bestimmten 
Relationen fiir die Relationsvariablen gehe U(x, y,,.-., y,)in U(x, y,,....y,) 
iiber. Wir kénnen uns jedem Element x eindeutig / andere Elemente 
a, (x), @, (x), ..., @,(2) gugeordnet denken, so da8 


(ax)(W' (x, a, (x), w(x), ...,0,(2)) 


eine richtige Aussage ist. 2, sei ein willkiirlich herausgegriffenes Element. 
Dem Element x, sind dann die 1 Elemente «,(2,), «(2 ),..-, (2%) 
zugeordnet, einem Element «;(x,) die 1 Elemente a, «,(x,)..., «,0;(%,)- 


Wir kénnen uns diese Zuordnung durch das folgende Schema veranschau- 
lichen. 


eee eRe 


a, (2) G (Zo) tee &, ( %) 
CL, Oy (My)... 0,0, (Ay) O, Oy (ay) ... Oy (%y) ... OO, (ay)... (2) 


yt, (O_) sO) 2 se ds 


In dem oben angeschriebenen Schema brauchen natiirlich nicht alle 
Elemente verschieden zu sein. Wir kénnen sie aber immer als verschieden 
annehmen, und sie mit 


0 


1 Ee 


ee a 


bezeichnen. Wir brauchen namlich fiir diesen neuen Bereich nur n Relationen 
®;,..., D, mu definieren, so da8 immer gilt: 


Dj [ (ay... dm), (dr -.- de)] ~ De (Gham +++ Ma, (0)> My + + My, (0). 
Einem beliebigen Element (a,,...,a@,,) sind hier die 1? Elemente: 


(Gy, ~ +05 Bag 1), (yy - +04 Bugs Z)y «05 (By «+ 0p Buy b) 
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zugeordnet. Entsteht U" (x, y,,...,y,) aus U(x, y,,..., y,) dadurch, daB 
fir F,,..., F, die Relationen ®j,..., ®, eingesetzt werden, so ist fiir 
ein beliebiges Element (a,,..., @,,): 


gee a Se eee ee 
eine richtige Behauptung. 

Zu dem ,Stammbaum“ eines Elementes (a, ...a,,) in dem zuletzt 
genannten Schema rechnen wir alle Elemente, deren Bezeichnung mit 
(a,,...,@,,,---) beginnt. Es diirfte klar sein, was man unter den / Ele- 
menten zu verstehen hat, die zum 1. Gliede des Stammbaumes eines be- 
stimmten Elementes gehéren, unter den /* Elementen, die zum 2. Gliede 
des Stammbaumes gehéren, usw. 

Wir greifen nun irgend / Elemente 6,,,,..., 6, heraus, die einem 
anderen Elemente zugeordnet sind. Fiir die Verteilung von Wahrheit 
bzw. Falschheit auf die n-1* Aussagen 


®,(b,, b,) 
gibt es dann 2”” Méglichkeiten. 

Sei nun m eine ganze Zahl >1. Wir betrachten die Méglichkeiten 
der oben genannten Art, die fiir zusammengehérige | Elemente eintreten. 
Es gilt dann der folgende Satz: In dem Stammbaum eines beliebigen 
Elementes sind bis zum (3m — 2)-ten Gliede mindestens m verschiedene 
Moéglichkeiten eingetreten, oder aber der Zahlausdruck ist schon in einem 
Individuenbereich erfiillt, der nur aus’ -—1 Blementen besteht (1 > 2). 

Der Beweis geschieht durch Induktion nach m. Fir m =1 stimmt 
die Behauptung. Fiir ein bestimmtes m sei schon alles gezeigt. Bis zum 
(3m — 2)-ten Gliede sind also ungiinstigstenfalls genau m Méglichkeiten 
eingetreten. Wir nehmen nun weitere Elemente bis zum (3m -+ 1)-ten 
Gliede. Kommt hier eine neue Méglichkeit vor, so ist es gut. Andernfalls 
zeigen wir, dal} der Zahlausdruck schon in dem Bereich erfiillt ist, der 
aus den Elementen bis zum 3m-ten Gliede besteht. 

Es gilt namlich folgendes: Jede Méglichkeit, die bei 7 zusammen- 
gehérigen Elementen des (3m--1)-ten Gliedes vorkommt, wurde auch 
schon bis zum (3m — 2)-ten Gliede vertreten, und wir kénnen dort fiir 
jede derartige Méglichkeit einen Reprasentanten von / zusammengehdrigen 
Elementen auswihlen, Fiir die Méglichkeit Di; seien das a,,,a,., ..., @)- 
Liegt nun fiir / zusammengehérige Elemente des (3m-+1)-ten Gliedes 
b,, b,,..., 6, die Méglichkeit 9; vor, so wird gewissermaBen jedes 6, 
mit a,, identifiziert, d. h. in dem neuen Bereiche, der nur aus den Ele- 
menten bis zum 8m-ten Gliede besteht, wird einem Element a des 3m-ten 
Gliedes, falls ihm vorher },,..., 5, entsprach, jetzt a,,,...,@,, zuge- 
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ordnet. Die neuen erfiillenden Funktionen ®/’,..., ® werden so fest- 
gelegt, daB . : 
®; (a, a;,) ~ @; (a, b,). 
Im iibrigen bleiben die Relationen unverindert fiir die Paare, die 
aus einem Element und seinem zugeordneten bestehen. Da a nicht in dem 


auf a,, folgenden Glied steht, so ist das méglich. Man erkennt nun leicht, 
da8 auch in dem neuen Bereich der Zahlausdruck 


(x) (#y,)...(By,) U(x, yy, ---5 %) 
erfiillt ist. Da der neue Bereich aus 
p3mt+i_y 
t-1 





143474..." = 
besteht, so ist unser Satz bewiesen. 
Wir wenden den Satz nun an fir m=2"" +1. Da es nur 2”” 
MOglichkeiten gibt, so erhalten wir das Resultat: 
Ein Zahlausdruck von der Form (x)(By,)...(By,) U(x. yy, -- +> %) 
ist, falls tiberhaupt, schon in einem Individuenbereich erfiillt, der nur 


peer +t ot 


a — Elementen besteht. 


Elementen 


§ 4. 
Die Behandlung der Zahlausdriicke von der Form 
(Ea)...( Bax) (y) (Be)... (Be) Aa, 2.2, Wey Ye Rte 05 2) 


Wir erweitern jetzt unsere Betrachtungen auf diejenigen Zahlausdriicke, 
bei denen einer Kombination von der Form (y)(Hz,)...(#z,) noch eine 
beliebige endliche Anzahl k von Existenzialzeichen vorangeht. Die er- 
fiillenden Relationen seien @,, ®,,..., D,. 

U(ax,,.-., %,Y,%,,--+,2,) gehe nach Einsetzung dieser Relationen 
in U'(a,,..+5 ys Ys Zy>-++, 2,) tiber. Es gibt dann in dem zugrunde ge- 
legten Individuenbereich & Elemente 2), xf, ..., xf, so daB 


(y)( Ba)... (Bx) U' (ah, ..., of, y, 21, --+5 


eine richtige Aussage darstellt. Die zu einem bestimmten y gehdérigen 
Elemente kénnen wir uns eindeutig bestimmt denken und bezeichnen sie 
mit «,(y),...,@,(y). Wir diirfen nun annehmen, daB der Individuenbereich 
die folgende Gestalt hat: Die z?, z?,..., 2? sind alle verschieden, wir be- 
zeichnen sie mit 0’,0”,...,0. Zu jedem dieser k Elemente denken 
wir uns einen sich immer /-fach verzweigenden Stammbaum, wie wir ihn 
im vorigen Paragraphen hatten. 
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’ ee ee o* 
(1) (2)’... (BY oe a cae (2)* 
bse a .. A ele 


Die zu einem Element y gehérigen z,,2,,..-,2, sind durch das nichste 
Glied des zu y gehérigen Stammbaumes gegeben. Z. B. gehéren zu einem 
Element (11)* die 1 Elemente 
(111)*, (112)*, ..., (112)*. 

Und entsprechend ist z. B. 

m’(0’,0”,..., 0%, (11)*, (111)*, (112)*, ..., (112)*) 
eine richtige Aussage. Wir diirfen ferner annehmen, da8 die verschiedenen 
Stammbiume kein Element gemeinsam haben. 

Jedem Element des neuen Bereichs ist naimlich ein bestimmtes des 
alten Bereichs zugeordnet, 7. B. ist das fiir (123)* das Element os ao, (zx?), 
und man definiert in dem neuen Bereich n Relationen so, daB ihr Zu- 
trefien fiir ein Paar von geordneten Elementen davon abhingt, ob die 
urspriinglichen Relationen fiir das entsprechende Paar von Elementen zu- 
trafen oder nicht. 

Betrachten wir ein geordnetes Paar (0‘, 0’). Fiir irgendein ©, stellt 
®, (0, 0’) eine bestimmte Aussage dar, die wahr oder falsch sein kann. 
Wir wollen diese Aussage mit I bezeichnen. Die Zuordnungen der Ele- 
mente denken wir uns durch f,(z), ..., 8,(x) gegeben. 

(y)M’(0’,...,0*, y, B,(y), ---» B,(y)) ist eine richtige Aussage. Aus 
der Richtigkeit der Aussage und der besonderen Natur der f folgt, dab auch 


(Bz,)...(Hz,)4%'(0’,...,0*, 0’, 2,,...,%) 
&(Ez,)...(Bz,)W'(0" ... 0%, 0”, 2, «..5%) 
&...&(Ez,)...(#z,)M'(0’,...,0*, 0*,2,,...,2,) 
& (y)(Bz,)...(Bz,)H'(0’,..., 0", y, 2, --+5 2) 


eine richtige Aussage ist, und zwar beziehen sich hier saimtliche All- und 
Existenzialzeichen nur auf den Bereich, der aus dem urspriinglichen ent- 
steht, wenn man die Elemente 0’,..., 0* fertlaBt. 

Wir kénnen die letzte Aussage auf die Normalform bringen, indem 
wir das Allzeichen zuerst setzen und die (k + 1)-1 Existenzialzeichen folgen 
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lassen. Der so entstehende Zahlausdruck enthilt n Relationen ®, (z, y), ..., 
® (x,y). ferner 2kn Pradikate 


®,(0',z),...,®,(0*,2); (x, 0’),..., ®, (x, 0"), 
®,(0',2),...,8,(0*, 2); ©, (x,0’),..., ®, (x, 0*). 
Im ganzen kommen n(1-+ 2k) Funktionen vor. AuBerdem enthalt er 
noch die bestimmten Aussagen I°j,. 
Nach dem im § 3 bewiesenen Satz ist der Zahlausdruck in einem 
Bereich erfiillbar, der aus 


(ep 1 yee rearee aay 
(E+1)t-1 





Elementen besteht. 
Die erfiillenden Relationen und Pridikate seien 
D; (x,y), Dy(x,y), --., Oa(z, y); 
i (x), . ++, P,, (2); X,, (x), +++, Xyy(%), 


P., (2), «++. Pig(e)s H,(#)e---» X,,(#).- 

Wir fiigen nun zu dem letzten Bereich wieder die Elemente 0’, 0”, ..., 0* 
hinzu und erginzen die Definition von ®,...,®, fiir diesen Bereich 
so, da8 

%,(0', x) ~ (zx), 
®, (x, 0°) ~ Xp4(z), 
;(0°,0’) ~ rg. 
Man iiberzeugt sich dann leicht, daB 
(Lx,)...(Ba,)(y)(Bz,) ...(Hz,)A(a,, ..., Lys Ys Zs ++ +s Sy) 
in diesem Bereich durch die Funktionen ®/,..., ®; erfiillbar ist. 
Wir haben damit das Resultat: 
Ist ein Zahlausdruck von der Form 


(Ha,)...(#x,)(y)(H2,) ... (Hz,)U(a,, ..-, ys Ys Sys ++ +5 Zp) 


tiberhaupt erfiillbar, so gilt das auch schon fiir einen Bereich von 


k+1 g)8-2° 200m ear? Mei_y 7 
<a +k Individuen. 





(Eingegangen am 9. 2, 1928.) 











Abri® einer arithmetischen Theorie der Galoisschen 
K6rper. 


(Erste Mitteilung. ) 


Von 
Oystein Ore in New Haven (Conn.) (U.S. A.). 


Die vorliegende Abhandlung enthalt eine neue arithmetische Theorie 
der Galoisschen Kérper, welche wesentlich mehr als die bekannte Hilbertsche 
Theorie*) leistet, und gleichzeitig einen weiteren Einblick in die Struktur 
der Hilbertschen Gruppen gewahrt. Ich habe diese Theorie schon vor 
langerer Zeit entwickelt, aber da sie eng mit meinen Arbeiten iiber die 
Arithmetik der allgemeinen algebraischen Kérper*) zusammenhiangt, habe 
ich sie vor dem Erscheinen dieser Abhandlungen nicht verdffentlichen 
wollen. Die Methode gestattet eine Reihe von Anwendungen auf die 
arithmetischen Probleme der Galoisschen K6rper, gegenseitige Reduktion 
von Galoisschen Gleichungen, zusammengesetzte Galoissche Kérper, Existenz 
der Einheitswurzeln im Kérper; speziell ergeben sich fiir Abelsche und 
zyklische Kérper mehrere interessante Resultate, worauf ich hier doch nicht 
eingehe. 

Wie in den eben erwahnten Arbeiten iiber allgemeine Kérper ist die 
Methode, die arithmetischen Eigenschaften des Kérpers direkt aus den 





) D. Hilbert, Grundziige einer Theorie des Galoisschen Zahlkérpers. Nachrichten 
d. Kénigl. Ges. d. Wiss. zu Géttingen 1894, S. 224—236. Man vgl. auch den Bericht 
von Hilbert im Jahresbericht der D. Mathematikervereinigung 4. Die gleichzeitige 
Arbeit von Dedekind, Zur Theorie der Ideale, Gétt. Nachrichten 1894, S. 271—277 ist 
hier zu erwahnen. 


*) Oystein Ore, Uber den Zusammenhang zwischen den definierenden Gleichungen 
und der Idealtheorie in algebraischen Kérpern, erste und zweite Mitteilung. Math. 
Annalen 96 (1926), 8S. 318—352 und 97 (1927), S. 569—598. Diese beiden Arbeiten 
werden im folgenden mit Ore I und Ore II bezeichnet. 
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Eigenschaften der definierenden Gleichung abzuleiten. Bei Galoisschen 
Kérpern besteht aber der folgende Hauptsatz, der sich als ein Schliissel 
zur ganzen Arithmetik dieser Korper erweist: Wenn §§ ein beliebiges Prim- 
ideal ist, so kann man das volle Restsystem (mod %") (a beliebig gro) 
durch sukzessive Adjunktionen der Wurzeln von irreduziblen binomischen 
und trinomischen Normalkongruenzen gewinnen. 


Man zeigt auch leicht, daB dies die einfachst méglichen Normal- 
kongruenzen sind; der trinomische Fall tritt nur dann ein, wenn héhere 
Verzweigungsgruppen auftreten. 

In der vorliegenden ersten Mitteilung werden zunichst in Kapitel 1 die 
Hilbertschen und Speiserschen Resultate iiber die Zerlegungsgruppe er- 
wahnt, dann folgen kurz die Eigenschaften vom Zerlegungs-, Tragheits- 
und ersten Verzweigungskérper, und die Struktur der Faktorgruppe Gz/Gy 
wird vollstandig abgeleitet, wodurch der regulare Fall erledigt ist. Zuletzt 
wird eine spater niitzliche Anwendung gemacht, indem die notwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer p-ten Einheitswurzel 
(mod 8“) angegeben wird. 

In Kap. 2 werden dann die Vorbereitungen fiir den Beweis des Haupt- 
satzes und fiir die Behandlung des irregularen Falles gemacht. Die auf- 
gestellten Siatze haben aber, wie es mir scheint, auch an sich Interesse. 
Fiir Relativkérper vom Primzahlgrad wird die Existenz der Normal- 
kongruenzen bewiesen, und zuletzt wird fiir die spatere Anwendung der 
Fall eines relativ-zyklischen Kérpers eingehend studiert. 

In der zweiten Mitteilung soll dann der Hauptsatz aufgestellt una 
zum Studium des irregularen Falles angewandt werden. 

Man hitte aus diesen Untersuchungen leicht die Hilbertsche Theorie 
iiber den Zusammenhang zwischen den Eigenschaften der Primideale und 
ihrer zugehérigen Gruppen ableiten kénnen, um aber die Darstellung még- 


lichst kurz zu machen, werden die Hilbertschen Resultate iiberall als 
bekannt vorausgesetzt. 


Ich bemerke zuletzt, daB es mir eine der wichtigsten Aufgaben der 
arithmetischen Idealtheorie zu sein scheint, auch fiir allgemeine Kéorper 
eine entsprechende, auf Normalkongruenzen bauende Theorie zu schaffen. 
Eine Reihe von noch ungelésten Problemen wiirden dadurch ihre Beant- 
wortung finden. Im regularen Falle leitet man die Lésung leicht aus 
den Henselschen Resultaten*) ab, in dem schwierigeren irreguliren Falle 
bilden meine Satze in Kapitel 2 eine Lésung im einfachsten Falle, wo die 
Irregularitétsordnung gleich 1 ist. 


*) Vgl. K. Hensel, Zur Theorie der algebraischen ZahlenI, Kap. 8, § 6. Leipzig 1908. 











0. Ore. 


Kapitel 1. 
Zerlegungskérper, Tragheitskérper und Regularkorper. 
§ 1. 
Uhersicht iiber die Hilbertschen Gruppen. 

Im folgenden sollen die Eigenschaften eines allgemeinen Galoisschen 
Kérpers K vom Grade N studiert werden. Es sei G die entsprechende 
endliche Gruppe von der Ordnung N. Weiter sei p eine beliebige Prim- 
zahl und § ein Primidealteiler von p. Wenn dann § die Ordnungszahl e 
und Gradzahl f hat, so wird bekanntlich 


(1) p=(%,-.-B,) NP=—pl, N=efg. 


Dem Primideal §§ entspricht nach Hilbert eine Reihe von ineinander 
geschachtelten Untergruppen von @, welche in der folgenden Weise defi- 
niert sind: 

I. Die Zerlegungsgruppe Gz besteht aus der Gesamtheit der Sub- 
stitutionen Z in G, wofiir, wenn eine beliebige Zahl in § ist, auch 
immer die Zahl Z:w in $ enthalten ist. Der Zerlegungsgruppe Gz ent- 
spricht ein Unterkérper Kz von K, der als Zerlegungskérper von P be- 
zeichnet wird. 

II. Die Trdgheitsgruppe Gr besteht aus allen Substitutionen 7 in G, 
wofiir, fiir jede Zahl » in K 


(2) T: o = w(mod §). 


Die Triagheitsgruppe ist ein Normalteiler der Zerlegungsgruppe, und die 
Faktorgruppe @z/G, ist zyklisch von der Ordnung f. Die Ordnung von Gr 
ist somit gleich e. 

Der entsprechende Korper Ky heiBt der Trdghettskérper und ist ein 
Relativkérper vom Grade f zu Kz, wahrend K ein Relativkérper vom 
Grade e zu Kp ist. 


III. Die Verzweigungsgruppen. Die erste Verzweigungsgruppe Gy, be- 
steht aus allen Substitutionen V, in G, wofiir, fiir alle in K 


(3) V,:@ = w(mod $*). 


Gy, ist ein Normalteiler von Gz und Gy. Wenn die Ordnungszahl e von 
$ die Form e = e, p* hat, wobei (e,, p) = 1, so ist die Faktorgruppe G7/Gy, 
zyklisch von der Ordnung ¢,, und die erste Verzweigungsgruppe Gy, hat 
daher die Ordnung p’. Der entsprechende erste Verzweigungskérper Ky, 
ist ein Relativkérper vom Grade e, zu Ky, wahrend K ein Relativkérper 
vom Grade p” in bezug auf Ky, ist. 
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Der schwierige Fall tritt ein, wenn die Ordnungszahl e von § wirk- 
lich durch p teilbar ist, so daB Gy, nicht die Einheitsgruppe ist. Die 
Primzahl p wird in diesem Falle als irreguldr bezeichnet. 

Es sei nun in (3) $“* die héchste Potenz, wofiir die Kongruenz 
(4) V,:@ = w(mod $"’) 
fiir alle Substitutionen in Gy, besteht. Diejenigen Substitutionen V, in Gy,, 
wofiir noch 

V.:0 = w (mod $“'**) 
fiir alle w, bilden die zweite Verzweigungsgruppe Gy,, woraus man in ent- 
sprechender Weise die héheren Verzweigungsgruppen Gy, ableitet. 

Man erhilt so eine Reihe von eingeschachtelten Untergruppen 


(5) Gy,, Gy,...., Gy,, Gy,., =1, 


wobei allgemein Gy, ein Normalteiler von Gz, Gz und allen vorangehenden 
Verzweigungsgruppen ist. Jeder Gruppe Gy, ist eine Zahl mu, zugeordnet, 
so da8 fiir eine beliebige Substitution V, in Gy, die Kongruenz 


(6) V,:@ = w(mod %“’) 
fiir alle m in K besteht, wihrend dieselbe Kongruenz (mod %“‘*") nicht 


fiir alle V,; richtig bleibt. Die Zahl «, soll die Verzweigung von Gy, heibBen, 
und man hat offenbar 


(7) My < Mg Sees < My 
Es gibt also keine von der Einheitssubstitution verschiedene Substitution, 


so daB 
V:o= w (mod %"***) 


fiir alle w in K. 


Herr A. Speiser*) hat zwei interessante Satze iiber die Verzweigungen 
bewiesen: Es ist 


¢ 

(8) 4 Sst! 

und weiter 

(9) My = My =...=m,(modp). 


Die Speisersche Ungleichung ist, wie wir sehen werden, eine andere Form 
der allgemeinen Dedekind-Henselschen Ungleichung fiir die Differenten- 
exponenten bei irreguliren Primzahlen (vgl. Ore I, Kap. 3, Satz 10); wir 
werden auch eine obere Grenze fiir jedes 4, angeben. Die Kongruenz (9) 
hat eine besondere Bedeutung fiir die Form der Normalkongruenzen. 


*) A. Speiser, Die Zerlegungsgruppe. Journ. f. Math. 149 (1919), S. 174—188. 
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Die Faktorgruppe Gy,/Gy,,, ist Abelsch von der Ordnung p* und 


Typus DP. amet Dabei ist natiirlich 

(10) 8=8, +8 +..-+&, 

und weiter leitet man leicht die einschriankende Bedingung’) 

(11) &<sf (¢ = 1,2,...,&) 


ab. Die Ordnung einer Gruppe Gy, ist somit p**-- 

Aus den hier erwahnten Resultaten folgt sofort ‘aie Hauptsatz von 
Hilbert, da8 die Zerlegungsgruppe meta-zyklisch ist. 

Der i-ten Verzweigungsgruppe Gy, entspricht weiter der i-te Ver- 
zweigungskorper Ky,, der ein Relativkérper vom Grade p* zu Ky, , ist, 
wihrend K ein Relativkérper vom Grade p**+--+* zu Ky, ist. Speziell 
hat man Ky,, = K. 

§ 2. 
Der Zerlegungskérper. 

Es sei nun 
(12) F(x)=0 


die irreduzible Galoissche Gleichung N-ten Grades, welche K definiert, 

und weiter sei wm eine beliebige der Wurzeln dieser Gleichung. Wir werden 

im folgenden alle auftretenden algebraischen Zahlen als ganz voraussetzen. 

Aus der Primidealzerlegung (1) folgen dann sofort die Tatsachen*) 
Das Polynom F(x) in (12) hat die Zerlegung 

(13) F(x) = ®,(x)..., (x) (mod p*) 

in irreduzible Faktoren (mod p*), wobei « > 6 ist, wenn die Diskriminante 

von F(z) genau durch p® teilbar ist. Weiter ist die Zerlegung (13) 

(mod p*~*) eindeutig, und die Faktoren ®,(z) sind alle vom selben Grade ef. | 
Jedem Faktor ®,(x) in (13) entspricht ein Primideal 8; in (1) in der 

Weise, dab | 


{ 5 
(14) ©, (w) = 0 (moa i) 
wahrend alle Zahlen ®;(m), j + durch feste, von « unabhangige Potenzen 
von §§, teilbar sind. 
Es sei nun ®(z) ein beliebiger irreduzibler Faktor in (13) und $ 
das entsprechende Primideal, so daB nach (14) die Kongruenz 


(15) 2(0) = 0 moa (*-*)) 


5) Diese Bedingung kommt schon bei Hilbert vor. Man vgl. die Abhandlung in 
den Gétt. Nachrichten, S. 233. 
*) Man vgl. Ore II, Einleitung. 
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besteht. Wenn dann 
Z,, Zy, +005 Dey 


die Substitutionen der Zerlegungsgruppe und 
D = Wy, Wy, +++) Dey 


die entsprechenden konjugierten Zahlen zu @ sind, so folgen aus (15) die 
Kongruenzen 


© (o,) = 0(moa (*-4) (i=1,2,...,ef), 
woraus man ohne Schwierigkeit den folgenden Satz ableitet’): 


Satz 1. Wenn ®(x) ein irreduzibler Faktor in der Zerlegung (13) 
(mod p*) und 8 das entsprechende Primideal ist, so hat D(x) die Zer- 
legung 

@(x)=(x—a,)...(2—@,,) (mod Pee-), 
wobet w,...m,, gewisse der Wurzeln der Gleichung (12) sind. Die Zer- 
legungsgruppe ist die Gruppe der Vertauschungen dieser Wurzeln. 

Es sollen nun kurz die Eigenschaften des Zerlegungskérpers Kz erwahnt 


werden. In Kz zerfallt bekanntlich, wie man auch leicht aus diesen Unter- 
suchungen hatte ableiten kénnen, die Primzahl p in der folgenden Weise: 


(16) p=%20Dz2, (Bz,O2)=—1, Nz(¥z)—p, 
wahrend , in K die Zerlegung 
(17) Pe=B', nz (B)= Bz 


hat, wobei nz die Relativnorm in bezug auf Kz bezeichnet. 


Da nach (16) z ein Primideal ersten Grades ist, so wird jede Zahl 
in Kz(mod$z) kongruent einer rationalen Zahl, und da p genau die erste 
Potenz von fz enthalt, folgt leicht: 


Satz 2. Jede Zahl wz im Zerlegungskorper geniigt fiir ein beliebig 
hohes « einer Kongruenz 


wz = a(mod $7 = mod $**), 
wobet a rational ist. 

Die Zahl a hangt natiirlich von « ab. Da wir im folgenden die 
Zahlen in K nur fiir Moduln untersuchen werden, welche Potenzen von $ 
sind, kénnen wir dabei die Zahlen im Zerlegungskérper als rational 
voraussetzen. 

*) Man vgl. die Arbeit von F. Hiittig: Arithmetische Theorie eines Galoisschen 
Kérpers. Diss. Marburg 1907. 
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Bilden wir nun die Gleichung ®,(2)=0 e/f-ten Grades mit Koeffi- 


zienten in Kz, welcher eine Zahl w in K geniigt, so wird offenbar 
®, (x) = (4 — @,)... (2 — 7) 

und daher nach Satz 1 und Satz 2 
(18) ®, (x)= &(x)(mod Pz~’), 
wobei wie friiher ®(z) der rationale, (mod p*) irreduzible Faktor in (13) 
ist, dem ¥ entspricht. 

Zuletzt soll noch erwahnt werden, daB man die Zahl mw so wahlen 
kann, daB 
(19) @(x)=(x)*+pM(xz), M(x)+=0(modd p, y(2)) 
wird, wobei g(x) eine Primfunktion (mod) f-ten Grades ist. (Orel, 
Kap. 3, Satz 3). 


§ 3. 
Der Trigheitskérper. 

Es sollen weiter kurz die wichtigsten Eigenschaften der Tragheits- 
gruppe Gr und Tragheitskérper Ky; erwahnt werden. 

Es sei ®,(x)=0 die Gleichung in Kz ef-ten Grades, welcher eine 
beliebige Zahi w geniigt; nach (18) und (19) folgt, da8 man so wahlen 
kann, daB 
(20) ®,(x) = (x — w)*(x — w?)*... (x — w?!")*(mod $B) 
ist. Da nun Gp aus denjenigen Substitutionen 7’ besteht, wofiir immer 

T:w = w(mod§), 
erhalt man sofort aus (20): 


Wenn Z eine Substitution in Gz bezeichnet, welche m in w?(mod P) 
iiberfiihrt, so hat Gz die Form 


(21) Gz=Z'Gr (¢=0,1,...,f—1), 
wobei 
(22) Z'=T,, T,2=27,; 


T,, T,, T, bezeichnen Substitutionen in der Tragheitsgruppe. 

Der Tragheitskérper Ky ist ein Relativkérper f-ten Grades zu Kz, 
und das Primideal Pz in (16) hat in Ky die Zerlegung 
(23) $2=P8r, Nzr(Pr)=¥2. 


und daher ist in K 


Pr — 9°, ng (P) = ¥r. 

















Arithmetische Theorie der Galoisschen Kérper. 657 


Es folgt hieraus, was wir fiir die spaitere Anwendung bemerken, daB 
das Primideal $7 in jedem Kérper zwischen Ky und K in gleiche Prim- 
ideale ersten Grades in bezug auf Ky zerfallen muB. 

Aus der Primidealzerlegung (23) folgt, daB Ky ein Gradkérper f-ten 
Grades in bezug auf Kz ist, und man leitet daraus die folgenden Tat- 
sachen ab‘): 

Satz 3. Man kann eine Zahl « im Trdgheitskérper so bestimmen, 
daB t+ eine primitive Wurzel der Kongruenz 


(24) a?!" = 1 (mod $**) 
ist, wobei « beliebig groB gewdhit werden kann. Durch die Substitution 
Z in Gz geht t in t?(mod B*") aber. 

Die Bezeichnung primitiv in diesem Satze bedeutet, daB p/-' der 
kleinste Exponent ist, wofiir t einer Kongruenz (24) geniigt. 

Fiir jede nicht durch § teilbare Zahl w in K besteht dann eine 
Kongruenz 

w = t*(mod§), 

und wenn 2 eine Primzahl in K in bezug auf § bezeichnet, d. h. eine 


Zahl, welche genau die erste Potenz von § enthialt, so laBt sich w immer 
in der Form 


w =a,(t)+a,(t)a+...+a,_,(1t)a*-1(mod $**) 
darstellen, wobei alle a,(t) Zahlen in Ky sind. Die Primzahl 2 geniigt 
in Ky einer Gleichung Fr(x)=0 e-ten Grades, wo Fr(x) die Form 
(25) Fp(x) = 2¢+ pe,(r)z*-*+...+ pe,(t)(mod R**) 
hat, und wo c,(rt)==0(mod§). 
§ 4 
Der regulaire Fall. 


Wir werden nun den regularen Fall erledigen, wo die Ordnungszahl e 
nicht durch p teilbar ist. Nach § 1 folgt, daB in diesem Falle die erste 
Verzweigungsgruppe Gy, gleich der Einheitsgruppe ist, so daB der erste 
Verzweigungské:per Ky, mit K identisch ist. Wir hatten dies auch leicht 
aus den folgenden Untersuchungen ableiten kénnen. 


Nach (25) geniigt die Primzahl der Kongruenz 
x* + pe,(t) = 0(mod B***), 
c,(t) = t*(mod $) 


*) Man vgl. Ore II, Kap. I, § 1 oder K. Hensel, loc. cit. Kap. 8, §§ 2—4. 
Mathematische Annalen. 100. 42 


oder wenn 
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ist, erhalt man 
(26) a*-+ pt* = 0(mod $**"). 
Wenn daher $°*” die héchste Potenz von § ist, wofiir die Kongruenz (26) 
besteht, kann man 
(27) n° -+ pt* =2**+? w(mod R**’*") 
setzeu. Wir werden nun aber zeigen, da8 man eine neue Primzahl x’ in K 
so bestimmen kann, da die Kongruenz (26) auch mindestens (mod $°*’*") 
besteht. Man braucht nur 2’=2(1-+,2”) zu setzen und erhilt zur 
Bestimmung von @, 
n+ pr*=2*(1 +e, 2’) + pr* = 0(mod R**’*") 
oder nach (27) 
ew, + @ =0(mod§$), 

woraus , immer bestimmt werden kann. Wir haben daher bewiesen*): 
Man kann die Primzahl x so wahlen, daB sie einer binomischen Konaruenz 
(28) zt + pr® = 0 (mod 8") 
fiir ein beliebig hohes, festes « geniigt. 

Die Kongruenz (28) hat offenbar e verschiedene Wurzeln, welche man 
erhalt, wenn man auf a die Substitutionen in Gp ausiibt. Die Form dieser 


Wurzeln ist einfach bestimmbar; denn wenn z’ eine von a verschiedene 
Wurzel von (28) ist, so folgt 


(=) = (mod B**~”), 


und daner hat die Kongruenz 
(29) xz* = 1(mod $°*) 
fiir ein beliebig hohes a genau e verschiedene Wurzeln. Dies ist aber be- 


kanntlich nur dann méglich, wenn e ein Teiler von p/— 1 ist, und wir haben 
daher die Hilbertsche Bedingung abgeleitet: 

Wenn e==0(modp) ist, besteht im Galoisschen Korper fiir jedes 
Primideal die Bedingung 
(30) p!'—1=0(mode). 





Pes 
Nach (30) kénnen wir b= P - ; setzen, wo 6b ganz ist, und die 
Wurzeln der Kongruenz (29) sind 


es 
1, s®, 2%, ..., 29 -3-%, 


*) Man vgi. K. Hensel, loc. cit. Kap. 8, § 6. 
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und die Kongruenz (28) hat folglich die Wurzeln 
n,t°n,..., r?!-1-b x, 
Wenn daher 7 eine Substitution in Gp ist, welche x in tr’ 2(mod 8**) 
iiberfiihrt, so wird 7*—1, und man hat 
Grp =T' (j=0,1,...,e—1). 
Wendet man aber auf a eine Substitution Z in Gp an, wobei Z nach 
Satz 3 die Zahl rt in t® iiberfiihrt, so sei 
(31) n’ = Z:2 =t'a(mod *) 
gesetzt. Die Zahl 2’ geniigt nach (28) der Kongruenz 
n’*+ pr?* = 0 (mod $**), 
woraus nach (31) 
nt + pre-e = O(mod B**) 
folgt, und diese Kongruenz ist nur dann in K lésbar, wenn 
pa —ed=a(mod pf — 1) 
oder 
i ais a(p—1) 


eine ganze Zahl ist. i 


Satz 4. Im reguldren Falle, e3=0(modp), kann man das volle 
Restsystem (mod $**) in K erhalten, wenn man die Wurzel einer bino- 
mischen Kongruenz 





(32) x? + pr* = 0(mod $*") 

zum Tragheitskérper adjungiert. Dabei miissen die Zahlen 
pe aed 

(33) pant, 1 Se 

ganz sein. 


Aus der Normalkongruenz (32) leitet man sofort die Konstitution der 
ganzen Verzweigungsgruppe im reguliren Falle ab. Nach (21) folgt sofort 
Gz=Z'T' (¢=0,1,...,f—1, 7=0,1,...,e—1). 
Nach (22) ist hier Z‘ eine Substitution in Gy, die wir einfach bestimmen 
kénnen. Aus (31) folgt durch Wiederholung 
ef=3, 
(34) Z':n= at ?-1 (mod $*) 
oder wenn man den Wert (33) fiir 4, ¢ = / in (34) einfiihrt, erhalt man 
Z' :2 = nt (mod $°), 
so daB Z‘— 7% sein muB. Dadurch ist auch die gruppentheoretische Be- 
deutung der Konstante a in (32) erklart. 


42* 
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Weiter folgt leicht 
Z*:n=at~*?!' (mod 8"), 
so daB 
Z2°7TZ:2=20" =T" : x(mod $*) 
wird. Wir fassen diese Resultate in dem folgenden Satze zusammen: 
Satz 5. Im reguldren Falle ist die Zerlegungsgruppe vom Typus 


Gg=2'T' (s=0,1,...,f—1, j=0,1,...,e—1), 
wobet 
Zal™, T=1, Z'TZ=7, 
und a die in Satz 4 vorkommende Konstante ist, und daher 

p!'—1=a(p—1)=0(mode). 


§ 5. 
Der Regularkérper. 
Wir gehen nun zum schwierigeren Falle iiber, wo e durch p teilbar 
ist, und setzen 
€= ep", e+ 0 (mod p). 
Die Verzweigungsgruppe Gy, hat in diesem Falle die Ordnung p*, und 
der erste Verzweigungskérper Ky, ist ein Relativkérper vom Grade e, zum 
Tragheitskérper. Nach einer friiheren Bemerkung mu dann das Primideal 
Br in (23) die Zerlegung 


(35) P$r=Fr,, Nov, (Pv,) = Sr 
haben, und weiter ist 
Pr,=B",  ny,(B) = ¥r,. 

Da nach (35) die Primzahl p in Ky, regular ist, werden wir im 
folgenden Ky, = K, setzen, und K, als Regularkérper bezeichnen. 

Ks sei nun a, eine Primzahl in K,, d. h. eine Zahl, welche genau 
die erste Potenz von %, = $y, enthalt. Dann kann man nach § 4 die 
Zahl x, so wahlen, daB sie einer Kongruenz 

a + pt™ = 0 (mod $5") 
geniigt, und genau wie in § 4 leitet man den folgenden Satz ab: 


Satz 6. Man kann die Primzahl x, im Regularkorper so bestim- 
men, dag x, der Kongruenz 


(36) 2° + pr” = 0 (mod 8°") 

fiir ein beliebig hohes « geniigt; dabei miissen auch die Zahlen 
es — %(P—1) 

(37) ee Oe 


ganz sein. 
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Wenn 6, = (p — 1, e,) ist, kann man statt der letzten Bedingung (37) 
ins £0 
schreiben. mee. 24 i) 
Die Wurzeln der Kongruenz (36) sind 
(38) gy TP Migs . +05 1P!-1-boz, , 
wahrend x, durch die Substitution Z in t+, (mod 8°") iibergeht. 
Jede Zahl in K kann in der Form 
wo = A+ AM at .., + AY x” (mod 8%) 
dargestellt werden, wo die Koeffizienten Aj” Zahlen im Regularkérper 


sind. Die Primzahl 2 geniigt in K, einer Gleichung F,(x)=0 p*-ten 
Grades, wo 


(39) PF, (x) = 2" + 2,00 2? +... +2, 02 (mod B**) 


und Cy? == 0(mod §,). Bildet man die Gleichung einer anderen Prim- 
zahl 2’ = at’, so kann man offenbar den Exponenten 8 so wahlen, dab 


(40) of = —1(mod 8) 


ist. Wir werden im folgenden immer voraussetzen, daB diese Bedingung 
erfiillt ist. 


Dann wird nach (39) 
a) = 2” (mod R”"**), 
und es folgt sofort, daB, wenn 7 die Zahl x, in x,t iiberfiihrt, so wird 


Z:n2=at’, T:2=at" (mod §°), 
wobei : 
A'=A,p-*, b' =b,p-* (mod pf — 1). 


Wie in § 4 beweist man das Analogon zum Satz 5: 
-Satz 7. Die Zerlegungsgruppe hat den Typus 
Gz=Z'T'Gy, (¢s=0,1,...,f—1, j=0,1,...,e--1), 
wobet 
Z=T°V, T*e=V, ZTZ=T Vy. 
Die Substitutionen V\", VS, Vi? sind alle in der ersten Verzweigungs- 
gruppe Gy, enthalten. 
Man kénnte auch zutiigen, daB 
V9Z=Z2V., Vy T=TV, 


ist, indem Gy, ein Normalteiler von Gz und Gr ist. 











| 
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§ 6. 
Die Einheitswurzeln (mod $°*). 
Wir sollen zuletzt, fiir eine spitere Anwendung, einen Satz iiber die 
Kinbeitswurzeln in K beweisen. Wir sagen, daB eine Zahl «, eine Ein- 
heitswurzel (mod $**) ist, wenn «, einer Kongruenz 


(41) x*—1=0 (mod $**) 


geniigt. Fiir mehrere wichtige Probleme der Arithmetik der algebraischen 
Kérper ist es von Bedeutung, zu wissen, welche Einheitswurzeln (mod $** ) 
im Kérper vorkommen. 

Aus Satz 3 folgt, daB die Kongruenz (41) sicher lésbar ist, wenn q 
ein Teiler von p/—1 ist. Nach einer Bemerkung, die man Hensel '°) ver- 
dankt, folgt, daB die Kongruenz (41) sonst nur in dem Falle eine Lésung 
haben kann, wo g eine Potenz von p ist. 

Mittels der hier gewonnenen Resultate kann man einfach die notwen- 
dige und hinreichende Bedingung dafiir angeben, daB K eine p-te Ein- 
heitswurzel enthalt. Spiater soll auch die allgemeine Bedingung fiir eine 
p’-te Einheitswurzel (mod 8°") aufgestellt werden. 

Wenn die Kongruenz 


2? —1 = 0 (mod $**) 


eine Lésung ¢,+ 1 hat, kann men e,—1-+ 7, setzen, und erhalt zur 
Bestimmung von 7, 


ns *+(?)nd*+...+ p= 0 (mod $**). 


Wie in § 4 zeigt man, daB diese Kongruenz dann und nur dann lésbar 
ist, wenn die Kongruenz 

(42) n3-* + p = 0 (mod B**") 

lésbar ist, was die von Wahlin**) und Hensel **) aufgestellte Bedingung -ist. 


Bei den Galoisschen Kérpern kann man aber eine noch einfachere 
Bedingung erhalten. Aus (42) folgt sofort, daB e und somit auch e, durch 
p —1 teilbar sein mu®, und man kann daher 


oa Wg? i (med g?-i**) 


%) K. Hensel, Die multiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen fiir den 
Bereich eines beliebigen Primteilers. Journ. f. Math. 146 (1916), 8. 189—215, § 5. 

11) G. E. Wahlin, The Equation z*—A=0(p). Journ. f. Math 145 (1915), 
8. 114—188, § 3. 

2) Man vgl. die eben zitierte Arbeit von Hensel, § 5. 
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setzen, woraus man leicht nach Satz 6 zur Bestimmung von a’ 
a, = — (p — 1)a’ (mod pf — 1) 
erhalt. Dies zeigt, daB a, durch p —1 teilbar sein muB, und daB 


ist, wobei 





p—i 
gesetzt wird. Wir haben daher bewiesen: 

Satz 8. Die notwendige und hinreichende Bedingung, dafB K eine 
p-te Hinheitswurzel (mod 5°") enthdlt, ist 

@&=0, a,=0 (mod p—1), 

wobet a, die in der Normalkongruenz (36) vorkommende Konstante ist. 

Wie man leicht sieht, sind die p Einheitswurzeln im Regularkérper 
enthalten, und weiter 


o_o fe _t 
6? = 1, el” x l1+r es ar e142 a, ‘ain 
€ 
( wed g?-t”) , 
Kapitel 2. 
Hilfssatze iiber irregulire Relativkérper vom Primzahlgrade. 
§ 1. 


Bestimmung der Relativdifferente. 


Fiir die weiteren Untersuchungen sind einige Hilfssitze iiber irregu- 
lare Kérper vom Relativgrade p notwendig, und diese sollen nun hier 
aufgestellt werden. 

Es sei & ein beliebiger Kérper, und XK ein Relativkérper zu k vom 
Relativgrade p, wobei wie friiher p eine Primzahl bezeichnet. Weiter sei 
p ein beliebiger Primidealteiler von p in k, so daB man 


(1) p=ptq, N(p)=pl 
hat; die Zahl + in & kann dann immer so gewahlt werden, daB 
t?’ — 1 = 0 (mod p**), 


und jede nicht durch p teilbare Zahl in k ist (mod p) kongruent einer 
Potenz von t. Es soll nun vorausgesetzt werden, daB das Primideal p 
in K eine Primidealzerlegung von der Form 


(2) p=", N,(B)—p 
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hat, so daB das Primideal $ die Relativordnung p und Relativgrad 1 
hat. Weiter sei x, eine Primzahl in bezug auf p in &, und a eine Prim- 
zahl in bezug auf § in K. 

Es folgt dann leicht, daB die Zahl 2 fiir ein beliebig hohes @ einer 
Kongruenz **) 


(3) f(z) = 2” + aya,_,2”-* +... + ao¢, = 0 (mod $*) 
geniigt, wobei die Zahlen «, alle in & enthalten sind, und wo weiter 
a = —1 (mod p) vorausgesetzt werden kann. Wenn der Koeffizient a, 


genau durch p*‘ teilbar ist, kann man 
«, = m9‘; (mod p*) 
setzen, wobei £;== 0 (mod p) ist, und die Kongruenz (3) nimmt dann 
die Form 
(4) f(z) =a2?+ aed ie +...+227* 8 2+ 2p, =0 


(mod $*) 
an. 


Bei diesen Untersuchungen spielt die Relativdifferente ) von K in 
bezug auf k eine wichtige Rolle. Aus einem allgemeinen Satze folgt, dab 
b genau durch $?~*** teilbar ist, wobei ich 9 die relative Supplement- 
zahl von $ in bezug auf k genannt habe. Aus der Dedekind-Henselschen 
Ungleichung fiir Relativkérper folgt dann 
(5) 1Se Sep. 

Wie wir sehen werden, fallen die folgenden Untersuchungen in zwei Teile, 
je nachdem o den Maximalwert pe hat, oder 0 < pe ist. 

Die Zahl f’ (x) enthalt genau dieselbe Potenz von § wie die Relativ- 
differente }, und man kann daraus die Supplementzahl 9 bestimmen. 
Differentiiert man ein Glied x*'*’£,2*, in (4) erhalt man fir «= 2 


atl p i-1 
tay pix, 


und wenn i < p ist, wird diese Zahl genau durch %?~**%?** teilbar. Das 
erste Glied x? ergibt bei der Differentiation die Zahl px?-!, welche genau 
durch R?~**?* teilbar ist. 

Wenn daher fiir alle ¢ 
(6) ap +t> pe (¢=1,2,...,p—1), 
so wird g den Maximalwert ep haben. Wenn dagegen die Ungleichung 
(6) nicht fiir alle ¢ richtig bleibt, so sei a.p-+r der kleinste Wert von 
a,p +4. Dann ist offenbar 
(7) o=ap+r. 

Wir werden nun die beiden Fille getrennt behandeln. 


3) Fiir die folgenden Resultate muB8 ich auf Ore, I u. II verweisen. 
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§ 2. 
Der binomische Fall: 9 = ep. 
Wenn 0 = ep ist, so soll gezeigt werden, daB man die Primzahl 2 


so wahlen kann, da8 die Kongruenz (4) sich auf eine einfache Normal- 
form reduziert. 


Nach (6) geniigt die Zahl a in diesem Falle der Kongruenz 
(8) n” + mB, = 0 (mod B?¢*”**), 


und es sei $”°*"*” die héchste Potenz von $8, wofiir diese Kongruenz 
besteht, so daB man 


(9) x” + Bo = aw?" (mod reeenee) 


setzen kann, wobei w, == 0 (mod) als eine Zahl in k vorausgesetzt 
werden kann. 


Wir zeigen nun, da8 man eine neue Zahl 
(10) a’ =a2(1+ o,27) 
in K so bestimmen kann, daB z’ auch fiir die héhore Potenz aerserrvs 


einer binomischen Kongruenz (8) geniigt, wobei aber im allgemeinen die 
Konstante f, einen anderen Wert hat. 


Um dies zu beweisen, multiplizieren wir die Kongruenz (9) mit 
(1+ @,2”)” und erhalten nach (10) 
nx’? + 2, B,(1+ w, 2")? = w,2* (mod $**"), 


wobei der Kiirze wegen k = (e+ 1)p-+-y geschrieben worden ist. Fiihrt 
man hier die Potenzierung aus, kommt 


n’? + Mo By + Xo byw? x”? + @,% phyx’ = wn" (mod pt). 


Da die beiden Glieder w,2* und w,2,p 8,2” dieselbe Potenz von ¥ ent- 
halten, kann man offenbar w, in & so bestimmen, daB 


w, 1 By px” = w,2* (mod R***), 
und wir erhalten daher 
1’? + 29 By + %homi x”? = 0 (mod B**"), 
oder da nach (9) 


a” = — a, Bp (mod $*) 
ist, erhalt man sicher 


5 1 
Mo By wy x”? = + m)*' By” wy (mod B***), 


wo das rechtsstehende Glied in & enthalten ist, und die gewiinschte Kon- 
gruenz fiir x’ wird daher 


x’? + My bolt wy 74 Be) = 0 (mod pg *). 











666 0. Ore. 


Wie wir sehen, kénnen wir in der Kongruenz fiir 2’ dasselbe £, wie 
in (8) anwenden, sobald 
p+yp>plet+l)+y7 
oder 
pe 2 
v2(F5)+1=[pal+1 
ist. 

Satz 1. Wenn die Supplementzahl o den Mazximalwert pe hat, kann 
man fiir ein beliebig hohes « eine solche Primzahl x in K finden, dag 
a einer binomischen Kongruenz 
(11) x? + 2, B, = 0 (mod %*) 


Man kann dabei auch annehmen, daS f, die Form 
My By = My + MyM +... +a, 2, 
hat, wobei yS e+1+ . [ul ist. 

Zuletzt soll auch noch untersucht werden, ob man mehrere Prim- 
zahlen x in K bestimmen kann, welche binomische Normalkongruenzen 
geniigen, d. h. ob man eine andere Primzahl 2’ in K finden kann, so daB 
x’ einer binomischen Kongruenz 


(12) x” + 2B, =0 (mod ¥*) 
geniigt. 

Man kann dann 
(13) x’ = 2(a,-+ Az’) 


setzen, wobei «,==0 (mod p) eine Zahl in & ist, wahrend A= 0 (mod $) 
eine Zahl in K ist. Weiter kann man dabei voraussetzen, daB y nicht 
durch p teilbar ist. Denn ware y = py,, wiirde man aus der Kongruenz 
(11) fir a 
a” == + Bo‘ x,’ (mod B") 
erhalten, und wenn dies in (13) eingesetzt wiirde, kénnte man ein neues 
«, so wahlen, daB y einen héheren Wert habe. 
Nimmt man nun in (13) die p-te Potenz von x’, erhalt man 


x? a= — mt By = — Boo (% + Ax” )” (mod B*) 
und folglich ist ’ 
(14) (a, + Ax’)? =a? + Ax’? + pad An’+... 


eine Zahl in k (mod $*). 
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Wenn nun 


n’A=y.2'+y,2"** +... (mod §*) 
ist, so wird 


a? A? = Pn? 4 y? at? 4... (mod BP*??*) 
oder wenn man aus (11) den Wert von x? einfiihrt, erhilt man 
x”? A? = yu, (mod °?*??**), 
wobei yw, eine Zahl in & ist. Aus (14) erhalt man dann, daB die Zahl 
par-'An’ +... (mod $°?*??**) 


kongruent einer Zahl in k& sein muB, und dies ist sicher nicht méglich, 
indem y nach unserer Voraussetzung nicht durch p teilbar ist. Nach (13) 
erhalten wir folglich 2’ = a,z. 

Satz 2. He sei o—ep und weiter x eine Primzahl in K, welche 
der Normalkongruenz (11) geniigt. Jede andere Primzahl x’, welche einer 
binomischen Kongruenz geniigt, hat dann die Form x'=«a,2, wo a, eine 
Zahl in k ist, und die entsprechende Normalkongruenz ist daher 


x” + a? Bn, = 0 (mod $*). 


§ 3. 
Der trinomische Fall: 9 < pe. 


Wir gehen nun zu dem schwierigeren Falle iiber, wo 
1So<pe 


ist, und wie wir sehen werden, sind die Verhaltnisse dabei etwas ver- 
wickelter, indem die Normalkongruenz nicht binomisch, sondern trinomisch 
wird. 

Wenn @ die Form (7) hat, so folgt sofort aus (4), wenn z= a2 ge- 
setzt wird 

n? re mort? B nt re Bo %o = 0 (mod rr"), 
oder wenn 
a,=c, cep+r=e, f,=t?(mod $) 


gesetzt wird, kann man die Kongruenz in der Form 
(15) x? + ng**2hn" + Bam, = 0 (mod B?*¢**) 
schreiben. 

Es sei nun 


k=p(e+l)+r+y=pt+ety 
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der gréBte Exponent, wofiir die Kongruenz (15) besteht, so daB man 
(16) x? + atts a’ 4+ 8 2, = wn" (mod B**") 

setzen kann. Es soll dann wie friiher gezeigt werden, daB man eine neue 
Primzahl 

(17) n’ =2(1+o,2") 


so bestimmen kann, da8 fiir x’ eine trinomische Kongruenz (15) auch fiir 
den hdheren Modul $*** bestehen wird, wobei aber im allgemeinen die 
Konstante f, einen anderen Wert haben wird. Wenn man nimlich die 
Kongruenz (16) mit (1+ ,2”)” multipliziert, erhalt man nach (17) 


(18) n'? + nett, . n’ (1+ ,2")?~ "+ 258, (1 + ,2’)? =a,2" 


(mod g**"), 

Wir werden nun diese Kongruenz wesentlich reduzieren; es ist offenbar 

(19) nttt, b a" (1+, “ 1)? a atten’? + att! ey (p —r)t'x y+r 
(mod **"), 

und wir werden nun @, dadurch bestimmen, daB 

(20) my"! @,(p — 1) t°n”*" = wx" (mod $***) 


gesetzt wird. Dies ist natiirlich immer méglich, indem beide Seiten die- 
selbe Potenz von $% enthalten. Wird nun (20) in (19) eingefiihrt, erhalt 
man nach (18) die einfachere Kongruenz fiir 2’ 


(21) x’? + motte?" + 2, By (1+ , 2")? = 0 (mod R**"). 
Nach der Voraussetzung iiber 9 ist aber 
By (1 + w, 2") = 2,8, + 28,0? 2’” (mod R**"). 
und nach (16) ache leicht 
1? = + B7n?** (mod B**), 


% By (1+ w, 2")? = mo (1 + wy Bj 2) (mod B**") 
wird. Nach (21) erhalt man daraus die gewiinschte trinomische Kon- 
gruenz fiir 2’ 
(22)? + ag" tha" + myBo(l & wf By mg) = 0 (mod B*"). 


Wie man sieht, kann man in (22) dasselbe 8, wie in (15) anwen- 
den, sobald 


so dai 


rpPt+p>pt+ety 


yelp 


oder 


ist 
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Satz 3. Wenn die Supplemenizahl die Form 
e=cp+r<ep, lirsp—-1 
hat, kann man fiir ein beliebig hohes « eine Primzahl x in K bestimmen, 
welche einer trinomischen Normalkongruenz 
(23) a? + a6t*7? 2’ + mB, = 0 (mod $*) 


gentigt. 
Dabei kann man auch wie friher annehmen, da8 2,8, die Form 
Ny By = My + Wy 75 +...4+ &, 7, 
hat, wobei » < 1+ ; [2% ist. 

Wir werden nun auch in diesem Falle untersuchen, welche andere 
Primzahlen in K einer trinomischen Normalkongruenz geniigen kénnen, 
und welche Form die entsprechende Kongruenz hat. Diese Untersuchung 
ist fiir die spitere Anwendung auf Galoissche Kérper besonders wichtig. 

Wir nehmen also an, da eine Kongruenz 


(24) a? + notte? y’ 2” + Bi a, = 0 (mod B*) 


fiir ein beliebig hohes « lésbar sei; dabei kann man auch voraussetzen, 
daB 

By = Yo = 1 (mod p) 
ist. Wie man aber leicht sieht, ist es in diesem Falle méglich, eine Zahl 
7% in & so zu bestimmen, daB y)~" = y} (mod $8"), und wenn man dann 


in (24) y,2 an der Stelle von 2 schreibt, erhilt man eine Kongruenz 
von der einfacheren Form 


(25) a” + ott 7” 2" +. Bi x, = 0 (mod §*). 


Wir werden also untersuchen, wann diese Kongruenz eine Lésung 
besitzt, wenn man schon wei, daB die Kongruenz (23) in K lésbar ist, 
und die Wurzel 2 hat. 


Es folgt leicht, daB eine Lésung von (25) die Form 
(26) nx’ =2(1+ Az’) (mod§$*), yoal 


haben muB, wobei A==0(mod) vorausgesetzt wird. Daraus erhalt man 
sofort 


(27) a? =n? + A? nt? (mod BP?*?*?), 
Wird hier 
Aarti= A,r! 4- A, nit? +.. .(mod $*) 
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gesetzt, so leitet man weiter die Kongruenz 
A? nt*? = AZ x? Ot? 4 AP x? "*" + ... (mod R°?*? r+) 
ab, und da sicher py+12>p-+y ist, besteht diese Kongruenz auch 
(mod %°?*?*?**). Nach der Definition von x ist aber 
nP rth =+ ai** p2** (mod B? tet +? ) 


piy+2) y+2 pyt+2 Ptet(y+)p 
a =+2%) > (mod ) 


so da8 man zuletzt fiir A? 2”*”” die Kongruenz 
(28) A? nt? -_ ai** uw, (mod R?*¢*?**) 
erhalt, wobei 4, eine Zahl in k ist. 

Wird nun (28) in (27) eingesetzt, so folgt 

an”? = x” + n3** wu, (mod B?*¢*"*"), 

und wenn hier die Werte von 2’? und 2’ nach (25) und (23) eingefiihrt 
werden, gewinnt man die wichtige Kongruenz 
(29) Bo— By = g(x” — 2" a") — 296 uy (mod B°*”**), 
wodurch die Verbindung zwischen £, und £; bestimmt ist. 

Die Kongruenz (29) zeigt, daB die Zahl 

gx’ 4 t” x’ (mod grtrtt) 
kongruent einer Zahil in & sein mu8, und dies ist nach (26) nur dann 
méglich, wenn 6 == b’ ist. Weiter mu8 daher 
n’(1+ Az’)’ —x2*(mod B"*’**) 

eine Zahl in & sein, woraus man sofort den SchluB zieht, daB 
a+r A(mod "*"*") eine Zahl in & ist. Dies ist aber offenbar nur dann 
méglich, wenn die Bedingung r+ y = 0(modp) erfiillt ist. 

Wird nun b= 6’, r+y=py, in (29) eingefiihrt, so folgt nach einer 
leichten Umformung 

Bo = By — 75 fy — 25°” ¥(mod B°*"**), 

wobei », eine Zahl in & ist. Wie man leicht sieht, ist hier y > c+ y, so- 
lange y < [5%] ist, und nach einer friiheren Bemerkung kann man immer 
dies vorausse en. 

Satz 4. Wenn eine trinomische Normalkongruenz | 


(30) 2? + ap**t” 2” + pom, = 0(mod $*) 
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gleichzeitig mit der Kongruenz (23) in K lésbar sein soll, so mu b’ = b 
sein, und wenn 


Bo — By = 7%) %, &, == 0(mod p), r<([5%q] 


ist, so muB die Bedingung y-+-r=0O(modp) erfillt sein. Die Lésung 
der Kongruenz (30) wird dann die Form xn’ =2(1-+ Az’) haben. 


§ 4. 
Anwendung auf relativ-zyklische Kérper. 

Im folgenden werden wir diese Resultate iiberhaupt nur in dem Falle 
anwenden, wo der Kérper K ein relativ-zyklischer in bezug auf k ist, und 
es soll daher dieser Fall mehr eingehend behandelt werden. 

Wir betrachten zunachst den binomischen Fall, wo 9 = ep ist. Wenn 
dann XK in bezug auf & relativ-zyklisch ist, mu8 die Normalkongruenz 


(31) x? + Ba, = 0(mod ") 
auBer x noch p—1 andere Wurzeln in K besitzen. Die Bedingung dafiir 


kénnen wir aber leicht ableiten. Wenn namlich x’ eine von x verschiedene 
Wurzel von (31) ist, so folgt sofort 


(2 = 1 (moa), 
und K mu8 daher die p-ten EKinheitswurzeln (mod $*) enthalten. Wir 
haben daher bewiesen: 

Satz 5. Die notwendige und hinreichende Bedingung, daB die Kon- 
gruenz (31) p Wurzeln in K besitzt, ist, daB K eine primitive p-te Hin- 
heitswurzel (mod 3“) enthalt. 

Wenn « eine Lésung der Kongruenz 

z? —1=0(mod$"*) 
ist, so sind die Wurzeln von (31) durch 
m, en, en*,..., e? 12 


gegeben. Wie in Kap. 1, § 6 folgt leicht, daB die Zahl e durch p—1 
teilbar sein muB, so da8 

will: tien sea 

Ss¥.. upss 
eine ganze Zahl ist. Weiter soll noch bemerkt werden, daB nach Kap. 2, 
§ 2 kann die Zahl a, 8, in (31) eindeutig in der Form 





@eo 1 e 
(32) My By = My +eeasi+...+¢ 7" xg 
geschrieben werden, wobei natiirlich einige Glieder fehlen kénnen. 








672 | ©. Ore. 


Zuletzt soll noch der trinomische Fall behandelt werden. Wir schreiben 
im folgenden die Normalkongruenz in einer leicht abgednderten Form 


(33) f(x) = 2? — eos? 2” — nq by = 0(mod B*), 
und es soll daher untersucht werden, wann diese Kongruenz p Wurzeln 
in K hat 


Wenn 2’ eine von a verschiedene Lésung ist, kann man 2’ =2- A 
setzen, und erhalt zur Bestimmung von A die Kongruenz 


(34) a? Farts .., +0) = 0 (moa), 
und diese Kongruenz mu8 dann p—1 Wurzeln in K besitzen. In (34) 
ist allgemein ein Koeffizient f®(2) durch %”*°~* oder eine héhere Potenz 
von §§ teilbar, wahrend f’(2) genau durch %”*°~* teilbar ist. 
Es folgt daher, daB A durch § teilbar sein mu8, und wenn A genau 
die Potenz 8” enthilt, so zeigt man leicht, daB » aus der Bedingung 
»(p—1)=p—1l+e 
bestimmt wird. Daraus folgt, daB die Supplementzahl 9 durch p — 1 teilbar 
ist, so daB man 
_ mS 
y=1+ >- 
setzen kann. 
Aus (34) erhalt man dann 


(35) A?~* +. f’(x) = 0(mod R?**), 


und wie man durch Induktion zeigen kann, wird die Kongruenz (34) fiir 
alle « in K lésbar, und hat p—1 Wurzeln, sobald die Kongruenz (35) 
diese Eigenschaft hat. 


Es ist aber nach (33) 
f(x) = — tonsa’! = — 1’ nt?" (mod B”**), 
und wenn man weiter 
A=t' 2" (mod $”**) 
setzt, nimmt die Kongruenz (35) die einfachere Form 
ers ppte-+ = t’ _P+e-1 (mod Bre) 


an. Wenn aber diese Kongruenz lésbar sein soll, mu8 b durch p—1 teilbar 
sein, und die p— 1 Werte von 4 sind durch 


l= al mod 21) 





bestimmt. 
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Satz 6. Die notwendige und hinreichende Bedingung, daB die Kon- 


gruenz 
1 r f a 
2? — = tm x — mt By = (mod *) 
p Wurzeln in K haben soll, ist durch 
o=cp+r=0, b = 0(mod p — 1) 
gegeben. 
Wie man leicht sieht, haben dann die Wurzeln die Form 
> b 


(36) a,n+r?-* n’,a+22?"' 2”, tee (mod 8”**), 


wo wie friiher y= 1 +2 gesetzt worden ist. Weiter folgt auch wie 


friher, daB man in der Normalkongruenz f, in der Form (32) dar- 


stellen kann. 


(Eingegangen am 23. 1. 1928.) 
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Uber die Automorphismen einer endlichen 
Abelschen Gruppe. 


Von 
Kenjiro Shoda in Géttingen. 





In der folgenden Arbeit soll die Automorphismengruppe einer endlichen 
Abelschen Gruppe untersucht werden’). Die Gesamtheit der einstufigen 
und mehrstufigen isomorphen Abbildungen einer endlichen Abelschen Gruppe 
W in sich (d. h. die der Automorphismen von & im iiblichen Sinne und 
der Abbildungen von & in ihre homomorphen Untergruppen, die ich auch 
Automorphismen nenne) bildet bei passender Definition der Verkniipfungen 
einen Ring (Automorphismenring)*). Ein Automorphismus heiSt eigentlich 
oder uneigentlich, je nachdem die Abbildung einstufig oder mehrstufig ist. 


*) Dieses Thema verdanke ich Fri. E. Noether. Ich danke ihr fiir eine Reihe 
von Bemerkungen, die sie mir mitgeteilt hat. 

*) Nachtriglich bemerke ich, daB der Begriff des Automorphismenrings sich schon 
in Arbeiten von Herrn A, Chatelet findet: Comptes Rendus 175, S. 85; 177, 8. 729. 
Vgl. seine zusammenfassende Darstellung, Les groupes abéliens finis et les modules de 
points entiers, Lille 1925, besonders Kap. IV und VIL. Dort wird der Automorphismen- 
ring eingefiihrt als eine Menge von ganzzahligen Matrizen X, die modulo einer durch 
die Abelsche Gruppe eindeutig bestimmten Matrix F betrachtet werden. Dabei durch- 
lauft X alle mit F semi-vertauschbare Matrizen, d.h. F X= X’ F, wobei die ganz. 
zahlige Matrix X’ nicht notwendig zur Menge der X zu gehéren braucht. Bei der in 


Pt Ae, 
unserer Arbeit zugrundegelegten Elementarteiler-Normalform wird r-( ”. : 
" ptm 


und die an (la) und (1b) § 2 anschlieBende Formel F, X = X’ F, geht fir d=0 in 
die Definition von Herrn A, Chatelet iiber. Vgl. die entsprechende Definition des Rings, 
der aus der Gesamtheit der mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen besteht. (Frobenius, 
Uber die mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen, Sitzungsberichte der Akad. der Wiss. 
zu Berlin, 1910, § 1.) Dort hat Frobenius die mit der Elementarteiler-Normalform der 
charakteristischen Matrix semi-vertauschbaren ganzen Matrizen betrachtet. Zum Zu- 
sammenhang dieser Definition mit dem Aut phi ing vgl. den Schlu8 der Ein- 
leitung der vorliegenden Arbeit. 
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Die Gesamtheit der eigentlichen Automorphismen von & bildet eine Gruppe 
(Automorphismengruppe). Wenn man eine Abelsche Gruppe W& als das 
direkte Produkt der Abelschen Gruppen W; darstellt, deren Ordnungen 
Potenzen verschiedener Primzahlen sind, so ist der Automorphismenring o 
bzw. die Automorphismengruppe G von &% die direkte Summe bzw. das 
direkte Produkt derjenigen der einzelnen Abelschen Gruppen Y,;. Daher 
betrachte ich eine Abelsche Gruppe &, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 
ist (§ 1). Man kann den Automorphismenring o durch zwei den Reihen 
aus charakteristischen Untergruppen von % entsprechende Reihen von zwei- 
seitigen Idealen in o genau untersuchen (§ 2). Vermége dieser Reihen 
von Idealen kann man durch Strahlbildung (d. h. durch Durchschnittbildung 
der Automorphismengruppe mit der jeweiligen Restklasse des Einheits- 
elementes) alle Tatsachen iiber den Ring in der Theorie der (eigentlichen ) 
Automorphismengruppe © iibertragen. Dabei entspricht einem Ideale r 
in o ein Normalteiler von @ und dem Restklassenring o/r die Faktor- 
gruppe G/R. Ist ferner das Produkt zweier Elemente (Klassen) in einem 
Ideale (Restklassenringe) stets gleich Null (Nullklasse), so ist der ent- 
sprechende Normalteiler (die Faktorgruppe) kommutativ und mit einem 
Unterideale ( Unterideal des Restklassenrings ) — diese aufgefaBt als Abelsche 
Gruppe in bezug auf Addition — isomorph. Dadurch erhalte ich zwei 
Reihen von Normalteilern von @, die den Reihen von charakteristischen 
Untergruppen von Y% entsprechen. Die Struktur von @ wird durch die- 
jenige der Normalteiler genau erklart (Satz 7). Dabei erhalte ich den Satz, 
daB die Auflésbarkeit der Gruppe G nur von der von Kongruenzgruppen 
modulo einer Primzahl abhangt. Herr Speiser*) hat nur eine Reihe von cha- 
rakteristischen Untergruppen und nur die Automorphismengruppe betrachtet, 
um einen Satz zu beweisen, der in den weitergehenden Resultaten (Satz 7) 
enthalten ist, die ich durch Beniitzung des Automorphismenrings erhalte. 

Die Untersuchungen dieser Arbeit sind auf die Krullsche Elementar- 
teilergruppe und daher in die Theorie der mit einer Matrix vertauschbaren 
Matrizen iibertragbar‘). Dazu braucht man nur die Primzahl durch ein 
in einem beliebigen Kérper irreduzibles Polynom und jeweils die Anzahl 
der Elemente durch den Rang ersetzen. Diese Ubertragbarkeit beruht auf 
der Tatsache, daB der Polynombereich einer Veranderlichen in einem Kérper 
nur Hauptideale enthilt. 


) Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 2. Aufl. § 48. Vgl. An- 
merkung **), 

*) Krull, Theorie und Anwendung der verallgemeinerten Abelschen Gruppen, 
Sitzungsberichte der Heidelberger Akad. der Wiss. 1926. Vgl. meine Arbeit, Uber 
die mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen, die in der Math. Zeitschrift er- 
scheinen wird. 

48* 
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§ 1. 
Automorphismen. *) 


Es sei & eine endliche Abelsche Gruppe, deren Elemente durch Addition 
verkniipft werden. WY sei die direkte Summe Y, + U,-+ ...U, von n zy- 
klischen Gruppen 2%, von den Ordnungen a,, x = 1,2,...,n. Ist B eine 
(homomorphe) Untergruppe von U, so muB B die Summe (%,, B,, ..., B,,) 
sein, wo 8 mit & homomorph ist, also die Ordnung von %, ein Teiler 
der von Y& ist. Man kann jedes Element von & bzw. % in der Gestalt 


l j oa * } 
Zi, + 2% +..-+ar, bew. yr + yer +... + Yate 


ausdriicken, wo r,,7,,...,7, linear unabhangig sind und x, modulo a, be- 
trachtet werden soll. Da r,* ein Element von & ist, so kann man r,* 
durch r,,r,,...,7, ausdriicken. 


(1) TE = Jer + GIua%et +++ + Junta? 


Wegen der Homomorphie von U% und 8 — a,r7=—0 — muB 


QI. %1 + 49.9% ++: + 4 Iun tn = 0 


sein. Aus der Unabhangigkeit von r, folgt a.g,,=0(mod.a,). Ist d,, 
der gréBte gemeinsame Teiler von a, und a,, so ist 


(2) Ina = Tha 


Die Abbildung (1) nennt man einen Automorphismus von %, wenn sie 
der Bedingung (2) geniigt, und zwar einen eigentlichen Automorphismus, 
wenn $8 mit YW iibereinstimmt. Die Gesamtheit der Automorphismen 
bildet einen Ring ( Automorphismenring) 0, dessen Addition und Multipli- 
kation durch die der Matrix (g ,) (1) mit der Bedingung (2) definiert 
werden. 


Ist speziell a, mit a, teilerfremd, so ist g ,r, gleich Null. Wenn 
man also & als die direkte Summe von zyklischen Gruppen darstellt, 
deren Ordnungen Potenzen von Primzahlen sind, so wird auch der Auto- 
morphismenring direkte Summe. Zusammenfassend hat man 


Satz 1. Ist eine Abelsche Gruppe U die direkte Summe von Abelschen 
Gruppen, deren Ordnungen Potenzen von einander verschiedener Primzahlen 
sind, so ist der Automorphismenring von WU die direkte Summe der 
einzelnen Automorphismenringe. Hat U den Typus (p%,p%,...,p%™), 


5) Vgl. die entsprechende Untersuchung fiir die Elementarteilergruppe in meiner 
Arbeit a. a. O. § 1 und § 3. 
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é—,2&=—.-.=2,,, 80 wird jedes Element des Automorphismenring durch 
die Matrix 


hy, Bn tyy»<s) 
po-*he, hg, ys 
(3) P=| po-s hy, pe hs, hgs 


\ ? / 


dargestellt, wo h,, modulo p*, u = max(x,Ad), betrachtet werden soll, also 
P= 0 bedeutet, dap jedes h,, = 0 (mod. p*r). 

Die Gesamtheit der eigentlichen Automorphismen von W bildet eine 
Gruppe (Automorphismengruppe) G. Aus Satz 1 folgt unmittelbar ( vgl. 
Satz 6, §3), was auch aus der Basisdarstellung klar ist: ist 2 die direkte 
Summe von Abelschen Gruppen, deren Ordnungen Potenzen von einander 
verschiedener Primzahlen sind, so ist & das direkte Produkt der einzelnen 
Automorphismengruppen. Daher wollen wir von jetzt an annehmen, 
daB die vorgegebene Abelsche Gruppe &% den Typus (p%,p*,...,p%), 
e=e,>ea>...2e,, hat. 


Satz 2. Hin Automorphismus P einer Abelschen Gruppe U iat 
dann und nur dann eigentlich, wenn seine Determinante durch p nicht 
teilbar ist. 

Dann und nur dann existiert der reziproke Automorphismus P ~* von 
P, wenn P eigentlich ist, dann ist PP~* = H(mod.p). Daher ist die 
Determinante von P durch p nicht teilbar. Ist umgekehrt die Determinante 
von P durch p nicht teilbar, so ist die reziproke Matrix von P eine ganze 
Matrix modulo p*. 

Einfachheit halber wollen wir annehmen, da8 unter e,,¢,,...,¢,, genau 
n,-mal x vorkommt, was keine Beschrinkung der Aligemeinheit ist, wenn 
n, Null sein darf. Man schreibe P durch Zusammenfassung der Koeffizienten 
von (3) in Teilmatrizen in der Gestalt 


fe Me ef 

ge ley 
(4) P=| . ; 

veers P.., 


wo der Grad von P,_, gleich n,_,,, ist. Die Koeffizienter von P,,, x >A, 
sind durch p teilbar. Daher kann man den Satz 2 auch so aussprechen: 


Satz 2a. P ist dann und nur dann eigentlich, wenn die Determinante 
von P., fiir jedes x durch p nicht teilbar iat. 
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Die Anzahl der Elemente des Automorphismenrings 9 von W ist -— 
wie aus (3) folgt — gleich*) 


1 (0) = PIO) — gatdat...+2m—Dew , 


die man auch die Ordnung von o nennt. Ist speziell ¢, =e, =... e,, 
so nennt man o einen Kongruenzring, der mit o (m, p*) bezeichnet wird. 
Man kann die Koeffizientfaktoren h,, von P,,, x4, beliebig nehmen, 
auch wenn P als eigentlich vorausgesetzt wird. Wenn man die Koeffizienten 
in allen P., festhalt, so erhalt man genau p”-2*** verschiedene Matrizen 
in 0. Die Determinante von P,, mu dann aber durch p nicht teilbar 
sein, dh. P._..,,_,4; muB ein Element der Kongruenzgruppe des Grades 
n, modulo p* sein, die wir mit G(n_,p*) bezeichnen. Die Ordnung von 
@G(m, p*) ist aber p*-9™ w(m), wo y(m) die Ordnung von G(m, p*), 
y(m) =(p™ — 1)(p™ — p)...(p™ — p™-*), bedeutet’). Daher ist die 
Ordnung von © gleich 


x(G) = pr-Laak+Te-HF 7] y(n.) = pa IT v(n,) ; 


x=1 


§ 2. 
Automorphismenring. 


Es sei P ein Element von o derart, dab 
(1a) p*P=0 bzw. (1b) F,P=0, 


wo F, eine diagonale Matrix mit Koeffizienten p*-¢*, p*-¢ = 1 fiir e <d, 
x=1,2,...,m, ist. Ist X ein beliebiges Element von 0, so ist — wie 
aus (3) § 1 folgt — jeder Koeffizient der x-ten Spalte der Matrix F,X 
durch p*~¢ teilbar. Daher existiert eine ganze Matrix X’ (die im all- 
gemeinen in o nicht enthalten ist) derart, daB F,X =X’ F, ist. Nach 
dieser Bemerkung beweisen wir: Die Gesamtheit der Elemente von 0, die 
der Bedingung (1a) bew. (1b) gentigen, bildet ein Ideal*) in 0. Aus 
p*P=0, p*Q=0 folgt nimlich p*(P—Q)=0. Sind X, Y beliebige 
Elemente von 0, so ist auch p¢XPY=0. Aus F,P= F,Q=0 folgt 
F,(P—Q)=0 und nach der Bemerkung auch F,X PY = X’F, PY=0. 


*) Wenn man p durch ein irreduzibles Polynom des Grades ¢ ersetat (vgl. Ein- 
leitung), so ist der Rang des Automorphismenrings der betreffenden Elementarteiler- 
gruppe gleich ¢(¢, + 8¢,+...+(2m—1)e,). 

*) Speiser, a. a. O. 8. 131. Diese Gruppe wird-als spezieller Fall von G abgeleitet. 
Siehe Anmerkung **). 

*) Unter einem Ideal soll stets ein zweiseitiges Ideal verstanden werden. 
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Das durch (1a) bzw.(1b) definierte Ideal bezeichnen wir mit rf'= 1,~r,~... 
baw. Tj = 1, T.-1 «+. Tat1-”) 
Diejenigen Elemente a von &, die der Bedingung 
(2a) pta=0 bzw. (2b) a= ptb 
geniigen, bilden einen Normalteiler 


Ue =U, U,*...°U, dew. WP — GF, Hi. ... Was, 
die wir nach Herrn Krull die d-te Loewysche Untergruppe bzw. Hawptunter- 
gruppe von &% nennen. Die Reihe W,, W,,...,U, baw. UW, W,_.,..., H, 
heiBt die vordere bzw. hintere Loewysche Kangesttensvilie von &. Wenn 
man ein Element b= b, r, + br, +...+ 5,7, von WM durch die Matrix 


BR, =(b, b,...6,,) /t; 
Ts 
Tn 
darstellt, so ist die Bedingung (2b) mit AF, R,= 0 identisch, da p* F, = 0 
ist. Ferner ist (2a) mit a= BF,R, aquivalent”). 

Transformiert man ein Element a von & durch ein Element P von o, 
so bezeichne man das mit Pa. Ist o’ bzw. &’ ein System von Ele- 
menten von o bzw. UM, so versteht man unter o’ <M’ die Gesamtheit 
der Elemente von der Gestalt P><a, wo P bzw. a ein Element von 0’ 
bzw. Y" ist.” 


Satz 3. rg und tj werden folgendermafen charakterisiert: 
(I) gx, WxaA=—W; 
(II) wx<W=0, FWxa=—o. 


*) Unter rz bew. t4,, soll der Restk ssenring (die Faktorgruppe) r#/tf_, bsew 
t?/t2,, verstanden werden, wo rf bzw. ff ein Ideal (ein Normalteiler) ist. DieSchreibweise 
coll das System der Restklassenringe (der Faktorgruppen) hervorheben. Dieses System 
wird nach Herrn Krull a.a.0O. als ,Kompositionsreihe“ bezeichnet, wenn es sich um 
den ganzen Ring (die ganze Gruppe) handelt. Diese sonst in der Literatur nicht iib- 
liche Bezeichnung erweist sich als sehr bequem, da die invarianten Bestandteile da- 
durch hervorgehoben werden; sie wird im folgenden stets angewandt. 
19) Diese Aquivalenz gilt fiir ein Element von o nicht, z. B. 


p*-*P,, 0...0 p°-* Py, p?-* Pigs. Pre 
pt? P=( © %+-0) shor F,,P=0,wennP=( ° ores 


0 0...0 0 0 ... 0 
ist. 
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Uz und Ug haben die Higenschaften "): 
(IIT) oxU=U, oxAf=—A. 


Zum Beweis betrachten wir die einspaltige Matrix R, mit Koeffizienten 
11: , +++) 7%, Wie oben. Dann stellt jeder Automorphismus (1) §1 sich 
in der Gestalt R»— PR, dar, wo P ein Element von 0 ist. Daraus 
folgt (I), denn PR, ist dann und nur dann Null, wenn P Null ist, da 
T,,%,-+->%, linear unabhangig sind. Da die Basis von UZ bzw. Uz 
die Gestalt p*R, bzw. F,R, hat, so wird sie durch P in p*PR, baw. 
F,PR, transformiert (hieraus folgt (III)), welches aber dann und nur 
dann Null ist, wenn p* P bzw. F, P Null ist, also p*P=0 bzw. F, P=0 
ist. Damit ist (II) bewiesen. 


Wir wollen nun die beiden Kompositionsreihen r,,r,,...,1, und 
“ys Tp_go +++) t, genau untersuchen. 
A. Es sei 
(Sa) r—(2 Pid 
Ry, Rug 


ein Element von r,, wo der Grad von R,, gleich n, ist (also R,, = P., 
in (4) §1). Da pR=0 ist, so sind die Koeffizienten von R,, und R,, 
durch p teilbar. Sind R, R* zwei Elemente von r,, so ist**) 


RR*= (= Ry, Ry, m)- (= “ 
= ” * ° 
Ry Ra Rog Rog Ss, Sos 


(a,) Wenn R,, = 0 oder RZ, = 0, so ist S,, = 0. (a,) Wenn R,, =0 
bzw. Ry, =0, so ist S,,—0 bzw. S,,—0. (a,) Wenn R,,=—0 und 
R,,=0, so ist RR*=0. (a,) Wenn R},—0 und Ry, =—0, s0 ist 
RR*=0. Aus (a,) bis (a,) folgt: 

I. Die Gesamtheit der Elemente von r, derart, daf R,, =, bildet 
ein Ideal 3, in r,, dessen Restklassenring r,/3, mit dem Kongruenzring 
o(n,,p) isomorph ist (vgl. (a,)). 

II. Die Gesamtheit der Elemente von 1, derart, daB at) > Ras =0 
bzw. R,, = R,, = 0, bildet ein Ideal 3{) baw. 3{? in r,. 3{2 und 3f? 
erzeugen das Ideal 8,. Jedes Produkt zweier Elemente von 3 bzw. 3{) 
ist gleich Null (vgl. (a,), (a,), (@,)). 


11) Diese Eigenschaft besagt, daB U7 und %; charakteristische Untergruppen von % 
sind, und zwar handelt es sich um die beiden bekannten Reihen von charakteristischen 
Untergruppen: (Vgl. etwa Burnside, The theory of groups, 2. Aufi., S. 108; Chatelet, 
a. a. O. Kap. VIL) 

* es : 
*) Denn i sie Bn m)-° was aus der Definition von r, folgt. 
Ry, By Ry, Bis 
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III. Jedes Produkt zweier Elemente von 3, ist im Durchschnitt t, 
der beiden Ideale 8{} und 33) enthalten (vgl. (a,)). 

IV. Jedes Produkt eines Elementes von t, und eines von r, ist gleich 
Null (vgl. (a,), (a,)). 

V. Das Ideal r, bildet eine Abelsche Gruppe in bezug auf Addition, 
deren Typus (p, p,..., p) ist. 

VI. Die Ordnungen von r,, 3,, 3,2 ~ 3), t, werden durch 


x(t.) = pmtmt- tne, 1 (8,) = pAmtmt--- +Me mt... +m) 
x (3{? on p™* ose sacha delete x(t, ) es prt: tad 
gegeben. 


Nach V. kann nimlich jeder Koeffizient eines Elementes von tr, ge- 
nau p verschiedene Werte nehmen. Man kann also die Ordnungen von 
t, 3, 3%) | t, leicht ausrechnen. Fiir die Restklassenringe t,, t,, ..., t, kann 
man genau wie oben vorgehen. 

B. Man schreibe ein Element von ¢; durch Zusammenfassung der 
Koeffizienten in Teilmatrizen, wie friiher ((4) § 1), in der Gestalt 

PP, pr Py... DP Panga ees P 


le 


p” P,, p"P,, ...p*P,, PPaysi ses Poe 


(3b) p*P,_.. p” Pugs: 


0 0 0 
0 0 0 


Man erkennt diese Gestalt des Elementes, wenn man die Koeffizienten der 
in der Definition (1b) vorkommenden Matrix F, entsprechend in Teil- 
matrizen zusammenfaBt. Da die Koeffizienten der Teilmatrizen p*P,, in 
(3b) fiir «» >vy durch p teilbar sind, so ist jedes Produkt zweier Elemente 
von f, in f,,, enthalten. 

VII. Jedes Produkt zweier Elemente von f,, x > 1, ist gleich Null. 


Vill. t,, x >1, bildet eine Abelsche Gruppe in bezug auf Addition, 
deren Typus (p, p,..., p) ist. 
Denn ist P ein Element von f,_, (d.h. F,_,P=0), so ist pP in 
t, enthalten, da aus F, ,P=0 auch F, pP=0 folgt. 
IX. Die Ordnung von f,, * > 1, ist gleich 
4(T,) =n pp Pet Me— rt --. + Men) Met (Met ves + Me— x — 3) Be- at «+ 


2, Ne— a (MetNe— 1+... +Me-x-a) 


= p*- 
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Nach VIII. kann niamlich jeder Koeffizient der Teilmatrix P,, 
B —a<~x, genau p verschiedene Werte annehmen, wenn man modulo 
Seaiaiiane Da der Grad von P,, gleich n,__,, ist, so kann man die Ord- 
nung von f, ausrechnen. Ist P ein Element von 0, 80 sic da h,, mod. p“ 
zu nehmen. ist, 


Q@, 9 oO 
(4b) Pm | Qn On (mod. 75). 
Q.s Q.2--- Qe 


Wenn man ferner alle Q,, ., eS d—1, x >a, Null setzt, so erhilt 
man ein Ideal 8 in t,, was aus der Kompositionsregel der Matrizen 
folgt. Dadurch erhalt man eine Kompositionsreihe 3,, Se 


-a- 


37 = 3,3, ,°... 3,,, ist. Nun wei8 man folgendes: 
X. Jedes Produkt zweier Elemente von 3, x>1, ist gleich Null. 


XI. t ist mit der direkten Summe der Kongruenzringe o(n,, p) 
n, +0, x=1,2,...,¢, isomorph. 


2: Re-a+i Re-n-a41 
XII. Die Ordnung von $,, x > 1, ist gleich 7(8,) =p 


Denn der Grad von Q_, ist gleich » 


e—x+1° 


§ 3. 
Strahlbildung. 


Das Hilfsmittel fiir den Ubergang ven Ring zu Gruppe bildet der 
Begriff des Strahls. Es sei o ein Ring mit Einheitselement ZH, ¢ ein 
Unterring von 0. Die Gesamtheit der Elemente von 0, die mit dem 
Einheitselement Z modulo ¢ kongruent sind, nennt man den Strahl von o 
in bezug auf c, was mit {o0,c} bezeichnet wird. Ist r ein Ideal in c, 
so versteht man unter {o, ¢|r} den Strahl {0,1}, also {o, c} = {0,c|c}. 
{o]o|t} wird einfach mit {o|r} bezeichnet. 

Hilfssatz 1. Der Strahl {0,c} ist ein Multiplikatorenbereich fir 
das Ideal t in c. 

Denn jedes Element von {o,c} hat die Gestalt 2+ P, wo P ein 
Element von ¢ ist. Aus Pr=rP=0(modr) folgt auch 


(2+ P)r=1r(#+P)=0. 


Die Gesamtheit der Einheiten — die Gesamtheit der Elemente mit 
reziproken Elementen — in o bildet eine Gruppe G. die wir die zugehdrige 
Gruppe von 0 nennen. 
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Hilfssatz 2. Der Durchachnitt von © und {0|c} bildet eine Unter- 
gruppe™*) © von ©. 

Aus P= Q =H (mod. c) folgt nimlich PQ = Q (mod.cQ). Nach 
Hilfssatz 1, wobei jetzt r mit ¢c zusammenfillt, ist daher PQ=Q=E 
(mod. c). Ferner P~* = ZH, da PP~* = £ ist. Aus P=Z folgt namlich 
E = P~™* (mod.cP~*) und daher Z = P~* (mod. c). 

Hilfssatz 3. Der Durchschnitt von G und {o|c|r} bdildet einen 
Normalteiler R von C. 

Ist namlich R ein Element von € (d.h. R = H(mod.c)), so folgt 
nach Hilfssatz 1 aus P= H(mod.r) auch RPR™* = £. 


Hilfssatz 4. Sind zwei Elemente P, Q von © modulo t kongruent, 
so ist PQ=* in KR enthalten. 

Ist nimlich P= Q (mod. r), so ist PQ-* = 2, was aus dem Hilfs- 
satz 1 und der Existenz von Q~* in © (Hilfssatz 2) folgt. 

Fiir den Restklassenring von o kann man genau wie oben vorgehen. 
Zusammenfassend hat man 


Satz 4. Ist o ein Ring mit Hinheitselement, © die zugehdrige Gruppe 
von 0, 80 entspricht bei der Zuordnung durch Sirahlbildung einem durch 
endlich-oftmalige Ideal- und Restklassenringbildung aus 0 erhaltenen 
Ring stets eine Gruppe, die man erhalt, wenn man jeweils die Worte 
Ideal durch Normalteiler, Restklassenring durch Faktorgruppe und o durch 
@® erseizt. 


Wir beweisen nun 


Satz 5. He sei c ein Ideal von 0, t ein Ideal in c. Sind 
t+8,, t+, zwei Klassen von c/t derart, daB S,S,=0(mod.r), 80 
sind die Nebengruppen von Rt in © miteinander veritauschbar. Die Faktor- 
gruppe ©/R ist mit einem Ideal u des Restklassenringes c/t — dieser 
aufgefaBt ale Abelsche Gruppe in bezug auf Addition — tsomorph, wenn 
die Vorausseizung fiir jede Klasse von c/t besteht; und es wird u = ¢/t, 
wenn auBerdem der Strahl {0|c} nur Hinheiten enthdlt. 

Denn sind RP, = #+S8,, RP, = H+ S,(mod.r), so ist RP, P, 
= £+8,+38,, woraus der erste Teil des Satzes folgt. Wenn der Strahl 
{o|c} nur Einheiten enthilt, so ist © = {o|c} und R= {o|c|r}. Daraus 
folgt der zweite Teil, da aus RP, = R auch S, =O folgt und umgekehrt. 


%%) Es kann € mit @ iibereinstimmen, auch wenn ¢ mit o nicht iibereinstimmt. 


Denn «. B. G 0) +(6 ») bildet einen Ring 0, wo z,y mod.2 betrachtet werden, 


(5 7) bildet ein Ideal r, ino. {o|t-} enthilt aber die einzige Einheit Z in o. 
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Zusammenfassend mit Satz 4 weiB man, daB8 man fiir den Restklassenring 
von 9 genau wie oben vorgehen kann. 


Satz 6. Entspricht einem Ideal ¢ von 0 ein Normalteiler ‘& von 
G und ist c die direkte Summe von zwei Idealen » und w in ¢, 80 
entspricht » bzw. w ein Normalteiler & bzw. W% von C und ¢ das direkte 
Produkt C= Bx B, falls B+CE, W+ E ist"), also speziell wenn 
€ = {o\c} et. 

Denn aus c=» + Ww, [v, w] = 0 (d. h. der Durchschnitt von vp und w 
ist Null) folgt C= BW, da E+ V-+W=(H+-V)(#H+ W) dann und 
nur dann eine Einheit ist, wenn Z-+-V und £+ W Einheiten sind, wo 
V bzw. W ein Element von v bzw. w ist, und jedes Element von & ist 
nach Satz 5 mit jedem Element von %& vertauschbar, da pw =O ist. 
Ist (B,W]—Y, so ist Y — €**) in [v, w] enthalten, also ¥) -E=—0 
und daher Y= €. Ist C= {o|c}, so ist B= {0 \c|v}(W— {o|c|w}) 
und dann und nur dann gleich €, wenn » = 0(w =O) ist. Damit ist 
der Satz bewiesen. Man kann nach Satz 4 diesen Satz auf einen all- 
gemeinen Ring im Sinne des Satzes 4 verallgemeinern. 


§ 4. 
Automorphismengruppe. 


Mit Hilfe der Resultate von § 3 iibertragen wir die Ergebnisse von § 2 
in die Theorie der Automorphismengruppe. 


Satz 7**). Die Automorphismengruppe © einer endlichen Abelschen 
Gruppe U mit n, Basiselementen von der Ordnung p*, x= 1,2,...,¢@, 
hat zwei Reihen von Normalteilern RK, R... Ra = Ri wnd 
R, Ror... Ravi — RI, d—=1, 2,..., e, die die folgenden Higenschaften 
haben: 

(A) Der Normalteiler Ri von G besteht aus der Gesamtheit der 
Automorphismen, welche die d-te Hauptuntergruppe Ug elementweise fest- 

*) % und % kénnen € sein. Der Ring o in Anmerkung **) ist die direkte Summe 
von rt, und t,. Die zugehdrige Gruppe von o ist aber &. 

15) Unter ¥) — € soll die Gesamtheit der Elemente Y — 2 verstanden werden, wo Y 
ein Element von ¥) ist. 

16) Wir gebrauchen hier die Ausdrucksweise der multiplikativen Verkniipfung 
der Gru &, wie es in der Literatur iblich ist. Herr Speiser a. a. O. hat die 
Reine %,", W,",,..., U1," betrachtet und die Reihe R,”, R.",...,R2* (dort W,,%,, ..., U,) 
erhalten. Weiter hat er die Existenz des Abelschen Normalteilers ©:;’ von ®, 
(dort W,/%, 1) bewiesen und dessen Typus, Ordnung und Index gegeben. Ist 
€, ==... = Cm =e, 80 stimmen die beiden Reihen R,, R,,.-., Re und R,, R-_,, ..-, Hy 
iiberein, dh. ®, ist mit R,_,,, isomorph. Speziell wird R,~ R, ~ G (m, p) und 
R,, ~~ Ry, *+e, 141; letztere sind Abelsche Gruppen von der Ordnung p™* und vom 
Typus (p, p,..., p) (vgl. Speiser, a.a.0., Satz 113). 
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lassen, dabei besteht also Uz nach §2 aus den p*-ten Potenzen aller 
Elemente von U. Die Faktorgruppe Ki, enthalt einen Normalteiler ©, 
von der Ordnung pi2tn + Mavs + vee $Me) (Meri + .-- + Me) degsen Faktorgruppe R/S, 
mit der Kongruenzgruppe G(n,,p) tsomorph ist. ©, wird durch zwei 
miteinander isomorphe Abelsche Normalteiler {3 und S$ von KR, erzeugt, 
deren Ordnung und Typus durch p\™* ---+%e Man +--+) und (p, p, ..-, p) 
gegeben sind. Der Durchschnitt X, von Sj: und Ss? ist eine Untergruppe 
des Zentrums von Ri, von der Ordnung p+ --- +e, 

(B) Der Normalteiler Ri von G besteht aus der Gesamtheit der 
Automorphismen, welche die d-te Loewysche Untergruppe Uz elementweise 
festlassen, dabei besteht UZ aus allen Elementen von U von der Ord- 
nung <p*. Die Faktorgruppe R,,x>1, ist eine Abelsche Gruppe 
von der Ordnung p= "e-«%e+--.+%e-~« ynd von dem Typus (p, p,..., Pp). 
R, hat eine Kompositionsrethe S,, S,_1,-+-» G,, ©, wo S, eine Abelsche 


Ne—a+1 Ne-n-a41 


Gruppe von der Ordnung p™ 1 und von dem Typus (p,p,..-,p) 
ist. X ist mit dem direkten Produkt der Kongruenzgruppe @(n, p), 
x =1,2,...,¢ tsomorph. 

Die Gesamtheit der eigentlichen Automorphismen — Einheiten —, die 
im Strahl {0 |r} bzw. {o| Tj} des Automorphismenringes 0 liegen, bildet 
einen Normalteiler R,~R,”.. .” Rg = Kz baw. Re. Re... Razr — RF der 
Automorphismengruppe @ (Satz 4), der nach Satz 3 aus der Gesamtheit 
der Elemente von @ besteht, die Af bzw. UZ elementweise festlassen. 
Damit ist der erste Teil von (A) bzw. (B) bewiesen. 

(A) Wir betrachten den Strahl {o|r,}. Jedes Element des Strahls 
{o|r,|8,} ist eigentlich, da in (3a) § 2 die Koeffizienten von R,, durch p 
teilbar und daher die Determinante von + R durch p nicht teilbar ist. 
(Vgl. Satz 2, § 1). Bei der Anwendung von Satz 5 handelt es sich also 
um die schairfere Aussage der Isomorphie des ganzen Ringes. Da jedes Ele- 
ment eigentlich ist, bildet der Strah! {0 | x, |3,} cinen Normalteiler von §,, 
den wir mit ©, bezeichnen. Die Ordnung von ©, ist gleich y(3,). 
(Vgl. VI, § 2.) Die Faktorgruppe R,/G, ist mit der Kongruenzgruppe & (n, , p ) 
isomorph. (Vgl. I, § 2 und Satz 2.) Der Strahl {o| ti |3i2} und der Strahl 
{o |: |35} sind Abelsche Gruppen ©{? und G{? von der Ordnung z(8{’) 
und von dem Typus (p, p,..., p) (vgl. II, V, VI § 2 und Satz 5), und 
sie erzeugen ©, (vgl. III, § 2). Der Durchschnitt T, von ©}? und oe ist 
gleich dem Strahl {o|r,|t,}. 2, ist daher eine Untergruppe des Zentrums 
von Si, (vgl. IV, §2 und Satz 5) von der Ordnung z(t,) (vgl. III, § 2). 
Fiir die Restklassenringe r,,1,,...,1, kann man auch genau wie oben 
vorgehen und die Faktorgruppen %,, 9,,.. , 8, untersuchen. Damit 
ist (A) bewiesen. 
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(B) Die Koeffizienten der diagonalen Teilmatrizen jedes Elementes 
von f;* sind durch p teilbar (vgl. § 2). Jedes Element des Strahls {o| t*} 
ist daher eigentlich (vgl. Satz 2). S,,* > 1, ist eine Abelsche Gruppe 
von der Ordnung z(t.) und von dem Typus (p, p, ..., p) (vgl. VII, VIII, 
IX, § 2 und Satz 5). §, hat eine Kompositionsreihe S,,©,_,,...,S,, Z. 
©, ist eine Abelsche Gruppe von der Ordnung z(8) und von dem Typus 
(p, p, ---, p) (vgl. VIII, X, XII, § 2 und Satz 5). & ist mit dem direkten 
Produkt der Kongruenzgruppen @(n,,p), n, +0, »=—1,2,...,¢, iso- 
morph (vgl. XI, §2 und Satz 6), da hier kein Faktor von & gleich © ist. 
Damit ist (B) bewiesen. 

Aus diesem Satz folgt 

Satz 8. Die Automorphismengruppe einer endlichen Abelschen Gruppe 
mit n, Basiselementen von der Ordnung p*,x=—1,2,...,¢, tst dann 
und nur aunn auflésbar, wenn die Kongruenzgruppe des Grades n, modulo p, 
x =1,2,...,¢, auflésbar ist. 

Man kann diesen Satz auch direkt so beweisen*’): Die Gesamtheit 
der Elemente P (4) §1 von o, derart, daB jeder Koeffizient der diago- 
nalen Teilmatrizen P,, durch p teilbar ist, bildet ein nilpotentes Ideal m 
in 0, da jeder Koeffizient von P,,, x>4A, dann durch p teilbar ist. 
(m ist ferner das maximale nilpotente Ideal von 0, da der Restklassen- 
ring o/m die direkte Summe von o(n,, p) ist, die nach dem Maclagan- 
Wedderburnschen Satz kein echtes (zweiseitiges) Ideal enthalten.) Der m 
entsprechende Normalteiler J von G ist gleich dem Strahl {o|m}. Denn 
jeder Koeffizient von P,, ist durch p teilbar, jedes Element des Strahls 
ist also eigentlich **), Man bilde die Reihe von Idealen m, m’, ..., m¢ = 0 
und die entsprechende Reihe von Normalteilern M, M,, ..., M, = E von G. 
Dann erkennt man nach Satz 4, daB dem Restklassenring m”/m”** die 
Faktorgruppe Mt, /M,,, entspricht. Jedes Produkt zweier Elemente von 
m”/m"** ist aber Null. Nach Satz 5 ist also M,/M_,, mit m”/m”** 
— dieser aufgefaBt als Abelsche Gruppe gegeniiber der Addition — iso- 
morph. Daher ist It eine auflésbare Gruppe. Die Faktorgruppe G/M 
ist aber mit dem direkten Produkt von @G(n,,p) isomorph, woraus 
Satz 8 folgt. 


47) Dieser Beweis wurde bei der Korrektur (im Juni 1928) hinzugefiigt. 

1%) Ist allgemein P ein nilpotentes Element eines Rings mit Einheitselement £, 
so ist E+ P eine Einheit des Rings. Es sei uaémlich P?=0, p< 2°. Dann ist 
(B+ P)-(B—P)(B+P*)...(B+P**"")=B-—P** =8. 


(Eingegangen am 7. 2. 1928.) 














Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen 
Erweiterungen. 


Von 


Wolfgang Krull in Freiburg i. Br. 


Der Hauptsatz der Galoisschen Theorie besagt im wesentlichen, daB 
(bei algebraischen Erweiterungen ,erster Art“*)) die Untergruppen der 
Abbildungsgruppe I" eines Normalkérpers  eindeutig umkehrbar den Unter- 
kérpern von § entsprechen — falls ® iiber seinem Grundkérper §, end- 
lich ist, d. h. aus §, durch Adjunktion von endlich viel Elementen erzeugt 
werden kann. Ist dagegen 9 iiber §&, unendlich, verliert, wie aus einem 
von Dedekind*) angegebenen Beispiel zu ersehen, die eineindeutige Zuord- 
nung zwischen Untergruppen und Unterkérpern ihre Allgemeingiiltigkeit. 
Im folgenden wird gezeigt, wie dem hier vorliegenden Ubelstand abgeholfen 
werden kann. Der dabei benutzte Grundgedanke findet sich andeutungs- 
weise schon bei Dedekind, nimlich in der Bemerkung, daB die Gesamtheit 
der Abbildungen eines (speziellen) unendlichen Normalkérpers_,,gewisser- 
maBen eine stetige Mannigfaltigkeit“ bilde. 

Wir machen die Abbildungsgruppe I" eines (beliebigen) unendlichen 
Normalkérpers 9 durch Einfiihrung eines geeigneven Umgebungsbegrifis zu 
einem topologischen Raum und erhalten dann eineindeutiges Entsprechen 
zwischen den Unterkérpern von ¥t und den im Sinne der Topologie ab- 
geschlossenen Untergruppen von I". Insbesondere ergibt sich, daB die Ge- 


1) Die algebraischen Erweiterungen erster Art sind nach E. Steinitz (Algebraische 
Theorie der Kérper, J. f. Math. 130 (1908), 8. 167—303) dadurch ausgezeichnet, daB 
nur Nullstellen irreduzibler Polynome mit lauter verschiedenen Wurzeln adjungiert 
werden. 

*) Dedekind, Uber die Permutationen des Kérpers aller algebraischen Zahlen; 
Abhandlungen d. Gesellschaft d. Wissenschaften z. Géttingen 1901 (Festschrift). Bei 
Dedekind handelt es sich an der betr. Stelle um den Kérper aller p*-ten Einheits- 
wurzeln (p feste Primzahl, n = 1, 2,...). — In Zukunft wird die Dedekindsche Arbeit 
kurz mit ,D.“ zitiert. 
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samtheit der Abbildungen aus I’, die den Invariantenkérper einer beliebigen 
Untergruppe 4 von I" elementeweis ungeandert lassen, gerade mit der ab- 
geschlossenen Hiille von 4 identisch ist. Da8 es in der Abbildungsgruppe I" 
eines beliebigen unendlichen Normalkérpers ® stets nichtabgeschlossene 
Untergruppen gibt, folgt im allgemeinen Fall auf Grund des Hauptsatzes 
im wesentlichen aus kérpertheoretischen Uberlegungen. 

Besonders einfach gestalten sich die Verhaltnisse, falls der gegebene 
Normalkérper Q iiber seinem Grundkérper abzahlbar ist. Die Abbildungs- 
gruppe I" ist hier als Raum kompakt und metrisierbar, die Existenz von 
nichtabgeschlossenen Untergruppen ergibt sich aus elementaren topologischen 
Betrachtungen, und es besitzt jede abgeschlossene Untergruppe von I" ein 
System von héchstens abzahlbar unendlich viel Erzeugenden. (Dabei ist aller- 
dings der Begriff des Erzeugendensystems allgemeiner zu fassen als iiblich.) 

Die Handlichkeit der eingefiihrten Begriffsbildungen wird schlieBlich 
noch an einem Beispiel gezeigt. Nennen wir eine Abbildungsgruppe mit 
einer einzigen Erzeugenden ideal-zyklisch*), so gilt der Satz, daB der 
Normalkérper 3{ dann und nur dann eine ideal-zyklische Abbildungsgruppe 
besitzt, wenn jeder endliche Unterkérper von 9 im iiblichen Sinne zyklisch 
ist; ferner zeigt es sich, daB jede ideal-zyklische Gruppe dargestellt werden 
kann als direktes Produkt von héchstens abzahlbar unendlich viel speziellen 
ideal-zyklischen Gruppen, die isomorph sind entweder zur Additionsgruppe 
des Restklassensystems nach einer Primzahlpotenz oder zur Additionsgruppe 
der ganzen p-adischen Zahlen. 


§ 1. 
Der allgemeine Fall U. 


Bei unsern Untersuchungen gehen wir von einem Grondkérper &, aus, 
der in allen auftretenden Kérpern als Unterkérper enthalten sein soll; die 
Bezeichnung ,normal“ bezieht sich stets auf das Verhiltnis zu &,. Ein 
Kérper heiSt endlich, abzihlbar unendlich, beliebig (algebraisch iiber §,), 
wenn er aus §&, durch Adjunktion einer Menge relativ zu §, algebraischer 
Elemente von endlicher, abzahlbar unendlicher, beliebiger Machtigkeit ent- 
steht. Endliche Normalkérper bezeichnen wir mit €, abzahlbar unendliche 
mit YU, beliebige mit U (oder gelegentlich auch mit MN). Fiir die Permu- 
tationen (Isomorphismen, Automorphismen) eines Normalkérpers verwenden 
wir das Wort ,,Abbildungen“. Abbildungen werden mit kleinen, Abbildungs- 
gruppen und Abbildungssysteme mit groBen griechischen Buchstaben be- 
zeichnet. 


5) Wegen des Wortes ~idealzyklisch“ vgl. Anm. **). ,Erzeugende“ ist auch hier 
in dem am Schlusse von § 1 prazisierten verallgemeinerten Sinn aufzufassen. 
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Nach Steinitz hat man bei beliebigem Ausgangskérper §&, zwischen 
algebraischen Erweiterungen erster und zweiter Art zu unterscheiden'), 
und es ist bekannt, daB zur Erkenntnis des Aufbaus eines Erweiterungs- 
kérpers zweiter Art die Galoissche Theorie allein nicht ausreicht. Wir be- 
schrinken uns dwher im folgenden ausschlieBlich auf Erweiterungen erster Art. 

Es sei jetzt U1 ein fester Normalkérper iiber %,, I" sei die Galoissche 
Gruppe seiner Abbildungen. Zu jedem Unterkérper % von U gibt es eine 
eindeutig bestimmte Untergruppe 4(S) von I, naimlich die gré8te Unter- 
gruppe von I’, die die Eigenschaft hat, da8 ihre simtlichen Abbildungen 
den Kérper & elementeweis ungeandert lassen; entsprechend bestimmt jede 
Untergruppe 4 von I" eindeutig einen ,,Invariantenkérper“ (4), namlich 
den gréBten Unterkérper von §, dessen Elemente bei simtlichen Abbil- 
dungen von 4 ungedndert bleiben. Ist nun 1] = €, so gelten die ,,rezi- 
proken Gleichungen“ 


(1) R (A (K)) =, *) 
(2) 4(&(4))= 4, 


und man erhilt eine eindeutige umkehrbare Zuordnung zwischen den Unter- 
kérpern von U und den Untergruppen von I, eine Zuordnung, deren 
Existenz eben den Hauptsatz der gewohnlichen Galoisschen Theorie aus- 
macht. Ist hingegen Ul nicht endlich, so bleibt, wie von Dedekind *) ge- 
zeigt wurde, zwar die Gleichung (1) richtig, die Gleichung (2) aber ver- 
liert ihre Allgemeingiiltigkeit, es wird im allgemeinen 4(§(4)) eine echte 
Obergruppe von 4 darstellen. Es erhebt sich also im Falle eines unend- 
lichen Ul die Frage nach einer unabhangigen Charakterisierung derjenigen 
Untergruppen 4 von I’, die der Gleichung 4(&(4)) = 4 geniigen. Ist & 
irgendein in UW enthaltener endlicher Normalkérper, so vermittelt jede Ab- 
bildung y von UW eine Abbildung von ©, die mit y, bezeichnet werden 
mége. Offenbar gilt die Gleichung (7-4), = y,-6,, und daraus folgt, daB 
die Gesamtheit derjenigen Abbildungen von €, die durch die Abbildungen 
einer Untergruppe 4 von I" vermittelt werden, eine Abbildungsgruppe von & 
darstellt, fiir die wir zweckmaBig die Schreibweise 4, benutzen. Ist y, 
irgendeine feste Abbildung von ©, so verstehen wir unter D(y,)°). das- 
jenige Teilsystem von I’, das aus allen den Abbildungen 45 besteht. die 
der Gleichung y, = 5, geniigen. Wir fassen nun die Elemente von I als 


*) Formel (1) gilt nur fiir Erweiterungen erster Art. Der Beweis von Formel (1) 
kann am einfachsten nach dem Vorbild von D. § 6 gefiihrt werden, nur mu8 man im 
allgemeinen Falle die Wohlordenbarkeit einer beliebigen algebraischen Erweiterung an 
Stelle der Abzihlbarkeit einer algebraischen Erweiterung eines algebraischen Zahl- 
kérpers benutzen. 

5) Die Systeme © (y_) bilden die Nebengruppen bei der Zerlegung von I" nach 4 (€). 
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Punkte eines topologischen Raumes auf und ordnen dem Punkt y als Um- 
gebungen die sdmtlichen Punkimengen P(y,) ftir beliebigen in Ul ent- 
haltenen € zu. 

Auf diese Weise wird I’ zu einem brauchbaren topologischen Raum, 
denn es gelten die folgenden Tatsachen *): 

a) Der Punkt y ist nach Definition von ®(y,) in jeder seiner Um- 
gebungen enthalten — Umgebungsaxiom A. 

b) Der Vereinigungskérper €, -+-€, zweier endlicher Normalkérper €, 
und &, stellt selbst einen endlichen Normalkérper dar, und man verifiziert 
leicht, daB D(y, ,_ ) gleich ist dem Durchschnitt von ®(y, ) und ®(y, ). 
Der Durchschnitt zweier Umgebungen ist also stets selbst eine Umgebung. — 
Umgebungsaxiom B.*) 

c) Ist 6 ein Punkt der Umgebung ®(y,) von y, 80 ist 6,=—y,, 
®(y,) ist also auch Umgebung von 4, jede Umgebung stellt eine offene 
Punktmenge dar. — Umgebungsaxiom C.’) 

d) Sind y und 6 verschiedene Punkte von I’, so gibt es mindestens 
einen ©, fiir den y,+ 6, ausfallt, und dann haben wir in ®(y,) und 
®(d¢) zwei elementefremde Untermengen von I’, deren eine eine Um- 
gebung von y, deren andere eine Umgebung von 4 ist. — Trennungsaxiom. 

Auf die Giiltigkeit eines Abzahlbarkeitsaxioms und auf die Metrisier- 
barkeit von I kénnen wir nur im Falle 1] = rechnen, auf den wir in 
§ 3 zuriickkommen. Vorerst brauchen wir bloB die Tatsache, da8 mit Hilfe 
der Umgebungen in I die Begriffe des Haufungspunktes (Hp.) und der 
abgeschlossenen Punktmenge in iiblicher Weise definiert werden kénnen. 


Hauptsatz 1. Jede Untergruppe 4() aus IT ist abgeschlossen, um- 
gekehrt geniigt jede abgeschlossene Uniergruppe 4* von I’ der Gleichung 
4(R(A*)) = 4*. Die Unterkérper von U entsprechen also eindeutig um- 
kehrbar den abgeschlossenen Untergruppen von T.*) 


*) In der Bezeichnung der Axiome scnueBe ich mich an F. Hausdorff, Grundziige 
der Mengenlebre, 2. Aufli., an. 


*) Es sei hervorgehoben, da8 unter b) und c) mehr bewiesen ist, als die Hausdorff- 
schen Axiome B. und C. fordern: 

B. verlangt nur, da8 der Durchschnitt zweier Umgebungen von y eine Umgebung 
von y enthdlt, nicht, daB er selbst eine Umgebung ist, wie fiir unsern Raum unter b) 
gezeigt wird. 

Nach C. soll jeder Punkt 6 einer Umgebung ® von y eine Umgebung ¥ be- 
sitzen, die ganz in @ liegt. Unter c) dagegen wird die viel weitergehende Tatsache 
bewiesen, daB in I’ eine Umgebung von » auch Umgebung jedes der in ihr enthaltenen 
Punkte ist. : 

*) Man beachte, dai der Hauptsatz auch fiir U = € gilt; denn dann ist I’ endlich 
und jede Untergruppe abgeschlossen. 
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a) Es sei 6* ein Hp. von 4(). Zu jedem Element a aus & gibt es 
einen a enthaltenden €, und nach Definition des Hp. muB es in 4 ein der 
Gleichung dg = d¢ geniigendes 5 geben. a bleibt daher nach der Definition 
von 4(&) bei der Abbildung 5* ungedndert, d. h. 5* 1a8t den ganzen 
Kérper & in Ruhe und gehért mithin zu 4(). — A(S) ist abgeschlossen. 

b) Es sei 4* abgeschlossen, & = @(4*), E beliebig, ®¢ sei der Durch- 
schnitt von & und €. Mg ist offenbar der Invariantenkérper der durch 
A* vermittelten Abbildungsgruppe 4¢ von ©, d. h. als Unterkérper von & 
geniigt ®¢ der Gleichung %¢ = &(4g), und daraus ergibt sich wegen der 
Endlichkeit von € weiter 4g = 4(&¢).*) Ist daher 5* ein Element aus I, 
das © und damit jeden &¢ elementeweis ungedndert la8t, so muB d¢ stets 
in 4g enthalten sein, d. h. 5* ist Hp. von 4* und gehért wegen der Ab- 
geschlossenheitsvoraussetzung zu dieser Gruppe, die folglich der Gleichung 
A* = A(&(4*)) geniigt. 

Durch a) und b) ist der Beweis des Hauptsatzes bereits erledigt. 

Gleichzeitig mit 6 ist stets auch 5~* und gleichzeitig mit y und 6 
stets auch y-d Hp. der Gruppe 4. Die abgeschlossene Hiille 4* einer 
Gruppe 4 ist daher selbst Gruppe, und aus Hauptsatz 1 folgt unmittelbar: 

Satz 1. Die abgeschlossene Hiille A* der Gruppe A ist die grdpte 
Untergruppe von I, die den zu A gehérigen Invariantenkérper &( 4) 
elementeweis ungedndert laft. 

Satz 2. Uber abgeschlossene Gruppen gelten die folgenden Tatsachen: 

a) Jede unendliche Untergruppe von I ist in sich dicht, jede ab- 

geschlossene unendliche Untergruppe ist also perfekt. 

b) Ist 4 kommutativ, so ist auch die abgeschlossene Hiille A* von A 

kommutativ. 

c) Hine abgeschlossene Gruppe A* ist durch die Gesamtheit der 

Gruppen Ag eindeutig bestimmt. 
d) Die abgeschlossene Gruppe A™ ist dann und nur dann invariant 
in I, wenn fiir jedes © die Gruppe Ag invariant ist in I. 

a) Es geniigt zu zeigen, daB das Einheitselement « Hp. in 4 ist, 
d. h. daB es zm jedem € in 4 eine Abbildung 6 +<« gibt, die € elemente- 
weis ungeandert lat. Das folgt aber unmittelbar aus dem Umstand, dab 
die Abbildungsgruppe Ig von € endlich ist. daB es also unter den un- 
endlich vielen Elementen von 4 sicher zwei verschiedene gibt, die dieselbe 
Abbildung von € vermitteln. 

b) Man beachte, daB die Elemente » und 6 dann und nur dann ver- 
tauschbar sind, wenn fiir jeden © die Gleichung y,-6, = 6 gilt! 


e Ve 
*) Hierbei ist 4¢ als Untergruppe der Gesamtabbildungsgruppe /', von € aufgefabt. 
44* 
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c) Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daB durch die 4g die 
isolierten Punkte und die Hp. von 4” eiadeutig bestimmt sind. 

d) Ist jedes 4g invariant in Ig, so ergibt sich aus der Gleichung 
(B-*-a-B)e = Be -ag-Be, daB fiir beliebige « aus 4* und beliehige £ aus I” 
das Element f~*-a-8 stets einen Hp. von 4* darstellt, also zu 4* gehért. 
A* ist daher invariant in I. Der Beweis der Umkehrung ist trivial. 

Die Bedeutung des Invarianzkriteriums von Satz 2d) liegt darin, daB 
die abgeschlossenen invarianten Untergruppen von I" eindeutig umkehrbar 
den Normalunterkérpern von U entsprechen. 

Wir schlieBen den Paragraphen mit einer Definition, die vor allem 
in §8 und §4 wichtig sein wird: 

Die Elementemenge M aus I heft ein ,,volles System von Er- 
zeugenden“ der abgeschlossenen Gruppe 4*, wenn A* die abgeschlossene 
Hiille der kleinsten Gruppe 4 ist, die die sdmtlichen Elemente von M 
enthalt. 


§ 2. 
Existenz von nichtabgeschlossenen Untergruppen. 


Es soll jetzt gezeigt werden, daB I, falls unendlich, stets nicht- 
abgeschlossene Untergruppen enthalt. Im allgemeinen Fall mu der Beweis 
dieser Tatsache im wesentlichen auf Grund von kérpertheoretischen Uber- 
legungen gefiihrt werden. 


Hilfssatz 1. Jst U, ein Normalunterkérper von U, Yu, eine Ab- 
bildung von U,, so gibt es fiir U, + U stets mindestens zwei verschiedene 
Abbildungen von U, die gerade die Abbildung y, von U, vermitteln. 

Der Beweis kann im wesentlichen nach Dedekindschem Vorbild ge- 
fiihrt werden’); nur mu8 man an Stelle der Abzahlbarkeit der algebraischen 
Zahlen die Wohlordenbarkeit von U1 zu Hilfe nehmen. 


Hilfssatz 2. Die Abbildungsgruppe I" eines unendlichen Normal- 
korpers ist niemals abzdhibar. 

Der Beweis folgt nach bekannten Scaliissen aus Hilfssatz 1 sowie 
aus der Tatsache, daB zwischen U1 und dem Grundkérper eine abziahlbare 


Kette U,, U,, U,,... von Normalkérpern eingeschaltet werden kann, bei 
der U,,, jeweils einen echten Oberkérper von U, darstellt. 


Hauptsatz 2. Die Abbildungsgruppe I" eines unendlichen Normal- 


kérpers U enthdlt stets nichtabgeschlossene Untergruppen. 


) Vgl. D. § 4, Satz IV. 
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Da I unendlich ist, gibt es mindestens eine abzihlbare Untergruppe 4, 
die nach Hilfssatz 2 sicher von ihrer abgeschlossenen Hiille 4* verschieden 
ist, weil nach Satz 1 die Gruppe 4* die Abbildungsgruppe von U iiber 
dem Grundkérper (4) darstellt. 


§ 3. 
Der Fall &), 


Wir untersuchen jetzt den Fall 11 = Y& genauer, der z. B. immer dann 
vorliegt, wenn wir es mit algebraischen Zahlkérpern zu tun haben. In Ul 
gibt es eine, und damit unendlich viele ,,Kérperfundamentalfolgen {€,}“ 
mit den folgenden Eigenschaften: 1. €;,, ist Erweiterungskérper von &,. 
2. U ist Vereinigungskérper der sémtlichen €; (WU = €, + E€ + E, + ...). 
Fiir die weiteren Untersuchungen von § 3 legen wir eine feste Fundamental- 
folge {€;} zugrunde und bezeichnen mit y{*) (x= 1,2,...,1,) (statt 
mit y{?) die endlich viel verschiedenen Abbildungen von €,. Das System 2 
der abzihlbar unendlich viel Umgebungen ®(y{*)) (¢ = 1, 2, ...) bildet ein 
»volles Umgebungssystem“ im Hausdorfischen Sinne, d.h. der Raum [ 
gentigt dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxriom. In Zukunft werden auBSer den 
(y{) keine weiteren Umgebungen benutzt. 

Eine Umgebungsfolge {P(y*)} (¢=1,2,...) heiBt ,, Fundamental- 
folge“, wenn D (yk) stets in D (y{*0) enthalten ist, d. h. wenn ype je- 
weils die durch y{*) vermittelte Abbildung von ©, darstellt. 

Satz 3. Die Punkte y von I" entsprechen eindeutig umkehrbar den 
Umgebungsfundamentalfolgen { P(y{*?)}. 

Ist einerseits y aus I” gegeben, und bedeutet y#? die durch y ver- 
mittelte Abbildung von €,, so stellt {D(y*)} eine durch y eindeutig 
bestimmte Umgebungsfundamentalfolge dar; ist andrerseits { ®( y)} vor- 
gelegt, so liefert die Abbildungsfolge {y} der Kérper &, eine bestimmte 
Abbildung y von %, die ihrerseits fiir jedes ¢ gerade die Abbildung y;{*? 
von &, vermittelt. 

Satz 4. Der Raum I ist kompakt. 


Es sei Ul irgendeine unendliche Untermenge von I. Da es nur end- 
lich viel verschiedene Abbildungen y*) gibt, muS eine unendliche Unter- 
menge Ul, von U existieren, deren Punkte simtlich in ein und derselben 
festen Umgebung ®(y*) liegen. Ebenso mu8 U, eine unendliche Unter- 
menge U, besitzen, die ganz in einer festen (in ®(y(*) enthaltenen) Um- 





**) Urspriinglich hatte ich bei meinen Untersuchungen nur den Fall U= % im 
Auge. Auf die Mdglichkeit der Verallgemeinerung auf beliebige Erweiterungen machte 
mich J. v. Neumann aufmerksam. 
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gebung ®(y* liegt usw. Man sieht, es gibt eine Umgebungsfundamental- 
folge {®(y{**)}, deren Glieder simtlich unendlich viel Elemente von U 
enthalten, und der durch {®(y‘*0)} nach Satz 3 bestimmte Punkt y ist 
Hp. von U. 

Satz 5. Jede perfekte Untermenge von I ist nicht abzdahlbar. 

Beweis auf Grund von Satz 3 nach der vom n-dimensionalen Kon- 
tinuum her gelaufigen Methode. Kombiniert man Satz 5 mit Satz 2a, so 
ergibt sich sofort, daB jede abzihlbare Untergruppe von I" nicht ab- 
geschlossen ist. Hauptsatz 2 kann daher fiir U= YU ohne Benutzung des 
Wohlordnunyssatzes mit ganz einfachen topologischen Uberlegungen be- 
wiesen werden. 

Liegen die Punkte y und y’ in ein und derselben Umgebung @ (y{*»), 
aber in verschiedenen Umgebungen (y{")) und P(y{?), so soll i-* als der 
»Abstand |y — y'|“ von y und y’ bezeichnet werden**). 

Man verifiziert leicht, daB bei dieser Abstandsdefinition die Dreiecks- 
ungleichung in der Form |« — y| < max(|« — |, | — y|) erfiillt ist, daB 
also durch unsere Festsetzung I” zu einem brauchbaren metrischen Raum 
gemacht wird. Als den absoluten Betrag eines Elementes y aus I be- 
zeichnet man zweckmaBig seinen Abstand von der Identitat «. 

Nennen wir eine Folge mit einem einzigen Hp. konvergent, so gilt: 

Satz 6. Die Folge {y®} ist dann und nur dann konvergent, wenn 
das ,,Cauchysche Konvergenzkriterium“ erfillt ist, d.h. wenn | y® — y 
(k=l, sonst beliebig) mit wachsendem k gegen 0 geht. 

Beweis ohne wesentliche Schwierigkeit nach iiblichem Schema. Um 
zu zeigen, daB das Kriterium notwendig ist, brancht man Satz 4, um zu 
zeigen, daB es hinreicht, Satz 3. 

Ein unendliches Produkt y")-y®.y®-... heiBe konvergent mit dem 
Grenzwert y, wenn die Folge {6® =y™-y™....-7) gegen y konvergiert. 

Satz 4. Das unendliche Produkt y™-y®-y®-... konvergiert dann 
und nur dann, wenn die Folge {y} gegen die Identitat konvergiert. 

Beweis nach bekannten Mustern. Da8 die Bedingung hinreicht, folgt 
aus der Tatsache, daB in I’ der absolute Betrag eines Produktes nie gréBer 
ist als der absolute Betrag des absolut gréBten Faktors. 

Unter dem ,gewdhnlichen 1. Gruppenpostulat“ wollen wir die Tat- 
sache verstehen, da8 in einer Gruppe 4 mit y und 6 stets auch das 
Produkt »-d vorkommen muB, das ,,verschdrfte 1. Gruppenpostulat“ da- 
gegen soll identisch sein mit der folgenden Forderung: 


*) Unter %(y{")) versteht man zweckmiBig den Gesamtraum I. Der Abstand 
eines Punktes von sich selbst ist gleich 0 zu setzen. 














Unendliche algebraische Erweiterungen. 695 


Sind y?, y™, y®, ... irgendwelche endlich oder abzadhlbar unendlich 
viele Elemente aus 4, so enthdlt 4 auch das Produkt y™-y®-y»®.... 
sofern nur dasselbe bei unendlich viel Komponenten (in einem vorher zu 
prazisierenden Sinn) konvergiert. 

Eine Untergrugpe von I’, die dem verschirften 1. Gruppenpostulat 
geniigt, soll ,scharfe Untergruppe“ heiSen. 

Satz 7. Die scharfen Untergruppen von I" sind identisch mit den 
abgeschlossenen Untergruppen. 

a) Ist y“)-y»°?’.»@.... ein konvergentes Produkt von Elementen aus 
4 mit dem Grenzwert y, so ist y Hp. von 4. — Die abgeschlossenen 
Untergruppen von I" sind also scharfe Untergruppen. 


b) Ist y Hp. von 4, {6} eine Folge aus 4 mit dem Grenzwert y, 
y® = db". 6 (6%=—e), 80 ist y = y-y™.y®.. .., die scharfen Unter- 
gruppen aus I" sind also abgeschlossen. 

Hauptsatz 3. Um den eineindeutigen Zusammenhang zwischen den 
Unterkérpern von U und den Untergruppen von I’ herzustellen, geniigt es, 
bei der Gruppendefinition an Stelle des gewdhnlichen 1. Gruppenpostulates 
das verscharfte 1. Gruppenpostulat (mit dem oben auseinandergesetzten 
Konvergenzbegriff) zugrunde zu legen. 


Satz 8. Jede scharfe Untergruppe 4 von I’ besitzt (im Sinne von § 1) 
ein volles System von hdochstens abzdhlbar unendlich viel Erzeugenden. 

Es seien O(y”) (¢= 1, 2,...; L=1,, ly, ..-, bm) diejenigen unter den 
Umgebungen ®(y{*)), in denen Punkte von 4 vorkommen, y“” sei jeweils 
ein in ®(y) vorkommendes Element aus 4. Dann bilden offenbar die 
abzahlbar unendlich viel Elemente y*” ein volles System von Erzeugenden 
von 4. — Man erkennt schlieBlich noch leicht die Richtigkeit der folgen- 
den Tatsache : 


Ist U ein volles System von Erzeugenden der scharfen Gruppe 4, 
so besteht A aus allen endlichen und konvergent unendlichen Produkten, 
lie man aus den Hlementen von U und ihren Reziproken bilden kann. 


§ 4. 
Ideal-zyklische Abbildungsgruppen**). 


Die Abbildungsgruppe Z eines Normalkérpers 8 soll ,,ideal-zyklisch* 
heiBen, wenn 8 (im Sinne von § 3) durch ein einziges Element erzeugt 
18) Ich spreche von ,idealzyklischen“ Gruppen, weil die idealzyklischen Ab- 
bildungsgruppen ideale Abelsche Gruppen sind im Sinne von H. Priifer: ,,Theorie der 
Abelschen Gruppen: II. Ideale Gruppen“ (Math. Zeitschr. 22 (1925), S. 222-249). All- 
gemeiner sind, soweit ich sehe, die simtlichen Abelschen Abbildungsgruppen samt ihren 
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wird. Eine ideal-zyklische Gruppe ist nach Satz 2 stets -kommutativ. 
Ferner gilt: 


Satz 9. Besitzt der Normalkérper 8 eine ideal-zyklische Abbildungs- 
gruppe Z, so ist jeder endliche Normalunterkérper von 8, d.h. in diesem 
Falle jeder endliche Unterkérper von 3, im tiblichen Sinne zyklisch. 

Es sei y irgendein erzeugendes Element von Z, H die Gruppe der 
positiven und negativen Potenzen von y. Dann muB es in H stets ein 
Element geben, das eine beliebig vorgeschriebene Abbildung eines beliebig 
in 8 enthaltenen € vermittelt. Daraus folgt aber, daB die Abbildungs- 
gruppe von € zu einer Quotientengruppe von H isomorph und damit 
zyklisch ist, d. h. € stellt einen zyklischen Kérper im iiblichen Sinne 
dar. — Es handelt sich jetzt um die Umkehrung von Satz 9. Wir fiihren 
zu diesem Zweck die folgenden Abkiirzungen und Begrifisbildungen ein: 

Bp’ (r=1,2,...) mége einen endlichen zyklischen Kérper vom 
Primzahlpotenzgrad p’ bedeuten; unter 8 p* hingegen mége ein abzahl- 
bar unendlicher Normalkérper verstanden werden, zu dem im Sinne von § 3 
eine erzeugende Kérperfundamentalfolge von der speziellen Gestalt {€,= 8 p*} 
gehért. 8 p* besitzt auBer den in der definierenden Fundamentalfolge auftreten- 
den §p* keine weiteren nichttrivialen Unterkérper. In dem Symbol 8 p’” 
kann in Zukunft r sowohl eine endliche positive Zahl als auch oo bedeuten. 

Wir nennen den Kérper § das direkte Produkt der endlich oder ab- 
zihlbar unendlich vielen Unterkérper ’ &,, &,, %,,... und schreiben 
KR = KR, -K,-K,-..., wenn erstens & Vereinigungskérper der &, ist, und 
wenn zweitens §; mit dem Vereinigungskérper der simtlichen 8, (k + 7) 
nur den Grundkérper als Durchschnitt gemein hat. 

Satz 10. Ist jeder endliche Unterkérper des Normalkorpers 3 im 
tiblichen Sinne zyklisch, so besitzt 8 eine (eindeutig bestimmte) direkte 
Produkidarstellung 8=8p?-Bpr-Bpyr-..., wobet die Primzahlen pi 
sdmtlich verschieden sind. 

a) Es sei 8, der Vereinigungskérper aller der endlichen Unterkérper 
von 8, deren Grad eine Potenz von p ist. Dann gilt die Gleichung 





abgeschlossenen Untergruppen im Priiferschen Sinne ,ideal“, wahrend den nicht- 
abgeschlossenen Untergruppen diese Eigenschaft nicht zukommt. Doch ware der hier 
vorliegende Zusammenhang noch genauer zu untersuchen. 

Die idealzyklischen Abbildungsgruppen sind simtlich isomorph zu (echten oder 
unechten) Quotientengruppen der Additionsgruppe derjenigen ,idealen Zahlen“, die 
H. Priifer in der Arbeit: ,.Begriindung der algebraischen Zahlentheorie“ (Math, Annalen 
94 (1925), S. 198-243) den gewdhnlichen ganzen Zahlen zugeordnet hat. Man kénnte 
die Theorie der idealzyklischen Abbildungsgruppen auf die Herstellung des Zusammen- 
hanges mit der zuletzt erwaihnten Priiferschen Arbeit griinden. Doch fiihrt bei unserem 
Ausgangspunkt der im Text eingeschlagene Weg wohl rascher zum Ziel. 
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B= Bp. Be. Bp. +++» weil jeder endliche zyklische Kérper als direktes 
Produkt von zyklischen K6érpern von Primzahlpotenzgrad dargestellt 
werden kann. (Das Produkt ist dabei nur iiber diejenigen Primzahlen p 
zu erstrecken, fiir die 8 wirklich einen Unterkérper enthilt. dessen Grad 
eine positive Potenz von p ist.) 

b) 8, ist ein 8p’, denn der Vereinigungskérper zweier endlicher 
zyklischer Kérper 8p™ und Bp™ (n,>n,) ist dann und nur dann 
selbst zyklisch, wenn 8p™ in 8 p™ enthalten ist. Durch a) und b) ist 
die Existenz der in Satz 10 geforderten Produktzerlegung bewiesen. Auch 
die Eindeutigkeit 1a8t sich ohne Schwierigkeit zeigen. 

Satz 11. Satz 9 laft sich umkehren, d. h. es gilt: Ein Normalkérper 3 
besitzt dann und nur dann eine idealzyklische Abbildungsgruppe Z, wenn 
jeder endliche Unterkérper von 8 im iiblichen Sinne zyklisch ist. 

In der Tat, geniigt 8 der angegebenen Voraussetzung, so besitzt 8 
nach Satz 10 eine direkte Produktdarstellung 8= 8 p?>-Bpr-Bpr-..., 
und es gibt in Z ein Element y, das fiir jedes ¢ eine von der Identitit 
verschiedene Abbildung des in 8p enthaltenen 8p vermittelt. Bedeutet 
H die Gruppe der positiven und negativen Vielfachen von y, so gilt fiir 
E= Bpe-Bpe-....Bpe (o,;S4r,; » endlich) und damit fiir jeden in 8 
enthaltenen © die Gleichung Zg = Hg;*“) daraus folgt aber, daB Z mit 
der abgeschlossenen Hiille von H identisch und mithin idealzyklisch ist. 

Satz 11 zeigte die ZweckmaBigkeit der folgenden Definition: 


Ein Normalkérper 8 soll dann und nur dann idealzyklisch heifen, 
wenn seine Abbildungsgruppe idealzyklisch ist. 

Unter Zp’ (r =1,2,...) wollen wir eine endliche zyklische Gruppe 
von der Primzahlpotenzordnung p’ verstehen, unter Zp* hingegen eine 
Gruppe, die zur Additionsgruppe der ganzen p-adischen Zahlen isomorph 
ist. Ferner mége das ideale direkte Gruppenprodukt folgendermaBen defi- 
niert werden: 


Die kommutative Gruppe I" heiBt ideales direktes Produkt*®) der end- 
lich oder abzaihlbar unendlich vielen Untergruppen I,,I°,,I,,..., und 
wir schreiben ['=T,-I,-I,-..., wenn jedes Element aus J" dargestellt 
werden kann als (endliches oder unendliches) Produkt je eines Elementes 
aus I’;, wenn umgekehrt das Produkt je eines Elementes aus I, auch bei 





14) Es wird also hier die Tatsache benutzt, daB das Element y, Erzeugendes der 
Abbildungsgruppe Z, des endlichen zyklischen Kérpers 8, ist, wenn bei der Abbildung y, 
keiner der in 8, enthaltenen zyklischen Kérper vom Primzahlgrad elementeweis un- 
geandert bleibt. 

15) Man vergleiche die additive Zerlegung“ der idealen Zahlen in §7 der in 
Anm. **) an zweiter Stelle zitierten Priiferschen Arbeit. 
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unendlich viel Faktoren stets existiert und zu J’ gehért, und wenn schlieB- 
lich (fiir jedes ¢) I; zur Vereinigungsgruppe der samtlichen [, (k +7) 
elementefremd ist. 

Satz 12. Jede idealzyklische Abbildungsgruppe Z besitzt eine (ein- 
deutig bestimmie) ideale direkte Punkizerlegung Z= Zp". Zp's-Zpp-..., 
wobei die Primzahlen p; sdmtlich verschieden sind**). 

a) Es sei 8=3p"-Zpe-Bpr-... die direkte Produktzerlegung 
des zu Z gehérigen Normalkérpers 8, Z,, sei die gréBte Untergruppe 
von Z, bei der die simtlichen Kérper 8 pr (k+ 7%) elementeweis un- 
geandert bleiben; dann ist Z,, zur Abbildungsgruppe von §p isomorph, 
und es gilt die Gleichung Z = Z,,- Z,,- Zp,-.... 

b) Fiir endliches r ist offenbar die Abbildungsgruppe von 3p’ 
eine Zp*. Wir zeigen noch, da8 die Abbildungsgruppe Z* von 3 p® eine 
Zp” darstellt. Es sei y ein erzeugendes Element von Z*; dann sieht 
man zuniachst leicht, da8 es unter den positiven Potenzen von y stets ein 
Element gibt, das eine beliebige vorgeschriebene Abbildung eines beliebigen 
endlichen Unterkérpers von 8p” vermittelt, und da8 daher jedes Ele- 
ment 6 aus Z* im Sinne von §3 als Grenzwert einer konvergenten 
Folge {y™} (¢=1,2,...; m; 20) dargestellt werden kann. Aus der 
speziellen Natur von 8p” folgt weiter: Die Folge {y™} konvergiert dann 
und nur dann, wenn n,;=n,,, (p*) fiir i>0,(k) (kK =1,2,...); die 
konvergenten Folgen {y™} und {y™} liefern dann und nur dann denselben 
Grenzwert, wenn n,; =m, (p*) fiir ¢>%, (k). SchlieBlich ist unmittelbar 
klar, daB 6,-6,=lim{y™+™}, falls 6,=—lim{y™}, 6,=lim{y™}. — 
Die zusammengestellten Tatsachen zeigen: Jedem Element é aus Z* kann 
eindeutig umkehrbar eine ganze p-adische Zahl i zugeordnet werden, mit 
deren Hilfe man zweckmaBig 6 in der symbolischen Form 6 = y* schreibt. 
Es gilt dann das Multiplikationsgesetz y*-y* = y*+*. 

Es ist damit die Isomorphie von Z* zur Additionsgruppe der ganzen 
p-adischen Zahlen bewiesen, und die Existenz der in Satz 12 geforderten 
idealen direkten Produktzerlegung endgiiltig gesichert. Auch die Eindeutig- 
keit 14B¢ sich leicht zeigen, und zwar entweder unmittelbar oder mit 
Hilfe der Eindeutigkeit der Zerlegung von Satz 10. 


8) Die Additionsgruppe Z* der zu den ganzen rationalen Zahlen nach Priifer 
gehdrigen idealen Zahlen besitzt den Typ: Z* =Z2"-Z3"-Z5*-.... Daraus und 
aus Satz 12 ergibt sich sofort die in Anm. ™) aufgestellte Behauptung iiber die Iso- 
morphie der idealzyklischen Abbildungsgruppen mit den Quotientengruppen von Z*. 


(Eingegangen am 28, 12. 1927.) 








Ober Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 
Von 
Vojtéch Jarnik in Géttingen. 


§ 1. 
Einleitung. 


Es sei Q(u)— S'a,,u,u, (r>4) stets eine positiv-definite qua- 
uv 


1 
dratische Form der u,. Fiir 2>0 sei Ag(x) die Anzahl der Gitter- 
punkte im r-dimensionalen Ellipsoid Q(w) <2; Jg(x) sei der Inhalt dieses 


Ellipsoids, 
Pg (x) = Ag(x) — Jg(z). 
Dann gilt 
(1) Po(z)= O(a? 7%), Po(z) = O(e*), , 


Wenn insbesondere die a, , rational sind, so ist *) 


(2) Po(2) = O(a) fir -¢>4, 


1) E. Landau, Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadratischen Formen. 
Berliner Akademieber. 1915, 8. 458—476. 

*) E. Landau, Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, vierte 
Abhandlung, Géttinger Nachr. 1924, S. 187--159. 

*) Vgl. die in der Math. Zeitschr. unter dem gemeinsamen Titel ,Uber Gitter- 
punkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden“ erschienenen Arbeiten von E. Landau, erste 
Abhandlung 21 (1924), 8S. 126—132, zweite Abhandlung 24 (1926), S. 299—810; 
A. Walfisz, erste Abhandlung 18 (1924), 8. 300—-307, zweite Abhandlung 26 (1927), 
8. 106—124; V. Jarnik 27 (1927), S. 154—160. Weiter: H. Petersson, Uber die Anzahl 
der Gitterpunkte in mehrdimensionaien Ellipsoiden, Abhandl. aus dem Math. Seminar 
in Hamburg 5 (1926), S.116—150. Ch. H. Miintz, Uber den Gebrauch willkiirlicher 
Funktionen in der analytischen Zahlentheorie I, Sitzungsber. der Berliner Math. Ges. 
24, 2 (1925), 8S. 81—98 und Zur Gittertheorie n-dimensionaler Ellipsoide, Math. Zeitechr. 
25 (1926), 8. 150—165. 
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(3) Po(z)= O(a? log*z) fir r—4, 
(4) Po(z)—2(2" ) fir r>4. 


Fiir r=4 ist noch in einigen Spezialfallen (mit rationalen a, ,) etwas 
mehr bekannt*). 

In einer vor einigen Wochen erschienenen Arbeit®) hat Herr Walfisz 
das Problem von Formen mit irrationalen Koeffizienten in Angriff ge- 
genommen und folgende Resultate erhalten: 

Er betrachtet nur Formen von der speziellen Gestalt 


Q(u)=au? + 2 Yay, -%,%,, «> 0 irrational, a,, rational, r>10 


und beweist: 
a | 
wae ). 


oi 
2. Zu jedem —(x)>0 mit p(x) = o(2? ) 148t sich eine irratio- 
nale Zahl a> 0 so finden, da8 
Po (x)= 2((z)). 
3. Fiir fast alle a > 0 ist trotzdem *) 
= 3 
Po(z) = Ole * log* Py). 
Ich habe inzwischen das Problem mit einer anderen Methode angegriffen 
und werde hier folgendes zeigen: 
Ich betrachte ausschlieBlich Formen’) 
Q(u) = ay uj + a,ug+...+a,u,, @>0,r24. 
Fiir diese Formen werde ich beweisen: 


r 
2 


ae \ 
1. Po(x) = O(a! logz) fir r>4, 


Po(z) = O(a? log’ z) fir r=—4. (Satz 1.) 


*) E. Landau, Uber die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Bereichen, Géttinger 
Nachr. 1912, 8. 687—771; H. D. Kloosterman, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen 
Ellipsoiden, Math. Zeitschr. 24 (1926), 8. 519—529; A. Walfisz, Teilerprobleme, Math. 
Zeitschr. 26 (1927), S. 66—88. 

5) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, dritte Ab- 
handlung, Math. Zeitschr. 27 (1927), 8. 245—268._ 

®) Fast alle“ bedeutet: alle bis auf eine Menge vom MaB Null. ,MaB“ bedeutet 
in dieser Arbeit das Lebesguesche Ma8, 

*) Rationale a; (einige oder alle) werden nicht ausgeschlossen. 
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DaB sich dieses Resultat nicht wesentlich verpessern lait, zeigt die 
im Falle rationaler a, giiltige Formel (4). 


2. Fiir fast alle «> 0 ist 


rte 
Po(z) = ola! ) 
bei jedem e > 0 (Satz 3). 
AuBerdem werde ich mich mit speziellen Formen der Gestalt 


(5) Q(uw) = B, (whi +... + %p,1) + Bg (uina t+... + une) +... 
+B, (utot...+a%, 


mit £; > 0, 022, r,>4 beschiftigen, fiir welche ich folgende, ziemlich 
scharfe Resultate beweisen werde: 


3. Fiir fast alle B,>0 ist 


A ee 
Po(z) = oa? ) 
bei jedem « >0 (Satz 2). 
4. Fir fast alle 8; >0 ist 
-1 


Po(z) = ale” log’*! 2) (Satz 4). 
5. Fiir alle B,>0 ist 


Po(x) = a(2*’) (Satz 5). 


{ch kénnte zwar auch fiir Formen (5) ohne die Voraussetzung r;> 4 
einige Resultate bekommen, und zwar unmittelbar aus der Methode des 
§ 5, doch verzichte ich darauf, um nicht uniibersichtliche Resultate zu 
haufen. Ebenso kénnte man ohne Miihe das z* im Satz 2 und 3 und das 

o—! 
Glied log’** im Satz 4 noch verschirfen. Endlich ist es zweifellos még- 
lich, die hier erhaltenen Resultate auch auf Formen von einer etwas all- 
gemeineren Gestalt zu iibertragen. 


Zum Beweis der Siatze 1, 2, 3 benutze ich den bekannten Hardy- 
Littlewoodschen Ansatz, wie er im Falle von Formen mit rationalen 
Koeffizienten von Herrn Petersson (loc. cit. *)) konsequent durchgefiihrt 
worden ist. Die erzeugende Funktion ist hier freilich keine Potenzreihe 
mehr, sondern eine Dirichletsche Reihe; statt der Cauchyschen Integral- 
formel wird darum die Perronsche Formel (6) benutzt. Die Unendlich- 
keit des Integrationsweges bereitet hier einige Schwierigkeiten, die im § 2 
iiberwunden werden; dann la8t sich schon Satz 1 leicht beweisen (§ 3). 
Dagegen brauche ich zum Beweis der Satze 2 und 3 noch einen Hilfs- 
satz iiber die Haufigkeit derjenigen Systeme von ganzen positiven Zahlen 
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h,, hg, -.-5h,; hy, k,,.--,&,, die bei gegebenem y,,7,,..-,¥, (7; > 0) 
die o —1 Ausdriicke | 
| in zy Gj =2, 8,..., 0) 
»klein“ machen (§ 4). 

Zum Beweis der Siatze 4, 5 benutze ich eine ganz elementare (bis 
auf die Benutzung eines Satzes von Herrn Khintchine bei Satz 4) 
Methode, die im wesentlichen auf einer Approximation der Formen (5) 
durch Formen mit rationalen Koeffizienten (oder vielmehr Koeffizienten- 
verhaltnissen) beruht. 


§ 2. 
Vorbereitungen. 
Im folgenden sei immer r ganz, r > 4; x > 4; a, > 0 (j = 1, 2, ..., r). 
Es sei Q(u) eine positiv-definite quadratische Form von der Gestalt 
Q(u) =a, u? +a,uz +...+ 0,43. 
Wir setzen noch*) 


a | : 
4,(2)= 51; @(%)= —— 34 : 
Qim) Sa Ve a,...0, (5 +1) 
Pa (x) = 4g(x) — Jg(z). 
Dabei ist die Summation iiber alle ganzen m,, m,,...,m, zu erstrecken, 


fiir welche Q(m)<z. 
Es sei 


0(s)= S e-™* fir R(s)>0; 
die Dirichleteche Reihe 
O(a, 8)0/x,8)...0(a, 8) = Sa,e™ (Om1, <4, <4, <...) 
ist fir $i(s) > 0 absolut konvergent und es ist 
J 4.= Aa(2). 


Fiir jedes x > 4, welches sich nicht in der Form x = Sm} «; mit ganzen 
m, darstellen laBt, gilt demnach die Formel”) aes 
i +e 
1 \ ie 
(6) 4g(x) = 55 J 0(a,2) 0(ay8)...0(«, 8) “as. 
1 
——to 


*) Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen. 
*) Alle benutzten Integrationswege sind geradlinig. Vgl. z. B. Hardy-Riesz, The 
General Theory of Dirichlet’s Series, Cambridge Tracts 18 (1915), S. 12. 


























Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 7038 
Wir setzen noch 4(zx) gleich der kleinsten unter den Zahlen 
x =2 m}«,;|, wo die m, unabhingig voneinander alle ganzen Zahlen 
iusiltadie, 
Hilfssatz 1. Hs sei y>0, 56250. Es sei die Abschatzung 


Po(x) = O(a’ log’ x) 


fiir diejenigen x richtig, fiir welche A(x)> aa dann ist sie auch fiir 
2 
zx 

stetig wachsendes x richtig. 


Tr 
Beweis. Es ist*®) 5 1 <cx* fir x>c; daher gibt es auf der 
= <Qimsx 


x 


| me 





Strecke 5 < y< «x mindestens eine Zahl y mit 4(y) > = ee Gesetzt 
cx? y 

nun, die Behauptung sei falsch; dann wiirde es eine Folge von Zahlen- 

paaren z,, D,,2,,D,,... mit 2, —--+ co, D,-+-+ © geben, so daB ent- 

weder 


1. fiir alle n gelten wiirde 


vol 


Ag(%n) > Mz, + Dy xz log 2, 
oder 
2. fiir alle n gelten wiirde 


r 


Ag(%n) < Mae — DyxzZ log x, . 
Aus 1. ergibt sich nun ein Widerspruch folgendermaBen: Es sei y, 
die untere Grenze der y mit y>z,, 4(y)> <j Dann ware 4(y,)=> +, 


2 2 
. , . y Yn 
, Sy, < 22, fiir x, >c; weiter wire 


A(y)s—<+ fir 2,<ySy,; 
* 3 


also 


~ 


S12 (Yn — %) g% — 1. 


In <Q(m) Syn 





10) Mit c bezeichne ich unterschiedslos positive, uur von 7, @,, @,..., &, abhingige 
Zahlen. 
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Also 


r 


Ag(y,,) = Mz, + (¥, — 2) ste —1+D,23 log? 2, 





£ p= 
2 M(2, +5 (Yn — %n)¥e ) + srt; ui log*y, 


ie ry D, _ 
= My + a9 log’y, fir y, >e¢(y, 4), 





gegen die Voraussetzung, da 4(y,)> =, 
we 
Ebenso ergibt sich ein Widerspruch aus 2.: Hier sei y, die obere 


Grenze der [y<z, mit 4(y)>—-; also 4(y,)>+, @<y,<2,; 
' y* y 

A(y)S— fir y, Sy <2,, alles fiir z,>c. Also 
2 
y 


> 12 (a — yn) 592 — 1, 


Un <Q(m) Sap 


r 


Ag(¥,) < Mz? + s —2,)z,° +1—D,y? log’ y, 


< My? a y? log’ Yas 


wieder gegen die Voraussetzung. 
Hilfssatz 2. Wenn x die Zahlen mit 4(x)=> +. durchlauft, so ist 


sim] He 2) 0(a,) ...0(a,6) “de +0(1). 
+ ie 


Beweis. Wegen (6) und weil der Integrand fiir konjugiert komplexe 
Werte von s konjugiert komplexe Werte annimmt, geniigt es, fiir die 
betreffenden z zu beweisen, da8 


= +48 


Soo (a,8).. .0(a,8) “de <c 


Stier 





(7) 


fiir alle > 2" und alle z >c. Die linke Seite von (7) ist gleich 
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( a +68 
+o rit ZX m}aj) (++) 
2 as 
8 
(m)=— 
iti 
(8) ; 2 1 1 
+o -2 m} aj) (++) +o 2 m} aj) (+0) 
< ) |I< ; at|++ » ||* i at 
(m)= —@ (m) = — @ t(— +42) 
pad \z@ 
+@ 1 
~ 2 mpage 1 1 
c y */——_—__—___ + —.|. 
= we (sie= sara +g) 
j 
Es ist aber erstens ——___ <x’; zweitens 1<¢(2"2)* 
\2— Simp a,| Qim) S 2" 2 
fir n>0, 2>c. Also 
+o 1 ow r r 
-3 wfe-t : Eeae £ 
Zen "F< ¢ S'(2"2)*e™ <cz’*; 
(m)=—@ n=1 
also ist die rechte Seite in (8) kleiner als 
tt, 3 4 
cx (4. +pn)<e fir z>c; 
| w. z b. w. ; 
Hilfssatz 3"). Hs sei A eine positive Zahl; dann ist 
| 7 18 
hr) 
2 Ve 
F 1 ha a* a? (.*) 
(9) gpz | 9(a,8) O(a)... 0(a,8) —ds = — a +O\zx"). 
P(5 +1) Veyey... a 
14, 
= Ve 


Beweis. Nach einer bekannten Transformationsformel ist 


6(a,8) = (1+ (6), 


wo 
> 
y;(8)=2 de mre 
m=1 


1) Vgl. Petersson, loc. cit. *), § 2, wo analoge Rechnungen vorkommen. 
45 
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wir setzen ¢ = u + ti; dann ist auf unserem Integrationsweg**) 





1 x = 
R (5) = spre fiir z>c,. 
Also 
v2 7 me, Zz 
w= - (m*—1) -¢;—— 
|w;(8)| <2e parmeinte’ aj e 1+#e 
m=1 


Demnach ist die linke Seite von (9) gleich 














A 
Ve 
4 z (+4) r 
1 x* es ( “oT ee 
a! _ 1 dt, 
22 Ja, a. =| ; ett +4 
(> ase) 
_4 iz tt) 
Va 
wo |z|<c,. Hier ist erstens 
A 
Va AVz 
a 2 2 
’ (J +it) tite ( ?) 7 “a8 
(10) <——---—— di=O'z’* —; at; 
+1 —+— 
aN 1+¢*)* 3 
_2| (s+) alts 
Va 


Das Maximum des Integranden fiir ¢>0 liegt fiir z>c, bei 
1 


t?+]1=— 7 und ist gleich ole . r). daher ist die linke Seite von 
dl. 


(10) gleich o(2*). Weiter ist 








_A 
Vz 
2 (5+) | | P 2(<+ ‘ | ) | ie A 
1 e ai oa e Pa os ] — 4 
| Fld es =H |-0 [ze ole) 
J ({+ie) | J (= +ée) | 4 


22) Mit c, bezeichne ich unterschiedslos positive Zahlen, die nur von «;, r und A 
(j =1,2,...,7) abhangen. 
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Endlich ist 
1 
J (£ +4) on 
ot r(i41 ; 
(5 +51) (s+) 
z 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
Hilfssatz 4. Wenn fiir irgendeine Form 





Q(u)=a,uf+...+a,u; (a;>0), 
fiir irgendein A>O, irgendein y2q und irgendein 6> 0 gilt 
~ +42" 
f |0 (a, 8)...0(«,8)|-—* — O(z7 log*z), 
£44 
= Ys 


8o tat 
Po(x) = O(a? log’ x). 
Beweis. Folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1, 2,8, wenn wir noch be- 
merken, da der Integrand fiir konjugiert komplexe Werte von s konju- 
giert komplexe Werte annimmt und | e**| =e ist. 


§ 3. 
Allgemeine Bemerkungen und Satz 1. 


Fiir das Folgende (§ 3—6) machen wir folgende Verabredungen. Wir 
legen, bei gegebenem x>4, auf das Intervall —co<t<-+oo alle 


Fareybriiche : mit h30, 0<k< Ya, (h, k)=1 und konstruieren noch 


ihre Medianten, d. h. die Punkte 5 , wo ze ; zwei benachbarte von 
unseren Fareybriichen sind. Mit 8, , bezeichnen wir das linksseitig ab- 
geschlossene, rechtsseitig offene Intervall, dessen Endpunkte zwei benach- 


barte Medianten sind und welches den Punkt ; enthalt. Bekanntlich ist 
h 6 h 6’ 

Bae = CE aye" t+ iy) 
wo 6,6’ noch von h,k,x abhingen, aber den Ungleichungen } <0 <1, 
1 <6’<1 geniigen. Wenn a,,a,,a, drei reelle Zahlen sind, a, > 0, so 
wollen wir, wenn J das Intervall (a,,a,) ist, mit a,J das Intervall 
(a, a, 4@,a,) bezeichnen. : 
Es gilt nun bekanntlich**) folgendes: Wenn prt eine Modulsubsti- 





18) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, S. 183—185. Leipzig: B.G. Teubner 1908. 
45* 
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‘ , . P 2h k . 
tutior ist mit n> 0, "FT (also n=k oder n=). so ist 
8 O(— ws stee— 2?) 


na,s—pat}’ 





(11) O(a;8) = 
k(a;s—22i 7) 


wo $,6 noch von h, k, l, m,n, p abhingen, dabei aber |$| kleiner als 
eine absolute Konstante ist und 6(s) eine der folgenden Gestalten hat: 


+@ +@ 
wo = > e-™s oder 6(s) = Ps (—1)"e-™* oder 

(12) din + @ cep 
| 6(s)= »” {Ps ’ 


Wenn nun s -+ + ¢¢ und ¢ im Intervall =. liegt, so ist 
J 


a* a, 





-las—mai 
R (— 2s RES) = i a? ( Qah\? > Cc; 
zn + (at--F-) 
denn es ist 
as—2 1 es... O<n<k<Jz. 
7 k |  RYx page 





Daher ist fiir e=-+ti, t in -= B, nach (11, und (12) 
yh. 








(13) | O(a;8)|< 

also , : . 

(14) |O(a;s)| < = Min = (Min (a, 9) =): 
ye (1 Vie a) 


Satz1. Es sei Q(u)=a,uz+a,up+...+e,u7, a, >0, r>4; 
dann ist 


vis \ 
Po(z)= O(a! logx) fiir r>4, 


Tr 


, 2 1 
Po(z) Ole log? x) fir r=4. 
Beweis. Ich setze A= Max=*; dann ist 
re : 
(15) f cere)... 0Ce 8) gg| sal O79) g 


—+§-— 
+. te 


wo ex tit (denn Va,a,... Ta, <= (a,+a,+...+4a,) fiir a,;>0). 
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fern 
8 
4 


Vz 


Aber 


dt, 








asd J [se 
Ak on 
aj eho 
wo ich nur iiber diejenigen Paare von h, k summiere, fiir welche minde- 
stens ein Punkt von 2B , im Intervall (4, x") liegt. Es ist also 
a, , Vz i 


22 22 

a,fx’ a,x 

_ 22 2a/h 1 ah 

fiir ¢ aus — One (wegen x > 4) ls|> l= SG-pe)> SF 
Nach (13) gilt also 


f jercene) 
8 
22 B 


——3 
c dt ca* 

pas | o*. ioe 
2 1 ri 2 

h h 


sicher h>0, da =B,,; im Intervall {+ ) liegt. Weiter ist 








dt<c > 





Dieser Ausdruck ist iiber einige h >0 zu summieren, wobei aber stets 
h<ca'tt; dann iiber k mit O0<k< yz. Das ergibt 


a’ 


f{cie2 
8 


4 

Va 
wo Y(x)=1 fir r>4, P(x) =loge fiir r= 4. Wegen (15) und Hilfs- 
satz 4 ist damit der Satz 1 bewiesen. 


2. 
dt<cz” logx¥(z), 





§ 4. 
Ein Hilfssatz tiber diophantische Approximationen. 


Wir betrachten nun einen o-dimensionalen Euklidischen Raum &,; 
seine Punkte seien durch ihre rechtwinkligen Koordinaten y,, 7,,.--; 7, 
charakterisiert. Es sei o>1. Es seien weiter drei Zahlen C, D,a ge- 
geben mit 0<C<D, a>0; mit W bezeichnen wir den Wiirfel 
Cs7,5D (j=1,2,...,¢); mit W, bezeichnen wir den Wiirfel 
Cx<7,SD (j=2,...,¢), den wir als Punktmenge eines (o — 1)-dimen- 
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sionalen Raumes R 
Zahlen **) 
h,>0,h,>0,....4,>0, &>0,k,>0,...,4,>0, 
= ee oe 


und eine Zahl y, mit Coy, D gegeben. Wir bezeichnen mit 
M(h; k;; 0; y,) die Menge derjenigen Punkte (y,,y,,...,7,) von W,, 
fiir welche gilt 


lay — 4% a = = 
(16) iz i, 71 k, %5| < 2) &, 2 (j 2, 3, — a). 


1,0-1 betrachten. Es seiea nun ganze nichtnegative 


Das MaGB der Menge M(h; k;n; 0; 7,) im (o —1)-dimensionalen Raum 
R, ,_, ist héchstens 


Tye hy ge" 


Nun sei M(h; k; n;0) die Menge von allen Punkten (y,,7,,...,7,) des 
o-dimensionalen Wiirfels W, in welchen (16) gilt; ihr Ma8 in R, ist héch- 


stens gleich 
Da 


2a 
f 2") h, 2? ay,3 
Cc j=2 j 


Cy 
m M(h;k;n;0)< Qmtmt.--thoh hh, 20-2 " 
Aus (16) folgt noch 


also **) 





h, ky | a P i 
Reh ~8\<aes G=8,8,...,9); 
fiir 9 >c, ist also, wenn M(h;k;n;0} nicht leer ist, 
- h, h h, : 
(17) OE < i < %E, (j = 2,38,...,0) 


Wir beschranken uns im folgenden auf solche 9. 

Es sei nun 1; m,,m,,...,™,; M,,M3,-.-,%,; @ ein System von nicht- 
negativen ganzen Zahlen. Wir betrachten alle Mengen M(h;k;n; 0), fiir 
welche gilt 


(18) a'<h, <a'*; av~ Sk <Q**§ (5 =1,3,...,0). 
Wenn ein solches M(h;k;n;o) nicht leer sein soll, so mu8 (17) gelten, 
also 

ie ch <a (j = 2,3,...,0). 


**) Man iibersehe nicht die Unsymmetrie in bezug auf den Index 1! 
) m M sei das MaB von M in R,; mit c, bezeichne ich unterschiedslos positive 
Zahlen, die nur von o, C, D,a abhiangen. 
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Die Summe der Mafe aller dieser M(h;k;n;@) ist daher héchstens gleich 


c, 2°-0™ Qtlgmt+m,+... +m 9m, +m, +...+Me 
QmtNst.-. ne gie-vl gie~e QMtm,+.-.+Me " g(o—1)m, 





g! gm tm, +...+me 


2. 





= C, Qmatnst...+ne g(e-Ne — 


Wir betrachten nun die Menge M(1;m;n;o) derjeuigen Punkte des Wiir- 
fels W, in welchen die Ungleichungen (16) fiir mehr als 


g! gm+m+...+me 


((e + 1)(l + 1) [] (m,+ 1) [J (»,; + 1)) gmtns+...+neglo—e =M 
j=1 j=2 


Wertsysteme von h,, k; mit (18) erfiillt sind; d.h. die Menge der Punkte, 
die in mehr als Yt Mengen M(h;k;n;0) mit (18) enthalten ist; das 


Ma8 dieser Menge ist offenbar héchsten = d. h. 





(19) m M (1; m;n; 0) < —* 3 ‘3 
(e+1ye+1) I (m+) I (my+1)) 





alles fiir 0 >c,. Der Ausdruck rechts in (19) ist aber das allgemeine 
Glied einer konvergenten Reihe. Daher bilden diejenigen Punkte von W, 
die in unendlich vielen Mengen M(1l;m;n;0) mit @ >c, enthalten sind, 
eine Punktmenge vom Ma8 Null, die wir mit N(C,D,a) bezeichnen. 
Insbesondere haben wir also folgenden Hilfssatz bewiesen: 


Hilfssatz 5. Hs sei 0<C<D,a>0, 6 ganz,o>1. Dann gibt 
es im Wiirfel W: 
Cs7,<5D (j =1,2,...,0) 


des o-dimensionalen Raumes Kk, eine Punktmenge N(C,D,a) vom Map 
Null und von folgender Beschaffenheit: 
Zu jedem Punkt (y,, 74,--+ ¥,) von W — N(C, D,a) gibt es eine Zahl 
Lo = Qo (%19Yar++ +2 Yor)» 
so daB fiir jedes System von nichtnegativen ganzen Zahlen 
1; M,, Mg, ..-,M,; My, Ny, -+-,N,3 O 
mit @ > 0, die Tmaleichungen 
oh ~Pal<aee (j =2,8,...,0); 
f<z, ce", Peace™, Wasa un 
ee tS he 
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héchstens 


. ~~ 2 glomitm+t...+me 
m= (e+ 10+ 1) [Tim + T+ 0) geracrrae gent 
j=1 = 


Lésungen in ganzen h,, k; (j = 1,2,...,0) besttzen. 





§ 5. 
Satz 2 
Hilfssatz 6. Es sei o> 2;7,;>4(j =1,2,...,0); p> r,=1731;,6 


ganz. Dann gibt es in dem o-dimensionalen Raum der Punkte(B, By, wh 
eine Punkimenge N vom MafB Null und von folgender Beschaffenheit: 
Fiir jeden Punkt (f,,f,,...,8,) mit B; > 0 (j= 1,2,...,0), welcher nicht 
zu N gehort, und jedes e >0 ist 


(20) f 
A 


Va 


0" (B, 8) 0" (By 8) ... °° (Bos) 


8 


dit=O rrr) ; 











wo A= max>*, e= + +it. 
Aus Hilfssatz 6 folgt dann wegen Hilfssatz 4 sofort 
Satz2. He sei o>2, r;>4 (j= 1,2,...,0); Sian 1;, 6 ganz. 
Es sei = 


Q(t) = By (tin + ta +. + tty,,1) + By (tte + te +... + ty,2) 
+ ee +B, (Ue + tae +... + tK,0)- 
Dann gibt es in dem o-dimensionalen Raum der Punkte (f,,8,,-..,8,) 


eine Punktmenge N vom Maf Null und von folgender Beschaffenheit: 


Fiir jeden Punkt (B,,8,,-..,8,) mit 8; >0 (j= 1,2,...,0), welcher 
nicht zu N gehdért und jedes e > 0 ist 


Po(x) = o(2? aay & 


Beweis des Hilfssatzes 6. Weil eine Vereinigungsmenge von ab- 
zahlbar vielen Nullmengen**) wieder eine Nullmenge ist, geniigt es zu zeigen: 
Zu jedem C,D mit 0< C < D gibt es eine —— N(C,D), so daB 
in jedem Punkt des Wiirfels W: C<,< D (j= .-,9), der nicht 
zu N(C, — gehért, fiir jedes « > 0 die Beziehung rh erfiillt ist. 


18) Statt ,Menge vom Mai Null“ sage ich im folgenden oft ,Nullmenge“. 
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Es sei dauernd x >4 und wir greifen aus W irgendeinen Punkt 
(B,,8,,---.8,) heraus. Zu jedem ¢ unseres Integrationsintervalls 
(Max ax 72") und zu ur ji (j= 1,2,...,¢) gibt es genau ein Paar 

3 
h;, k; 80, da8 ¢ im Intervall 22 7 Bu. z, liegt; diese Werte h;, k; sind also 
bestimmte Funktionen von ¢, “* freilich noch von z,f,,f,,...,8, ab- 
hangen. Wir bilden nun zu jedem System von ganzen Zahlen 


By Migs seep Ms yg lagg. 00g By, Mey... 8, 


h=0, O<k< yz, (hj k)—1 (j=1,2,...,0) 
die Menge derjenigen ¢ unseres Integrationsintervalls, welche im Durch- 


schnitt der o Intervalle Biya (j=1,2,...,0) liegen und die Un- 
gleichungen 


mit 


pee. Ass B; a 
(21) ate <|fe'— tlSsar (j =1,2,...,¢) 


erfiillen. Diese Menge bezeichnen wir mit Q(h;k;n). Weil in Bina 
gilt 
r ~t a ts; <— 


so sind diejenigen Mengen Q (h; k;n) Bias fiir welche mindestens eine der 
Zahlen n, negativ ist; ebenso sind diejenigen Mengen Q(h;k;m) leer, fiir 
welche mindestens eine der Zahlen h, gleich Null ist. Weiter kommen 


nur die h; mit h; << @, a’*? in Betracht*’). Endlich ist jeder Punkt ¢ 
unseres Integrationsintervalls in genau einer der abzaihlbar vielen Mengen 
Q(h;k;n) enthalten, ausgenommen die endlich vielen Punkte t = TE 

Es geniigt also zu zeigen: fiir fast alle Punkte (8,,8,,...,8,) von 
W gilt 





f 10" (B, 8)... 07° (B, 8) 
8 


(A), (k), (nm) Qh; kin) 


dt = Pe as 





fiir jedes «>. Dabei kénnen wir uns nach dem eben Gesagten aif die 
Q(h;k;n) mith, >0, n,>0, hy <@,c"** beschranken. Aus Symmetrie- 
griinden diirfen und wollen wir uns sogar auf die Q(h;k;n) mit 

(22) 2°k >] 2"k >...>2h, 

beschranken. 


1”) &, bedeuten positive, nur von r;,0, C0, D abhingige Zahlen. 
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Es sei nun /; m,,m,,...,™,; 2,,M,---,m, ein System von ganzen 
nichtnegativen Zahlen; wir wollen sagen, daB eine Menge Q(h;k;n) mit 
(22) zur Klasse [1; m;n] gehért, wenn 
(23) *s’,<2", 9% 55,<2%"* (j—1,3,...,0). 


Jede von unseren Mengen Q(h;k;n) gehdrt also genau einer Klasse an. 
Wenn eine Menge Q(h; k; ) der Klasse [1; m;n] nicht leer sein soll, so 
mu8 nach (21) (wegen 2"k, > 2k, fiir 7 = 2,3,..., 0) gelten 


£5.23 ey a 
Bk By | ~ oma,ge (j= 2, 3,..., 9), 


wo die ganze Zahl g durch 2° < yz < 2°** definiert ist. Wenn wir nun 


den Hilfssatz 5 mit y; = = C= z° D= = a = é, anwenden, finden wir: 
y 


Es gibt im Wiirfel W (C<£;< D) eine Punktmenge N(C, D) von 
folgender Beschaffenheit: 


1. Wenn der Punkt (f,, £,, .. 
so durchlauft der Punkt ( ae *) eine Menge vom Ma8 Null. 


., B,) die Menge N(C, D) durchlauft, 
BO Be vom Ma8 Nu 
2. Zu jedem Punkt (f,, 8,,..-,8,) der Menge W— N(C, D) gibt 
es eine Zahl 
Qo vax Qo (B,; B,, ye we B,; C,” D, 6, T1> Ts, sees ¢.), 


so da8 fiir alle o>, (also fiir alle x>2%°*”) und fiir jedes System 
von ganzen nichtnegativen Zahlen 


By Whns Milne + 009 MAS Bigs Me. -- eB 


héchstens 


“4 “2 2 + ...+1lg 
M = 2°-* (log x(t-+1) J] (m,+1) TJ (nm, +1)) 
j=1 j=2 gmt --. +e Pi 

Mengen Q(h; k;n) der Klasse [1; m;n] nicht leer sind. 

Aus 1. folgt freilich, daB auch 

8. die Menge N(C, D) das Ma8 Null hat. 

Es sei nun (f,, 8,,...,8,) im Rest des Beweises ein fester Punkt 
von W—N(O,D); und es sei x > Max (4, 2%*"). Wir vereinigen die 
Klassen (2; m; mn] in Oberklassen {0}, {1}, ..., {0} folgendermaBen: wenn 
genau zt von den o Zahlen 2"*” (j=1,2,..., 0) gréBer oder gleich jx 
sind, so werde die Klasse [1;m;n] zur Oberklasse {r} gezaihlt. Wegen 
(22), (28) ist offenbar 


gene '? > ...2o". 
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Es geniigt uns also zu zeigen: fiir unseren Punkt (f,, f,,..., 8,), 
fiir jedes « > 0 und fiir jedes t (rx = 0, 1, 2,..., 0) ist 


Cy) a | 

Qh; kin) 
wenn Q(h;k;n) alle nicht leeren Mengen der Oberklasse {ct} durchlauft. 
Fiir ein Q(h; k;n) der Klasse (1; m;n], die zur Oberklasse {x} gehért, 
ist nach (14) der Integrand kleiner als**) 





6" (A,#)---6" (Be*)| gy _ (,7-°**) 
8 | , 





% fr 
—+...+¢— Tre To Tre To 
gm 82 2 Stet 9 “a5 tenet hey 
> ' ; 
2 mot+...tm = 
2 2 2 


das MaB von Q(h; k;n) ist wegen (21) kleiner als 


C3 ° 
endlich ist die Anzahl der nicht leeren Q(h;k;n) der Klasse [1; m;n] 
héchstens MN. 
Also ist der Beitrag aller Q(h; k;m) der Klasse [1; m; ] zum Inte- 
gral auf der linken Seite von (24) héchstens gleich 


r r r r o t 
ee eo ee 


o ; 
2 2° 4 . © 1 n (2-1) +m, 
or I —.- IT? 
j=1 Quem (2-1) j=t+1 


(25) 
*< log? x ((¢ + 1) [J (m, + 1) J] (n+ 1). 
j=1 j=2 


Diesen Ausdruck sollen wir nun iiber die nichtnegativen ganzen Zahlen 
Bs 9B, Wigs 2009 M3 yy Megs - - 05M, 
summieren, wobei zu beachten ist 
2" > Ya fir jot; 2 < x fir j >t; 
2" < yx fiir j=1,2,...,0; 2'<e,2°tt. 
Es sei nun 1 >e>0, 7= siT° Mit c,(e) bezeichne ich unterschiedslos 


positive, nur von e, ;,1;,0 (j =1,2,...,0) abhiangige Zahlen. Die an- 
gekiindigte Summation ergibt: 





18) Denn es ist lez (a re) > gt mit c, bezeichne ich unter- 
B,\k kVex k, 
schiedslos positive, nur von f;,7;,0 (j=1,2,...,0) abhingige Zahlen. 
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a (1-+1)* <c, log*x < ¢,(e)2"; 





a <e,2"*4 
(my + 1)* (my +1)* 2 1 1 
Ps r; < ¢,(«) log ad > . o3 2 9 a, (— ”) 
ee Mie 1 FY eels 2SVe 9 n (2 -1) a> Ve 
2"sVe 2” 
n 
. >» < ¢,(e) =; 
Sian) yx 
*s “isVa 2 -s 


. (4- fe) 
Po Jp ) Pica watefe > (3 g 


2 %4t%eVe 2"<Vae 


< ¢,(e)z 
(Fir j7=1 haben wir sogar den iiberfliissigen Faktor (n;+-1)* hinzu- 
gefiigt: man vergesse bei der Summation nicht die Bedingungen r; > 4.) 


Aus diesen drei Abschatzungen sieht man aber, da8 die durchzufiihrende 
Summation des Ausdruckes (25) héchstens 


Pet B eA EAE ay Tat) rr( dF) oy Fe 
C, (e)z x "IT (=) I x = ¢,(e)2 
joi W2/ jorgs 
ergibt, w. z. b. w. 
§ 6. 
Satz 3. 


Hilfssatz 7. Hs sei r ganz, r>4. Dann gibt es im r-dimen- 
sionalen Raum der Punkte (a,,«,,...,«,) eine Punktmenge N vom Ma 
Null und von folgender Beschaffenheit: Fiir jeden Punkt («,, a, ..., %,) 


mit a; > 0 (j= 1,2,...,17), der nicht zu N gehort, und jedes «> 0 gilt 


J 
Va 
dabei ist s=i +i, A= Max “=. 


Nach Hilfssatz 4 folgt echied sofort 


Satz 3. Es sei r ganz, r>4. Dann gibt es im r-dimensionalen 
Raum der Punkte (a,,@,,...,«,) eine Punkimenge N vom Ma Null und 
von folgender Beschajffenheit: . 





0244) 0048) O(e)| gy — o(2***); 
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Ee sei (a,,%,,...,0,) ein Punkt mit «o, >0 (j=—1,2,...,r), der 
nicht in N liegt; es set e > 0; endlich sei 
Q(u) = a uf + oy ud +... aude, 
Dann ist 
(.) 
Po(z)=O\z* |) 
Beweis des Hilfssatzes 7. Wir wenden den Hilfssatz 6 mit r,=4, 
a, statt B;, r statt o und 4r statt r an; NW sei die dort erklirte Menge 
vom Ma8 Null, («,,a,,...,,) ein Punkt mit @,>0 (j=1,2,...,1r) 
der nicht zu N gehért; dann ist nach dem Hilfssatz 6 


, 


Sas Sse) Cae gg 
Ye Ye 


4r 
m =PPe 
-o(2? ) = O(art), 
Nach einer Hélderschen Ungleichung**) ist aber fiir a, >0, 7, >0, m>1 
n m n = n m-—1 
( 3a, x,) S 2G t, (¥a,) : 
v=1 P = ‘v= 


Durch Grenziibergang ergibt sich daraus sofort eine analoge Ungleichung 
fiir Integrale aus nichtnegativen Funktionen, aus welcher sich ergibt: 





2” 4 2’ a” 3 
f |@(en8) ---O(0r*)| ag\ < f ACORS ACIP? f a 
A | A 4 
Va Va Va 

= O(a't*)-O(2*) = O(ar+**), 

w. z. b. w. 
§ 7. 
Satz 4. 


Satz 4. Hs sé o>2,7,>1 (fj =1,2,...,6); Sr,—7; 6, 7; ganz. 
Es sei as 


Q(u) = B, (uss + wea +... + tp) + By (Ute... + tye) +... 
+ Bo (t3,0-+ oot ie) 
Dann gibt es eine Punktmenge P des o-dimensionalen Raumes der Punkte 
(B,, By, ---» B,) vom Ma Null und von folgender Beschaffenheit : 


*) O. Hélder, Uber einen Mittelwertsatz, Géttinger Nachrichten 1889, 8. 38—47; 
vgl. besonders 8. 44. 
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Wenn B;>0 (j=1,2,...,0) und der Punkt (B,, B,,...,8,) nicht 
zu P gehért, so ist 


, a 
P9(z) = az" log’** a. 
Beweis. Herr Khintchine**) hat bewiesen: es gibt im Raum der 
Punkte (f,, 8,,-..,8,) eine Punktmenge P vom Ma8 Null und von fol- 
gender Beschaffenheit : 


Zu jedem Punkt (f,, 8,,..-,8,), der nicht zu P gehért, gibt es eine 
Folge von Systemen von ganzen Zahlen 





Pon> Pano -**> Pon? In (n=1, 2, 3,-++)s 
(26 } Pp <a & Pj,n 1 pa 
mit qn + oo, B, In < Te @ i m2 @j 2, | oe 6). 








qn °~*log’~* 4, 


Wir nehmen ein solches System (f,, £,,...,8,) mit 8; > 0(j = 1,2,..., 0) 
und eine zugehérige Folge (26). Es sei 


Q.(u) =f, (ust ats +.. + up, += =(uiat -- +s) +-. 


eu.+- + ut,.)); 


fiir ganzzahlige Werte von u,, (d. bh. in jedem Gitterpunkt) nimmt diese 
Form einen Wert von der Gestalt Ms (m ganz) an. Es ist 








cellieaiie a — (tire +++ +H ) 
Mi yg oI 
ro Bie fiir n> c,. 
+~— — 
Gn °—llog ° gn 
1 


1 
+— — 
Es sei M, ganz, M. <q, BE M,+1. Wenn 











M+ M+ 
B,—— $ Q(u) <8, 
so ist 
1 2 
M,+3 Mn+ = 
b, a 4 JS.) SAE (I+ -) 
mn it. = 1+ > 
In log ° dn \ qn log ° g. 


%) A. Khintchine, Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen, 
Math. Zeitschr. 24 (1926), 8S. 706—714. Sein Resultat ist noch schirfer und in sym- 
metrischer Form dargestellt. 
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also (wenn sich das Zeichen o auf wachsendes n bezieht) 

















M,+ 4 +0(1) M,+%+0(1) 
6, ——— $ 0,(«) $4, —, 
also 
M, M, 
Bt < Q,(u) <p, 
fir n>c,. In dem Gebiet 
M,+4 M+ 
p,—* $ Q(u) <4, — 


liegen also fiir n >c, keine Gitterpunkte; also ist 


sa i 5) — ale, ms it 


In 








dagegen ist 











r o-1 
> (M2): (log o+1 


fiir n>c,. Fiir n >c, ist also mindestens eine der beiden Zahlen 


1 2 
“*3) ( =‘) 

3 3 

el, th Pol a, 

















, 


| 
groBer als 


= 


o- 


es (28)" (log) 


womit wegen o —»-+ co der Satz bewiesen ist. 


§ 8. 
Satz 5. 
Satz 5. Hs sei o>2; r=1 (j=1,2,..., 90); Sr=1; 6,7; ganz; 
£,>0, 8, >0,...,8,>0. Es set j=1 


Q (uw) = B,(uzit wgit...+ ua) +B, (Une t---+ tne) +--- 
+ B,(Uio+ +++ tae) 
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Behauptung : 
P9(z)= a(x"). 


Beweis. Es gibt bekanntlich eine Folge von Systemen von ganzen 
Zahlen 








Pe. n> Ps n> ies. Pon? Vn (n= 1, 2, ° 
| B a ‘ 
mit g,— +o, \f-™ < — (j= 2,3,...,0). Es sei 
o—1 
In 


Qa(u) =f, (us + kat... ast (ube te. tae) te. 


+=(ubet-. + Wine) 3 


fiir jedes ganzzahlige System von u,, hat der Wert von Q,(u) die Form 


b> (m ganz). Es ist 
: d 
1Q, () — Q(u) | $A (wha +... + uh.) 5 OM), 
Pe ti Pa 
wo d= Max § (d ist also ein ¢,). 
j=1,2,...0 49 


1 
Nun sei M, ganz, M, <H% °“* <M,+1. Wenn 








M.+5 +5 
6, 2 @(*) $4, 
so ist 
M, +> ; M,+% , 
A= re yael<h - ( ay 
" 1+—— 1+—— 
In o—1 In o—1 


also fiir n > c¢, 





M, M,+1 
B=" < Qn (u) <b, 

im Gebiet 
; ¥,+2 


Mats 3 
B, a ape Ss Q(u) < B, , ia 


liegen also fiir n > c, keine Gitterpunkte ; also 
( i+ 5 ( 3) 
to \f,—— 2) = bel, ——5): 


qn e 














Gitterpunkte in mehrdir:ensionalen Ellipsoider. 














andererseits 
—_ , _ 1 r r 
%+y) ( m+) ae oe 
3 3 M, M, 
Je\2, =) — 4e\8:——] > a = > 4 (F) 
qe 

kiir n > c, ist also mindestens eine der beiden Zahlen 
| ( B+3) 59) 

|Po ee We \? Pe B, dn 








* 
u,\* 
Tn / 


/ 
-- n 
gréBer als c¢, | 


Géttingen, den 21. November 1927. 


(Eingegangen am 22. 11. 1927.) 
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n> Cy. 


} , womit wegen a: —+ +c der Satz bewiesen ist. 








Mendelismus. 


Von 


J. v. Behr in Kéln. 


§ 1. 
Einleitung. 


Unsere Problemstellung kénnen wir kurz folgendermaBen skizzieren. 
Wir betrachten eine Generation von Individuen irgendwelcher Art, mégen 
sie nun dem Menschen-, Tier- oder Pflanzenreich angehéren. Es sei még- 
lich, mit Riicksicht auf n Erbeigenschaften innerhalb dieser Generation 
eine bestimmte Klasseneinteilung zu unterscheiden, die durch statistische 
Erhebung zahlenmaSig bekannt sei. Wir fragen jetzt, unter welchen Voraus- 
setzungen wir etwas iiber die wahrscheinliche Klassenverteilung in der 
m-ten, auf die Ausgangsgeneration folgenden Generation aussagen kénnen, 
und wie bei Annahme mendelnder Erbfaktoren, mégen sie nun voneinander 
unabhingig oder miteinander gekoppelt sein, diese wahrscheinliche Ver- 
teilung aussehen wird. Bei dieser Allgemeinheit der Fragestellung geht die 
vorliegende Arbeit in mehr als einem Punkte iiber die unten genannten 
Abhandlungen hinaus. Weinberg') und Tietze*) behandeln nur Mendel- 
faktoren, die voneinander unabhingig wirken. Das Problem der Koppe- 
lung ist zum ersten Male in einer 1924 erschienenen Arbeit des Verfassers*) 
und zwar in allgemeiner Form untersucht worden. In allen eben genannten 
Arbeiten finden sich Rekursionsformeln, die die Verteilungszahlen einer 
Generation durch die der vorangehenden ausdriicken. Es fehlt aber die 
allgemeine Formel, die die Verteilungszahlen der m-ten Generation durch 
die der ersten ausdriickt, und die zu finden ein Hauptziel dieser Arbeit 


1) Weinberg, Archiv fiir Rassen- und Gesellschaftsbiologie 7 (1910). 
*) Tietze, Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik. Oktober 1923 
*) v. Behr, Zur Theorie mendelistischer Massenerscheinungen, Diss. Géttingen 1924 
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ist. Im §6 werden statistische KorrelationsmaBe eingefiihrt, die geeignet 
sind, eine neue, besonders dem Mathematiker und Statistiker verstandliche 
Definition des Mendelismus zu geben. Es wird nimlich bewiesen, daB diese 
KorrelationsmaBe — unter gewissen Voraussetzungen — beim Ubergang 
von einer Generation zur andern in geometrischer Progression klein werden. 
Da diese KorrelationsmaBe — abgesehen von besonderen Komplikationen — 
der statistischen Messung zugiinglich sind, leuchtet ihre Bedeutung fiir den 
statistischen Beweis mendelistischer Vererbung ohne weiteres ein. Die in 
der vorliegenden Arbeit erzielten Resultate sind so aligemeiner Natur, daB 
die Resultate der friiheren Arbeiten sich als einfache Spezialfille ergeben. 
Als wichtigster Satz, der auf diese Art einen neuen Beweis erfahrt, sei der 
folgende genannt, der zum ersten Male in der eben zitierten Arbeit des 
Verfassers bewiesen wurde: Bei mendelistischer Vererbung ist die Klassen- 
verteilung der stationiren Endgeneration, die sich aus einer gewissen 
Anfangsgeneration entwickelt, vom Koppelungsgrad der Erbfaktoren ginz- 
lich unabhingig. Mit andern Worten: Wer Koppelungen zwischen 
Erbfaktoren statistisch nachweisen will, darf kein stationires (durchge- 
ziichtetes) Material benutzen; denn dieses liefert auf jeden Fall negative 
Resultate. Die zahllosen Untersuchungen, die bisher an stationirem 
Material vorgenommen wurden, erscheinen unter diesem Gesichtspunkte 
als wertlos. 

Diese Arbeit bemiiht sich, durch starke Schematisierung und méglichst 
formale Darstellung mit einem Minimum an biologischen Voraussetzungen 
auszukommen. Durch Einfiihrung eines symbolischen Rechenmechanismus 


werden schwierige Rechnungen umgangen und iibersichtliche Resultate 
erzielt. 


§ 2. 
Ein Erbfaktorenpaar. 


Es sei méglich, innerhalb der Generation, die wir betrachten, zweifels- 
frei drei Klassen A, B, C zu unterscheiden, denen bzw. a, f, y Individuen 
beiderlei Geschlechts zugehéren. Hierbei sollen die «, 8, y Relativzahlen 
sein, so daB 


(1) e+ fp+y=1 


ist. Wann kénnen wir nun etwas iiber die wahrscheinliche Klassen- 
verteilung der nichsten Generation aussagen? Wir kénnen es jedenfalls, 
wenn wir etwas wissen 1. iiber die relative Hiufigkeit, mit der geschlecht- 
liche Kreuzungen der verschiedenen Typen (A >< A; Ax B; AxO;BxB 
usw.) zu erwarten sind; wenn wir 2. Wahrscheinlichkeiten 

46* 
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M 
(2) We, ? =a, B,y7, 
@ 


kennen, wo also z. B. Wiz die Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, daB die 
Kreuzung von A- minnlich mit B- weiblich als Abkémmling C-Klasse 
ergibt. Wir miiBten schlieBlich 3. etwas iiber die Fruchtbarkeit der einzelnen 
Elternpaartypen (A >< A, A >< B usw.) wissen. 

Wir beginnen mit dem letzten Punkt und setzen ad 3. voraus, dab 
die Fruchtbarkeit der verschiedenen Elternpaartypen gleich groB sei. 
Ad 1.: Uber die relative Haufigkeit, mit der z. B. Ehen zwischen briinetten, 
dunkelaugigen Mannern und blauaugigen Blondinen zu erwarten sind, |aBt 
sich a priori nichts aussagen. Wir wollen daher unsere Betrachtungen 
auf solche Erbeigenschaften beschranken, die bei der Gattenwahl keine 
Rolle spielen. 


(3) Dann ist eine Verteilung der Elternpaartypen zu erwarten, die 
einer rein zufalligen Kombination der minnlichen mit den weiblichen 
Individuen entsprechen wiirde. Um die Hiaufigkeit der einzelnen Kombi- 
nationen zu berechnen, miiBte man das Zahlenverhiltnis der Geschlechter 
in den drei Klassen A, B, C kennen. 

(4) Indem wir die Betrachtung auf solche Erbeigenschaften beschranken, 
die vom Geschlechte unabhangig sind, nehmen wir an, da8 dieses Zahlen- 
verhiltnis in allen drei Klassen dasselbe sei. Auf Grund der bisher ein- 
gefiihrten Voraussetzungen kénnen wir — lediglich mit Hilfe der elemen- 
taren Sitze tiber totale und zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit — die 
folgenden Gleichungen hinschreiben: 

(5) at = 3 Bo Was B= p97 Wass ‘= Spy Wi» 


“YY 
(mu = «, B, %; v= a, B, 7). 
Statt dessen kann man auch schreiben 


(5a) oe = Suv Wy» (o=«, B, 7). 
MY 


Hierbei ist «’ usw. die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich in der ersten 
Filialgeneration der Typus A usw. findet. Zur Erlauterung der Gleichungen 
(5) sei hinzugefiigt: Das S-Zeichen auf der rechten Seite riihrt daher, 
da8 es sich um eine totale Wahrscheinlichkeit handelt. Der einzelne Term, 
z. B. «-8-Wig bedeutet die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine Kreuzung 
zwischen A — minnlich und B — weiblich zustande kommt {s. (2) und (3)], 
und da8 diese Kreuzung den Typ C hervorbringt. 
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In den bisherigen Voraussetzungen ist von Mendelismus noch nicht die 

Rede gewesen. Die Spezialisierung wird erst durch zahlenmiaBige Angabe 
der GréBen Wf, vollzogen. Um nun diese W aus den Mendelschen Erb- 
regeln abzuleiten, fiihren wir voriibergehend folgende Bezeichnung ein: 
(6) e=(L72); B=(ILID; vy=(1,1)=(i,]). 
Durch diese Bezeichnung soll die erbbiologische Struktur der Individuen, 
soweit sie fiir die Klasseneinteilung A, B, C in Betracht kommt, angedeutet 
werden. J und JJ ist das Erbfaktorenpaar, auf das sich die Uberschrift 
dieses Paragraphen bezieht. Schon durch formale Verallgemeinerung kommt 
man auf den Gedanken, neben Gen-(Erbfaktoren-)paaren auch Gentripel, 
Genquadrupel, allgeme’n Genreihen J, IJ, III, IV,... zu betrachten. Man 
hatte dann die Typen (J, J), (J, IZ), (J, IIZ) usw.; (JI, IJ) usw. zu unter- 
scheiden. Aber auch in diesem Falle wire das Individuum durch eine 
Zwetheit von Erbfaktoren definiert. 


(7) Dies rithrt daher, daB das eine Gen von dem miinnlichen und 
das andere von dem weiblichen Elter stammt. Sind p,q, r,s irgendwelche 
Gene aus der Reihe J, JJ, III, ... usw., so stellt die folgende Gleichung ein 
Schema des Erbprozesses im Falle einer Genenreihe dar (monohybrider Fall): 


. e a 1 ey 
(8) (p.9)x<(r,8) = (®3*)-(44) =7-@N+7-@9+7-@747@2). 


Das =-Zeichen deutet an, daB es sich um eine symbolische Gleichung 
handelt. 


(8a) Zu lesen ist die Gleichung wie folgt: Bei der geschlechtlichen 
Kreuzung der Typen (p,q) und (r,s) entstehen — vermége einer rein 
zufalligen Kombination — mit der gleichen Wahrscheinlichkeit + die Typen 
(pr), (p,8), (g,7r), (g,8). Schon auf Grund des bisher Gesagten 
{s.(7) u. (8)]} kénnen wir den Fundamentalsatz des Mendelismus ver- 
stehen, nach dem der Vererbungsproze8 nichts ist als Kombination (d. h. 
also Mischung, aber nicht Vermischung!) invarianter Erbfaktoren. Wenden 
wir (8) auf das in diesem Paragraphen zu behandelnde Genpaar J und JJ 
an, so erhalten wir nach (6) ~. B. 


(9) y>x<y = (I, ID) x (1, I) 
1 \ 1, 1 1 1 1 
=7LD+g(LIDN+GULD = 7e+ 5: 7+ 78. 


(In dieser symbolischen Gleichung sind «, 8, y natiirlich nicht Zahlwerte, 
sondern Typenbezeichnungen. ) 
Hieraus folgt nach (8a) und (2): 
B = 
nY 


1 
a 
W,= 7, W, 
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In genau derselben Weise kann man die iibrigen Wi, bestimmen, 
deren Werte in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind. 


« B 4 











1 1 
« 1, 0, 0 0, 0, 1 3 0, 2 
, Be 
(10) B 1 0, 0, 1 Boo ae a’ al: 
1 1 : ea 2 3 
Tins D eI Pas 

















Gehen wir in dieser Tabelle z. B. in das dritte Kistchen der oberen 
Reihe, so kénnen wir aus ihm die Werte Wf, (o =«, B, y) entnehmen, 
und zwar ist Wi,—1, WZ,—0 usw. 

Setzt man die Werte von (10) in (5) ein, so folgt durch einfache 
Ausrechnung 


(11) a —(«+2), p’ —(6+2). y’ =2(a+2) (6+ 2) 


Man iiberzeugt sich noch durch Ausrechnung von der formalen Giiltig- 
keit der Identitaten: 


Let Wio= (ets) (E+) LaF Whe = (6+) (F+9): 
(12) “ 
Sp+-W.-(0+ 5)*(B+4) + (8+5)-(@+$) (sr=«,7). 


Hierbei brauchen wir, da es sich um Identitaten handelt, iiber die iiber- 
strichenen GréBen einstweilen nicht mehr auszusagen, als die Gleichungen (12) 
selbst besagen. Die Gleichungen (12) sind die Grundlagen des Folgenden. 


§ 3. 
Mehrere Erbfaktorenpaare. 


Nehmen wir an, daB die eine Erbeigenschaft, von der bisher die Rede 
war, die Haarfarbe sei mit den Klasseneinteilungen: schwarz, braun, blond. 
(Hierbei spielt es keine Rolle, ob das Beispiel biologisch einwandfrei ist.) 
Sei die Augenfarbe mit den Klassen: dunkel, mittel, hell eine zweite Eigen- 
schaft, die sich unabhingig von der ersten vererben mége, dann wird jede 
der ersten drei Klassen mit Riicksicht auf die zweite Eigenschaft in drei 
Unterklassen zerfallen. Es ergeben sich so neun Klassen, deren Hiaufig- 
keiten bezeichnet werden mit 


Oy, Oy By, Oy 7%, By Gy, By Ba, By 7g, Yr%_ USW- 
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Hierbei ist «,«, usw. nicht etwa als Produkt von zwei Zahlen, sondern 
als eine Zahl aufzufassen. In unserem Beispiel wire z. B. a, y, die relative 
Haufigkeit der Klasse ,,schwarz—hell“, und £,8, wiirde das entsprechende 
fiir die Klasse ,,braun—mittel* bedeuten. Im Falle von n Erbeigenschaften 
hatte man die 3” Verteilungszahlen a, a, ...@, ,@,, @,@...@,_,8,, ... 
usf. bis y,7---%, 17%, Den allgemeinen Typus dieser Vestaliengutebion 
bezeichnen wie mit (4, My My --- My Hy» WO also die u,= «;, B,, y; (¢=1, 
2,...,”) sein kénnen. In demselben Sinne wie mw werden wir auch die 
Buchstaben » und 9 gebrauchen. Entsprechend (1) ergibt sich: 

(13) > By Me +++ Mn By = 1 (¢ = 1,...,%) 


Mi 


und entsprechend (5a) 
(14) O50 +++ On 1 Oy = Hy Maes My My Ma %a 2 Mya 0° Wine. fw PP es ‘n° 
Ae | 


Unserer Voraussetzung, daB die n Erbeigenschaften sich unabhiangig von- 
einander vererben, tragen wir durch den Ansatz Rechnung: 


0102 --+Cn-10n 1 2 Cn 
( 15 ) Wri. fn-1 Mm Yi%2-- _ Wr, % Wr °° oW 


-?n-1 9a Mm 'n? 


wobei die Ws;,, von ¢ unabhingig sein sollen. Also 
(16) We, = Wee (¢ = 1,2,..., #). 


Die W£,, sind die nach (10) bekannten Mendelzahlen. 

Jetzt zerlegen wir in (14) w,m,...4,_,¢, in das symbolische Pro- 
dukt s+ 4g: Mg*---*,_3*M@,; Gesgleichen setzen wir v,¥,...¥%,_,%, gleich 
¥4°%_°%yr---'%,_°%,- Bevor wir aber in (14) irgend etwas an der Reihen- 
folge der symbolischen Faktoren aindern, versehen wir die », mit einem 
Querbalken. Dann geht (14) iiber in: 


7 , , ’ ’ — 7 y @: . =) . C2 . . y . On 
(17) 5 Qa + On Oh = DY hy 74° Wi oy a Po Wiis rg” +=" My Pn * Whim on 


he Vi 


(17a) = Mm, * Witvn 


Mav k 


(18) = 0:05 --- O,_ 1a, = Sm, v,° Wrare: 


Mk Yk 
Zerlegt man auch die linke Seite von (18) in symbolische Faktoren, 
so bleibt diese Gleichung richtig, wenn man setzt: 
(!19) OL = Sy: Wik (k=1,2,...,%). 
Mie Vk 
Das !-Zeichen erinnert daran, daB es sick nur um eine symbolische 
Gleichung handelt. 
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Fiihrt man die eben vollzogenen Rechenoperationen riickwarts durch, 
so gelangt man in eindeutiger Weise von (19) zu (17). Setzt man jetzt 
die iiberstrichenen Symbolfaktoren und die nicht iiberstrichenen je fiir sich 
zu wirklichen Zahlen zusammen (die W/*,, sind nach (16) wirkliche Zahlen ), 
so geht (17) in eindeutiger Weise in (14) iiber. Damit ist (19) als eine 
erlaubte Schreibweise an Stelle von (14) nachgewiesen. Uber das Rechnen 
mit den Symbolen geniigen die folgenden Bemerkungen. Wir werden nur 
die Operationen der Addition und Multiplikation anwenden. 

(20) Die Aufgabe des Querbalkens ist es, eine eindeutige Zusammen- 
setzung der Symbole zu wirklichen Zahlen zu gewihrleisten, indem die 
tiberstrichenen Symbolfaktoren und die nicht iiberstrichenen je fiir sich zu 
wirklichen Zahlen zusammengefaBt werden. Diese Aufgabe kann er natiir- 
lich nur erfiillen, wenn héchstens je ein vollstindiges Produkt iiberstrichener 
Symbole und nicht iiberstrichener zusammentreffen. Beispiel: Es sei n = 4. 
Dann ist @, 7,7, 8, 8,7, 7, 2 lesen 7, 0 757, °B,@_ B37, = 71% 7g 74° By% Bg 7, ; 

(20a) d. h. wenn der Querbalken seine Aufgabe erfiillt hat, kann er 
weggelassen werden. Dagegen laBt sich «,y,y,/,0,8,7,y, nicht eindeutig 
zu wirklichen Zahlen zusammensetzen. Der Beweis fiir das Rechnen mit 
den Symbolen, den wir im Einzelfalle nachher nicht mehr fiihren werden, 
beruht immer auf der — oben erwihnten — Identitét der Gleichungen 
(19) und (14). Bildet man irgendeine lineare Funktion der 0{ 03 ... 0% ein- 
mal nach (19) und dann nach (14), so werden die beiden Resultate, die 
man so erhalt, gewi8 in den einzelnen Symbolen identisch sein. Da aber 
der Querbalken, weil die Funktionen der 9/... 0’ linear sind, in eindeu- 
tiger Weise die Zusammensetzung der Symbole zu wirklichen Zahlen fest- 
legt, miissen die beiden Resultate auch in den wirklichen Zahlen identisch 
sein. Damit sind die formalen Rechnungen, die im folgenden ausgefiihrt 
werden, gerechtfertigt. 

Aus (19) folgt wegen (12) [siehe auch (16)] 


(121) y=e-&; BL.=—4,-0,; yi =e,-d,+4,-é,, 

wo gesetzt ist: 

(!22) =e +%, §=—f4+7 (k=1,2,...,0). 
Nach (21) wird z. B. 

(23) ajay...) =e, 6,...6,-€,8,...& =(€,6...€,) [mach (20a)] 


Nach demselben Verfahren kann man .die iibrigen 9/0; ... 0/ bilden. 
Rein mathematisch ist die Situation folgende: Gegeben sind 3” Zahlen 
0; Oo +++ On 3, (OQ, = % Bs ¥3 H=1, 2,...,). Diesen 3” Zahlen werden 
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durch die Symboltransformation (21) 3” neue Zahlen 0/95... 0) 0% u- 
ordnet, diesen wieder durch dieselbe Transformation o/' 07’ ... 0,'_, 0; usw. 
Gefragt ist: Wie driicken sich die 9"9™...0™ .0™ durch die gegebenen 
0,0. ---Q,_,0, #us? GemaB (23) erhalt man: 


"tt ” ” rf , *\3 
Cy Gey... Ogns tig = (8565... Opnaen) - 


Die GréBen «, bildet man formal nach (22) 
U U 4 = 1, Y = \ 
eg = af + FE = 6-8, + 5(e,°5,4+4,°%) [mach (21)], 


“venene 
wo *#,=e,+ b, gesetzt ist. 
Entsprechend folgt 
! itn Dn: Fie + i Oy 
2 
Wir fiihren jetzt folgende — 2” Zahlen umfassende — Bezeichnung ein 
G, Gy -5- O_ 2G, (o, =e, oder 6,; &k=1,2,...,n). 


Die o,06,...9,_,9, sind vermége (22) lineare Kombinationen der 
©; Qg--- Q,_,@,> und daher, wenn diese gegeben sind, gleichfalls zahlen- 
maBig bekannt. Im Gegensatz zu den 0,0, ...9,, die wir als Individuen- 
zahlen bezeichnen kénnen, wollen wir die o,o, ... 6, Gametenzahlen nennen. 
Die biologische Bedeutung dieser Gametenzahlen ist aus der formalen Dar- 
stellung, die wir gewahlt haben, nicht ohne weiteres ersichtlich; doch wer- 
den hieriiber, besonders iiber das Verhiltnis von Individuen- und Gameten- 
zahlen, wohl die Erérterungen des nachsten Paragraphen einige Klarung 
bringen. 


§ 4. 
Der mathematische Kern des Problems. 


Rein mathematisch ist die Situation jetzt folgende. Gegeben sind 
2” Zahlen o,0,...6,_,6,- Diesen werden 2” neue Zahlen of 04 ... 0,16, 


n-—1~n* 


durch die Symboltransformation (24) zugeordnet, die wir auch so schrei- 
ben kénnen: 


(!25) of = Et eee (o,=«, oder 6; ¢=1,2,...,m), 
(!25a) *,=06;,+ ¢,. 

Durch dieselbe Transformation werden den 2” Zahlen oj 0)... 6,-;0, 
2” neue Zahlen oj'oy' ... o,,0, zugeordnet usw. Gefragt wird: Wie 
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driicken sich die Zahlen o;"o;"...0;' durch die Zahlen o,0,...¢, aus? 
Dies ist die Problemstellung. die wir in den Vordergrund schieben méchten, 
zumal nach (21) die ojo)... @/ quadratische Funktionen der 0,0, ... 4, 
werden [siehe z. B. (23)] und daher ebenso die 9™t?9™+1...9™+1 als 
quadratische Funktionen der o”o™...o™ herechenbar sind. Solange wir 
uns darauf beschranken, lineare Funktionen der ojo; ... 0, zu betrachten, 
gewahrieistet der Querbalken eine eindeutige Zusammensetzung der Sym- 
bole zu wirklichen Zahlen. Dies hért jedoch auf, wenn wir zu. den Zahlen 
ot’ 63... 0, ‘tibergehen, die quadratische Funktionen der ojo, ... 0, sind. 
Wir wollen daher die Rechenregel des Querbalkens durch eine ihr adaquate 
ersetzen. Der Querbalken hat im wesentlichen nichts anderes getan, als 
daB er fiir Symbole mit gleichem Index i die Vertauschbarkeit der Fakto- 
renfolge aufhob. Wir kénnen daher, wenn wir diese Funktion des Quer- 
balkens als Rechenregel beibehalten, in (25) den Querstrich einfach fort- 
lassen und schreiben 


(! 26) of = ees (o, = 6, oder ¢;; ¢=1,2,...,m). 
Wir wollen statt dessen nun die folgende Schreibweise benutzen, die 
einer rein rechnerischen Behandlung besser zuganglich ist. 


(127) of = emt (ores — (g, — 8, oder «,; i=1,2,...,m). 


Die fiir diese Schreibweise geltende Rechenregel heiBt folgendermaBen : 

(27a) Unmittelbar bevor die Symbole zu wirklichen Zahlen zusam- 
mengesetzt werden, muB das o, in der runden Klammer an die Stelle 
treten, die der Index hinter der Klammer angibt. Dann werden die Sym- 
bole zu wirklichen Zahlen zusammengesetzt; jedoch darf unter Symbolen 
mit gleichem Index 7 die Reihenfolge der Faktoren hierbei nicht geiandert 
werden. Diese Vorschrift ist der des Querbalkens vdllig adaquat. Bei- 
spiel: n = 2. 
(28) o,0,= o{(6.°%1), * (y= )y + (0, )y°(Fg° Fag + (01°; Ja (OQ a); 

+ (o,-*, ),° (O° )2} 


1 
, 
= 01 03 = 7 +{ 0, 0,-#, Hy + 0, y°#, 0, + #, 04-0, %, + *, *, 0, 0,} 
1 
’ 
= 6105 = 5°{9,0,-*, # + 0, #4°*, 04}. 


Diese Gleichung umfaBt natiirlich vier Gleichungen, da o, = 6, oder e, 
und o, = 6, oder «, sein kann. Nach (25a) ist: 


6, #, = 0,04 +6,€,, *,%, = 9,0, + 6,9,, *,%, = 9,6, + 6, & + 8,6, + &,&,- 
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Entsprechend (28) erhalten wir im allgemeinen Falle aus (27) 
- , , 1 
(29) ojo5... 4-39, = gay (%*%1 a," (04°). (04-5 )q.*++-"(O4°% ya, - 
aj; 


Hierbei sind die a; (¢=1,2,...,n) umabhiangig voneinander der 
Werte 1 und 2 fahig. Es ergeben sich also 2" Summanden. Die Gleichung 
(29), die keine symbolische Gleichung ist, la8t eine anschauliche Illustra- 
tion zu. Wir werden im folgenden ein Problem auseinandersetzen, das als 
ein exaktes Schema fiir den durch (29) dargestellten Kreuzungs- und Ver- 
erbungsproze8 angesehen werden kann und dementsprechend durch (29) 
seine Lésung erfahrt. Auf einem Tisch sei vor uns eine groBe Anzahl von 
Papierstreifen ausgebreitet. Auf jedem einzelnen Streifen mégen nebenein- 
ander n Kistchen abgetragen sei, so daB also z. B. fiir n = 5 sich folgen- 
des Bild ergibt: [|] [ [ [ ]. Die m Kastchen eines jeden Streifens werden 
auf der Riickseite des Papiers durch die mit roter Tinte in natiirlicher 
Anordnung eingetragenen Zahlen 1,2,....%.—1,m numeriert. Auf die 
Vorderseite der Streifen tragen vir in die Kastchen wahllos entweder den 
Buchstaben 6 oder « ein. (Den Index diirfen wir hier weglassen, da er 
bereits auf der Riickseite des Kiastchens steht.) Bei Ausnutzung aller Még- 
lichkeiten entstehen auf diese Weise 2" Typen. Entsteht z. B. der Typ 
edde...2e8, 80 bezeichne ¢,6,6,¢,...&,_,6, die relative Haufigkeit, mit 
der dieser Typ vorkommt. Allgemein werde die relative Hiaufigkeit der 
Typen mit o,0,...0, bezeichnet (o, =; oder 4,). 

(30) Nun stellen wir uns einen zweiten Haufen von Papierstreifen 
her, der mit dem ersten vdllig identisch sei, und beginnen, die Papier- 
streifen paarweise zuzuordnen, indem wir fiir jedes Paar aus jedem der 
beiden Haufen je einen Streifen entnehmen. Die also paarweise geord- 
neten Streifen zerschneiden wir, so daB jeder Streifen in seine n Kastchen 
zerfallt. 

(31) Aus den 2n Kastchen eines Paares werden in vdllig willkiirlicher 
Weise zwei neue Streifen gebildet, jedoch so, daB jeder neue Streifen auf 
der Riickseite in natiirlicher Reihenfolge die mit roter Tinte geschriebenen 
Zahlen 1, 2,..., m enthalt. Samtliche neue Streifen werden darauf zu 
einem Haufen zusammengelegt. Wir fragen nach den relativen Havfigkeiten 
6; 6,...0,, mit denen — wahrscheinlich — jetzt die einzelnen Typen vor- 
handen sind. Auf diese Frage gibt die Gleichung (29) Antwort, was weiter 
unten in allgemeinerer Form bewiesen werden wird. Um MiBverstandnissen 
vorzubeugen, sei erwahnt, daB dem Streifenpaar in der Biologie das Einzel- 
individuum entspricht. Das Einzelindividuum ist durch eine Zweiheit von 
Gameten (Streifen) charakterisiert, nimlich einen, der von dem minnlichen, 
und einen, der von dem weiblichen Elter herriihrt. In der bisherigen Pro- 
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blemstellung sind zwei Spezialisierungen enthalten, von denen wir uns der 
Reihe nach befreien werden. Die eine ist folgende: 


(31a) Nach unserer Darstellung [s. (31)] erscheinen alle méglichen 
Paare neuer Streifen, die aus einem bestimmten Streifenpaar durch Zer- 
stiickelung entstehen kénnen, als ,gleichmégliche* Fille im Sinne der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese Voraussetzung werden wir im nachsten 


Paragraphen fallen lassen und statt (29) die allgemeinere Transformation 
behandeln: 


{ 32) 0105 eee On-1 9m = > (61° #1 a, *( G2" #2 a, eee (Gn**n)a,*@ (G3, as, sees ay), 
aj 


wobe: die a; (¢ = 1, 2,...,) unabhangig voneinander der Werte 1 und 2 
fahig sind. Das 2-Zeichen auf der rechten Seite deutet an, daB es sich 
um eine totale Wahrscheinlichkeit handelt; d.h. es deutet alle méglichen 
Arten an, auf die ein bestimmter neuer Streifen aus alten Streifenpaaren 
durch Zerstiickelung entstehen kann. Die Bedeutung des einzelnen Sum- 
manden macht man sich am besten an einem Beispiel klar. Setzen wir 
n=5 und greifen den Summanden 


(0, + #, )g* (Oy - #,), > (Og Hy Jo - (O,- #, gs (05+ #,),* @ (2, 1, 2, 2, 1) 
heraus. 


(Oy > #, a+ (Oq* y)a* (Oy Hs a> (q+ Hy )a* (O° 5 )y 
= #,° 01° Og* ¥q* ¥y° Og ¥y* O,* O,- K, = , Oy Ky ¥, 0, * O, ¥y OF, O, *,, 


[s. (27a)] bedeutet die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei der Paarung 
der Streifen [s. (30)] aus dem ersten Haufen ein Streifen gezogen wird, 
der im zweiten und fiinften Kastchen einen bestimmten vorgeschriebenen 
Buchstaben o, bzw. o, hat, in den iibrigen drei Kiastchen aber irgendwie 
mit « oder 6 besetzt ist, und da gleichzeitig aus dem zweiten Haufen 
ein Streifen gezogen wird, der im ersten, dritten und vierten Kastchen 
einen vorgeschriebenen Buchstaben o, bzw. o,, 6, hat, in den beiden iibrigen 
aber irgendwie mit « oder 4 besetzt ist. w(2,1,2,2,1) bedeutet dann 
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB aus einem solchen Streifenpaar auch 
wirklich ein neuer Streifen entsteht, der im ersten, dritten und vierten 
Kastchen die eben genannten — aus dem zweiten Haufen stammenden 
Buchstaben o,, 6,, 6, und im zweiten und fiinften Kastchen die aus dem 
ersten Haufen stammenden Buchstaben o, und o, hat. 

(33) Nach diesem Beispiel ist es klar, daB w(a,,a,,...,@,_,,4,) 
die Wahrscheinlichkeit dafiir bedeutet, daB durch Zerstiickelung eines vor- 
gegebenen Streifenpaares [s. (30)] ein neuer Streifen entsteht, der im 


i-ten Kastchen mit einem aus dem a,-ten Haufen stammenden Buchstaben 
besetzt ist. (a, —1,2; ¢=1,2,...,m.) 
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Diese w-GréBen sollen fiir alle Streifenpaare der genannten Art die- 
selben sein; sie sind also von den o-GréBen unabhingig. Nach dem Satz 
von der totalen Wahrscheinlichkeit wird: 


(34) > w(a,, a,,--.,4,) = 1 (a, 1,2; §=—1,2,..., 2). 
aj 


Diese Summe umfa8t 2" Summanden. In dem Falle, in dem alle w-GréBen 
einander gleich sind [s.(31) und (3la)], wird jeder Summand gleich 5° 
Dann geht (32) in Gleichung (29) iiber, die damit als Lésung des speziellen 
Streifenproblems nachgewiesen ist. Die zweite spezielle Voraussetzung, von 
der wir aber bereits in diesem Paragraphen abgehen wollen, ist die, daB 
sowohl in (27), (29) wie auch in (32) fiir o; nur die Buchstaben e, oder 
6, zugelassen waren. Wir hatten statt dieser beiden Buchstaben auch ¢,, 
und ¢;, schreiben kénnen. 

(35) Es ist aber sofort klar, daB (27), (29) und (32) dieselbe Gestalt 
behalten, wenn fiir die o, unabhangig voneinander Buchstaben aus der Reihe 


E:15 E99 Eqs Sigs +++ &jy ZUgelassen werden (¢=1,2,...,n). Nur muB man 
entsprechend (25a) jetzt setzen: 
(35a) ®; = €, tba + jg +--+ + Sn (¢ == 1,...,%). 


Summiert man in (29) und (32) z. B. iiber o,, indem man o, der Reihe 
nach die Werte ¢5,, 0, & > +++» 3, annehmen la8t und dann die k Glei- 
chungen addiert, 

(36, so erkennt man, daB sowohl (32) wie (29) und daher auch das 
mit (29) identische (27) richtig bleiben, wenn man auf beiden Seiten 
dieser Gleichungen entsprechende o, durch *; ersetzt. Da die 0,0, 0, ...0,, 
relative Hiufigkeiten bedeuten, ist ihre Summe gleich 1, also 


(37) » 5, 9,6, ... 6, = 1 = *, %, %, ... *, (¢ == 1,2,...,m). 
% 


Wir kniipfen jetzt wieder an (29) an, das wir mit Riicksicht auf (36) 
folgendermaBen schreiben kénnen: 


(38) v; Vs V3 eee Vn => ory (M%: *; Ja," (.° *9 a," (Vg + 3 )a, eee (Up *n Ja, 


(a, = 1,2; ¢=1,2,...,m; vu, = 6, odera,;; 6; = &;,, &0, +++) &p)- 
Entsprechend erhalten wir fiir das mit (29) identische (27) 
, (0; ° + (%- 

(! 39) of = *i)i u UY * *i)e 


Nun bilden wir 





(¢=1,..., 2). 


1, 
(40) OY Oy... On = 55° >) (Of: #1 )a,* (05° #S)ay ++ (On RA an: 
aj 


we 


“ei ons 
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Auf der rechten Seite verfahrt man genau, wie in (27a) angegeben 
ist, und setzt hernach fiir die vjv,...v, die Werte aus (38) ein. Man 
erhilt: 


f , ” 1 5 
(41) oo, ... o% = pam y (x1 Hr Hade," (n° He HaHa (Ona He Baey 
aj 


(a,;=1,2,3,4; ¢=1,..., ). 


Fiir diesen Ausdruck gilt genau dieselbe Rechenregel wie in (27a). Man 
erkennt, daB man dasselbe Resuitat erhalten hitte, wenn man in (40) 
rein formal (39) eingesetzt hatte. Ist m irgendeine ganze Zahl, so folgt 
entsprechend: 


. 1 F P 
(42) oo; ...¢ = pe ly (Fa Hye a, (Oy By ye Do, 
aj 
(a, 1,2,3,...,2%; a1, 2,..., 8). 
(42a) Hierbei besteht die einzelne runde Klammer (a,-x.-x,-...-%.) 
. : | t ' ' 


om 


aus 2" Symbolfaktoren, enthalt also (2"—1) Sterne. Zu demselben Re- 
sultat (42) gelangt man, wenn man die entsprechenden Transformationen 
v;, vi", ..., vf” unmittelbar an der Symbolgleichung (39) ausfiihrt, ohne 

der Vorschrift entsprechend [s. (26) und (27)] — bei Symbolfaktoren 


mit gleichem Index ¢ die Reihenfolge der Faktoren zu andern. Es folgt: 


( 1 
(! 43) OF sae Dy (0-H; Hy 


(a,;=1,2,3,...,2"; v, = 0, oder #,). 


Auf der rechten Seite steht die Summe aller Permutationen, die zwischen 
den (2™—1) Sternen und dem einen v,; méglich sind. Fir v; =o, ergibt 
sich, wenn man das Produkt 0," 6," ... 0," bildet, genau (42). Die Summe 


in (42) kénnen wir in n Teilsummen zerlegen. 
1 c n 
(44) ofo;...6,°= wee (SPF SO + S04 ee t+... $I}, 


wobei also z. B. ® diejenigen Summanden umfaBt, unter deren Indizes 
a,,...,@,, die der Werte 1 bis 2” fahig sind, sich genau drei verschiedene 
Zahlen aus der Reihe 1,...,2” finden. Wir greifen aus _Y einen be- 
liebigen Summanden heraus und veranschaulichen uns dessen Gestalt an 
einem Beispiel, indem wir setzen: n= 6, m= 3, c= 4, a,=5, a, =8, 
a,=1, a,=5, a,=2, a,=5. Von diesem Summanden erhalten wir 
ein anschauliches Bild, wenn wir [s. (42)] die Symbolfaktoren der runden 
Klammern in der Reihenfolge, die der Index hinter der Klammer angibt, 
senkrecht untereinandersetzen. 
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a, a, a, a, a, a, 
=S$ w=8 =] wh oS = 
*; ¥o 3 *, *; *, 
*, *, #3 *, os *, 
(45) *, *y * *, *;, *, 
*; ¥, * *, *, ¥e, 
o, *, ¥ % *; 6 
*; *, * *, *;, *, 
*, *, * *, *;, *, 
*, %% *s *, *, *, 
Auf diese Weise setzen sich die Symbole von selbst — gemal (27a) 


zu wirklichen Zahlen zusammen; denn die Horizontalreihen sind wirkliche 
Zahlen. Wir erhalten so ein Produkt von 2"=8 wirklichen Faktoren. 
Von diesen 2" Faktoren enthalten aber nur c= 4 Faktoren, namlich die 
erste, zweite, fiinfte, achte Horizontalreihe, den Buchstaben o. Die iibrigen 
setzen sich nur aus Sternen zusammen und haben daher nach (37) den 
Wert 1. Wenn wir nun in (45) die Horizontalreihen permutieren, so 
werden bei allen Permutationen, bei denen ein Buchstabe o verschoben 
wird, auch die in (45) senkrecht iiber den o, stehenden a; ihre Werte 
andern. Wir erhalten also durch diese horizontalen Permutationen neue 
Summanden aus .S’, die aber alle, weil zwischen wirklichen Zahlen die 
Reihenfolge der Faktoren willkiirlich ist, einander im Werte gleich sind. 
Nun lassen sich 2” Horizontalreihen, von denen (2™—c) einander gleich 
sind, auf 2”!:(2™—c)! verschiedene Arten permutieren. 

(46) Wir kénnen also in SY immer 2”!:(2"—c)! Summanden 
zusammenfassen, wobei sinnvollerweise c< 2” und 6!=1 zu setzen ist. 
Es fragt sich nun, welchen von diesen einander gleichen Summanden wir 
als Repriisentanten auswahlen. Wir setzen jest, daB alle durch horizontale 


Permutation ineinander tibergehenden Summanden durch denjenigen ersetzt 
werden sollen, fiir den gilt: 


(47) a, <1 + maximum (a,, a,, d;,..., @;_,); 

wobei a, = 1 festgesetzt wird und max(a,,....a;_,) den gréBten Zahlwert 
unter a,,q,,...,@;_, bedeutet. Man iiberzeugt sich, daB es stets einen 
und nur einen Summanden dieser Art gibt. Aus (47) folgt sofort fiir alle 
nun ibrigbleibenden Summanden, d. h. die Reprisentanten: 


(48) a, <¢ (¢=1,2,...,), und speziell fiir die Summanden von 5)” 


a; Cc. 


lA 
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(44) geht jetzt — wegen (46) bis (48) — iiber in 
1,n 


a= = 1 an! 
(49) aj" oF"... on = pea Ds Boy 





— (e) , 
* CARE Fae TREE 0 es CAGE Ok SOREL Oe 


a ¢s 2”). 


Hierbei sind aber die a; — im Gegensatz zu (44) und (42) — durch die 
Ungleichung (47) eingeschriinkt, wihrend der Index ¢ in SY auch fiir 
die reduzierte Summandenzahl dieselbe Bedeutung hat wie in (44). Die 
runde Klammer (o,-#,;-*,-...-*,;) enthalt [s.(42a)] immer noch (2™—1) 
Sterne. Da aber in ’® a, nur der Werte von 1 bis ¢ fahig ist, so werden 
die Summanden von SY’ [s.(45)] nur in den ersten c Horizontalfaktoren 
den Buchstaben o enthalten. Die unteren (2” — c) Horizontalfaktoren ent- 
halten nur Sterne und haben daher nach (37) den Wert 1. Es werden 
also bei den Summanden von SY die letzten (2"—c) Sterne nur zur 
Bildung so!cher belangloser Faktoren beitragen und kénnen daher weg- 
gelassen werden. (49) geht dann iiber in 





in lle 
: IT y dd | (), (e—1), (e—1) (e—1) 
(50) OP Oy .-.0) = am" > Gea a> (Oy) a," (ga )a,--- (O° Da 
e aj 
wobei (nach (47)) a,=1; a; 1+ max(a,,...,a@;_,); #=1,2,..., 


¢<2™. Hierbei ist der obere Index von «,;°” nicht mit dem oberen 


Index m der linken Seite zu verwechseln, sondern es ist z. B. 


(50b) Die Bemerkung (36) gilt entsprechend auch fiir (50). 

Es ist zu beachten, daB die 5" von m vollig unabbangig sind. Fiir 
m—>co riickt der Koeffizient von 5” 
(51) k =—een ot -—+1; limk,—1 (bei festem n). 


n~ (2™)*-(2"—n)! Peavy 








Nun ist die Summe der Zahlkoeffizicnten aller Summanden, wie aus 
dem mit (50) identischen (42) folgt, gleich 1. Schreibt man daher (50) 
in der Form: 


(52) oo, ...0. =k. ™ + R, 
so wird R<1—k,, da jeder einzelne Summand von 3 <1 ist. Da 
0< R, gilt wegen (51) lim R=0. Dann folgt aus (52) 


n->@ 


(53) ee. < ea SO = (0, ale ”),+(Gg-# 0? )g-(ag-#$°™)s... (one), 
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Denn wegen der einschrinkenden Voraussetzungen iiber die a, enthalt 
nur den einen Summanden, fiir den gilt: a;=—4; (¢=1,...,n). Setat 
man nun die rechte Seite von (53) — entsprechend (27a) oder siehe 
auch (45) — zu wirklichen Zahlen zusammen, so ergibt sich ein Resultat, 
das man symbolisch schreiben kann: 


(154) O75” = Hy Hy Hy ~~. Ki GH y + Ry_ a Fp (¢ = 1,...,%). 


Diese Symbolgleichung ist insofern merkwiirdig, als auf ihrer rechten Seite 
eine wirkliche Zahl steht. Wir erhalten somit den Satz, da8 im statio- 
niren Zustande die Symbole o, als wirkliche Zahlen aufgefaBt werden 
diirfen. Die rechte Seite von (54) bedeutet die relative Haufigkeit, mit 
der — vor Beginn der Streifenmischung — der bestimmte Buchstabe o 
sich in einem Kiastchen fand, auf dessen Riickseite die Zahl ¢ rot aufge- 
tragen war. Entsprechend (54) folgt: 


(!54a) a? =, ae, ... #, #%4, --- 1%, = 1 [nach (37)]; s=1...n. 


§ 5. 
Gekoppelte Genreihen. 


Dieser Paragraph kniipft an Gleichung (32) an. Genau so, wie (29) 
aus (14) abgeleitet wurde, kann man (32) aus (14) durch Modifikation 
der Gleichung (15) herleiten. Doch sei hiervon Abstand genommen und 
statt dessen auf die bereits zitierte Arbeit des Verfassers verwiesen, in der 
eine ahnliche Untersuchung durchgefiihrt ist. Ubertrigt man die — im 
vorigen Paragraphen — an (29) ausgefiihrten Operationen ganz entsprechend 
auf (32), so ergibt sich, (50) entsprechend: 


mem m 
GO, Og ... 0, 


(55) i,n 1,e 
< yc) (e—1) , (e—1) / (e—1) (m) 
=> (6,°%;  )a,*(Gg-%q — a,*++-*(On' Hy ag" @ (By, Ag, ..., By) 
ce 


(a, =1; a, 51+ max(a,,a,,...,4,_,); #=1,2, ...m; eS 2™). 


Der Index m bei w™ entspricht genau dem Index m der linke:. 
Seite, hat also mit dem Index (¢ —1) nichts zu tun. Die GréBen w 
sind durch die Transformation (32) natiirlich eindeutig definiert; sie aber 
explizit durch die w™ auszudriicken, ist die Aufgabe, die in diesem Para- 
graphen gelést werden soll. Die w™ sind iibrigens — wegen der Be- 
schrinkung des Summationsindex a; — nicht mit den w in (32) identisch, 
sondern setzen sich additiv aus je zweien zusammen, z. B. 


wo (1,1, 2, 2,1, 2,2) = (1,1, 2, 2,1, 2,2) + (2, 2, 1,1, 2, 1, 1). 
47 
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Es gilt daher nach (34) 
(55a) > w™ (a,, @,,...,@,) =1 (a,=1,2; ¢=2,3,...,m; a, =1). 
a 

(55b) (55) bleibt — wegen (36) — richtig, wenn man auf beiden 
Seiten entsprechende o, durch *, ersetzt. Hierbei schreiben wir kiirzer: 
(56) 0; Gs... 6, = 5) a(a,, a,...,,)-@™ (a,, ay, ..., a,) 

aj 
(a, = 1; a, 1+ max(a,,...,a,_,); §=1,..., 2). 

Hierbei ist gesetzt 


(57) (4, ay, -.., 0.) = (Ory ay" (Ga- #2 Ja, --- (On HH ay 
Wendet man auf (57) die Transformation (56) — fiir m=1 — an 


[s. auch (55b)], so folgt: 


(58a) 2'(a;,...,@,)= (0; -(#;)°~” a, -(04+(#5) a, wR (6n+(#,) Je, 


, ’ (1) $ Oy, Gas -+ +> Om 
(58) = «'(@,,...,@,) = >” (0,, 05, -..,0,)°f* {° ~ ~~ S 
0; 1? a*++9 Gn 

(¢=1,...,n; o=o[n]; wenn a; +4a,, so ist 0, +0,). 


(58b) o=o[n] ist eine Abkiirzung fiir: 0, =1,2,...,¢; 0, =1; 
0, < 1+ max(o,,...,0;_,); t=1,2,...,; gelegentlich werden wir auch 
schreiben: 0, = 0,[n}. 

Der Summationsindex 09, ist also hier starker eingeschrinkt als a, in 
(56). Die GréBen f™ kann man natiirlich ‘explizit angeben, indem man 
die rechte Seite von (58a) ausrechnet; doch soll dies erst am SchluB 
dieses Paragraphen [s. (78)] geschehen. Da jedoch die f™ Produkte ge- 
wisser w") sind [s.(55a)], so folgt: 


(59) 2 ae nepeedanages £3 F 


Diese Beziehung folgt auch, da die f™ offenkundig >0 sind, aus der 
Gleichung 


" 7 (1) J A, Og, ++ +5 On 
(60) 1= ( \ 
ae ook 
i 
(¢ =1,...,n; o=o[n], a=a[n]; wenn a;+4,, so ist v; +0,). 


(60) beweisen wir wie folgt. (55) gilt ganz allgemein, welche Werte 
wir auch fiir die v,, v,, ..., v, der rechten Seite (v; =o, oder *,; i =1, ..., n) 
wihler. mégen. Wahlen wir also die Werte der Gleichungen (54) und (54a), 
so diirfen wir auf der rechten Seite von (55) die o als wirkliche Zahlen 
behandeln und die Sterne gleich 1 setzen. Dann folgt 
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(61) Gy Os ... 0, = 0,0, ...6, ‘ZZ o Pte s: a) 
(cm 1,...,%; &=1,..., 9; Sh giek ¢ <2"). 


Und ebenso folgt aus (57), daB alie x(a,,a,,...,a@,) einander gleich 
werden, also auch [s. (58)] 


(62) 1 (0,, Og, ---, O,) = 0, 0g... 6 
Aus (61) folgt fir m=1 


1,2 

04 05... On = 4, 0g... 54° SS w™ (a, ...a,) =0,0,...0, [nach (55a)], 
e¢ aj 

und ebenso gilt — wegen (55b) — v1 03...0, =... 0, (v, = 9, oder #,), 

Jetzt folgt sofort aus (57) und (58a) 


(63) n'(G,,...,4,) = 2(G,,...,@,) = 6,0 ...9 


Definiert man nun GréBen a Ch, Ges fo OY indem man die Trans- 
formation (58) wiederholt auf sich selbst anwendet, so sind durch die 
folgende Darstellung von 2” wieder GréBen f” definiert: 


(64) a” (a, a,, il = S'x(o,, Os, B® aes oh Og, +++ - 
oo 


Gy, Ag, .--, Ap 
(¢=1,...,n; o=o[n]; a=al[n]; wenn a;+4a,, so ist 0;+0,). 


Nimmt man nun fiir die a die Werte aus (62), so folgt — entsprechend 
(63) — der Reihe nach 2(a,,...,@,) = n™ (a,, 009) = an (a,, a 


=... 2'" (a,,...,@,,) =6,0,...6,. Dann liefert (64) 


(65a) Pas P's ee — 


la, Gy, --+5 Ay 
(¢=1,....n; o=o[n]; exetst: wenn @;+4,, 80 ist 0; +0,). 
Damit ist auch (60) bewiesen. 
Durch (64) sind die f‘”” definiert. Aus der Identitit 


eit (ag, , .. » &) 


, m heres m O15 «+ +5 On 
= BH teat Ye Salon nator ge 
ergeben sich Rekursionsformeln fiir f‘"*” dadurch, daB man fiir die 2’ 
den sich aus (64) — fiir m=1 — ergebenden Wert einsetzt. 

. (m+1) JO, -- + (m) J Uqs «+9 Un (1) J Oy «++» On 
65) f = 98 ol =f Peabo eines 
(¢ = 1, ..., 83 wantin o=o[n]; u=u[n]); 
wenn 4; + 4,, 80 ist u;+u,; wenn u; + u,, 80 ist 0, +0,). 
47* 
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Wir wollen nun fiir die Relation 
wenn @;+ 4,, 80 ist u; + u, 


die neue Bezeichnung a < = u einfiihren, gelegentlich auch dafiir aj < = u, 
schreiben. Hierbei handelt es sich natiirlich nur um eine symbolische 
GréBenbeziehung, denn ohne Index haben a, und u; sowie a und wu gar 
keinen Zahlwert. Wenn wir nun die f“” nach (65) durch fortgesetzte 
Rekursion bestimmen, ergibt sich: 








—* ose On) 

Ow re 

— = (1) J Mie> sa Une\ ig. wa Wags +++ ~ 

(99) “22 Py f tee -» & j f he, Uae, -+-s Une we 
(1) J Mitr taps Mair tiy> --+> tnir+1)\ (1) f% 9 We 9 vcey M& \ 
f oo » User pres, Une J f Utia> Seas «> +s Un mJ 

(66a) Up = u,[n]; = 2, 3,..., m; 


Qs HU << KH Ug << = Ug... << Uy --- SU = 7. 


Hierbei bedeutet z. B. uj.< —uj,z: Wenn u,;, + 4,,, 80 ist U,. + Uys, 
und entsprechend tj,< =o): Wenn u,,,+ u,,,, 80 ist 0,;+-0,. Hieraus 
folgt sofort: Wenn 0,=o0,, so ist u;,,—,,,, wofiir wir abgekiirzt schrei- 
ben; 0; = > tj. Diese symbolischen Ungleichungen sind also von rechts 
nach Jinks und von links nach rechts lesbar. Diese Auffassung erleichtert 
die Ubersicht tiber den Wertevorrat der u;,. (66) gilt nur fiir m>2. 
Jetzt zerlegen wir die Summe auf der rechten Seite von (66) wie folgt: 


(67) {Oro oh = ag EE we +2 +. 


“ir “ir 


(‘= 12 3, ---, %; fF ow 2, 3, ..., mB). 
5 soll diejenigen Summanden der rechten Seite von (66 ) umfassen, 


die ¢ Faktoren f enthalten, bei denen die Zahlwerte der a, bzw. u,, 
bzw. 0; in der unteren Zeile verschieden sind von den Zahlwerten der 
genau dariiber stehenden a, bzw. u,;, bzw. o,; diese Summanden miissen 
also auBerdem (m— s) Faktoren enthalten, bei denen die Zahlwerte der 
unteren Zeile mit den genau dariiber stehenden vdllig iibereinstimmen. Wir 
wollen die Gestalt des Summanden von 53)” an einem speziellen Beispiel 


kennenlernen und setzen zu diesem Zweck: n= 4, m=6, 8 =2, a;=1,0,=4 
(¢=1,2,...,”). Aus D werde der folgende Summand herausgegriffen: 


ad bye pofiLity fas NEY mg ORES 


11,1,1f' \i1iayis’ 1,1,1,1f°' \1,2,1.2 
pr fl234y pay 1, 2, 3,4) 
11,2,1,2f 1,2,3,4f° 
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Voriibergehend benutzen wir folgende Abkiirzung hierfiir: 


Peete (a) (2) eC} 7) 


Wir greifen nun einen andern Summanden von "™ heraus, der aber 
auch die beiden Faktoren ro {¥) und p> {ei enthiilt, z. B. 


etch grog) og) eoG 


Suchen wir so alle Summanden aus »'™ heraus, die die beiden Fak- 
toren f a, und rts} enthalten, addieren alle diese Summanden, 


so folgt: 
‘as \. rm {s\. gs (1 {3}, -e r {*}). 


fp? fy 


Kiirzen wir voriibergehend ab: f nd {2} mit 7 {7} mit 7, usw., 


41? 
so ist 
a: Ns) = 3+ 03 (me +g) + 03 (M3 + Na Ms +05) 
+n (ng + ngs Fa 15 + Mg) +E + NE Mg + Es + Na Ng Ms - 
S ist also eine symmetrische Funktion von 7,, %, 5 
Als die genau entsprechende symmetrische Funktion (m — s)-ten Grades 


der GréBen 7,, Hq, Hg, %,,--- USW. definieren wir: 

(68) ee (Mas Mae eos) =r am ES (gs...) + 2-8 (Mngs--) 
+... 9,8 (ag, .. ) + 8" (Mg, ---)- 

(68a) s*-"(n,)=—nr*; 8(n,)—1. 


Fiihren wir nun fiir die f™ in (66) eine kiirzere Bezeichnung ein, 


indem wir z. B. re ale se abkiirzen durch "age od 8 so geht 
Uys, Uggs, +>» Ung 19 


(67) bzw. (66) iiber in 


(69) ak, \e y >» fp? {an} -f i hi, ess 


—{ Vir 


gon) (r ~. eo f® {<r}, vey f'? “ee rm {ory 


Hierbei ist zu beachten, daB a), wie es (66) entsprechen wiirde, durch Ujr 
ersetzt ist. Fiir die Summationsindizes gelten dieselben Einschrankungen 
wie in (66a), nur ist auBerdem in den symbolischen Ungleichungen noch 
der Fall der Gleichheit auszuschlieBen; d. h. 


(!69a) Un < + Ue < + Ug... < uy < FOI. 
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Im Gegensatz zu (66) ist jetzt der Fall ausgeschlossen, da8 z. B. bei 
f gee oe a he ee die Zahlwerte sdmtlicher u der unteren 
Zeile gleich den Zahlwerten der dariiber stehenden wu seien. Dagegen 
kénnte sehr wohl z. B. u,, = ug,,,,, sein, und nach (66a) ist ja auch stets 
Uy, = Uy6-41) = 1 [8. (58b)]. 8 lauft zwar von 1 bis m; doch werden von 
einem bestimmten m ab keine neuen S"” mehr hinzukommen kénnen, 
da infolge der Beschriankungen der Summationsindizes keine Summanden 
mehr vorhanden sind. Man sieht leicht ein, daB 


(70) ss(n—1) ist; (n>2). 
Wegen der Ungleichungen (69a), aus denen folgt uj, < +0, ist (69) 
zur Berechnung der GréBen 2 = € =f me > eas \ nicht brauch- 


See 
bar. Doch folgt unmittelbar aus (65), indem man dort @ durch o ersetzt, 


(m+1) [0, .-. % (m) [,..- o,\ (1) os On\ 

f eyes on f ee Es, 
weil die Summe der rechten Seite in (65) nur diesen einen Summanden 
enthalt. Daher 


(m) JO, --- On (0a) J --. On) \" 
(71) f {o--sh=(r CS ? 
Wir wollen nun zur Erlauterung von (69) und (71) alle typischen 
Gleichungen dieser Art im Falle n = 3 aufschreiben. 


fm e : i} me (r{t }) ’ 
ei ne . PE iY gin (r mainte me ta) 
fot) wt 
1 
1 


(m) f1,2,3)  .a “ee oi, 
f ein f 1 


entsprechende Gleichungen ergeben sich fiir 
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Eatsprechende Gleichungen ergeben sich, wenn man in den beiden 
ietzten 1, 1,2 durch 1, 2,1 oder 1, 2,2 ersetzt. 


m 1, 2,3 ‘.. (1) 1, 2,3 - 

f {2.3} = (f rae) 
Also im ganzen zwolf Gleichungen. 

Eine numerisch brauchbare Rekursionsformel fiir die S erhalten wir 
aus (68), indem wir dort 7, durch #, ersetzen und dann bilden: 
ete ee ON tg 
n, — 9, 
= 8" (n,, 8.) +8" (ny, O,)-S™ (ng, ---) 


+ so" (n,, 3,) +8 (ng,---) +...4+-8°(n,, 3): s(n, = 


wi OS | ee “aw 
(72) (ms a oo » Mm, ---) __ gi 9 ”(¢,, "> Ne> re 3 


Damit ergibt sich folgende Regel zur Berechnung der GréBen S“~” 
in (69), die wir der Kiirze halber bezeichnen mit S“"~(n,, ..., 9,5 ---s Mg» Nea): 























m m 
- & &. & + ©. 
T—1. MN, oS. 
™—% "e—s” a—- 1%’ 
aT a — 1 1s 1 — et 
"1 — "—% . %q —~ % %—-% . 
"— . "—% : 


Hieraus folgt, da s nach (70) eine endliche Zahl ist, da8 fiir alle echten 
Briiche 7, gelten muB 


(73) lim s(n, see Mp sees Nes1) =0, wenn 0S ",<1 ist. 
m>o 
(73) bleibt auch richtig, wenn einige der y, einander gleich sind, auch 
wenn sie gleich null sein sollten. Von (73) wollen wir sofort eine An- 
wendung machen, indem wir voraussetzen [s. 59] 


(74) Og > re wenn mindestens ein a, +1; a= a(n]. 


Gy, Gy, -- +5 Gp) 
Wenn aber alle a; =i sind, so folgt aus (60) 
(eye ee eta 


da wegen a; < =o, die Summe 5 nur diesen Summanden enthalt. Dann 
folgt aus (69) 


(78) rl i OM fal mk AR Ca 
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wenn mindestens ein 0, +4 ist, da dann wegen (74) auch (73) gilt und 
daher die S‘"~” auf der rechten Seite von (69) samtlich null werden. 
Nun folgt aus (65a) 
. m) J, % ---»%m 4 _ pe 1, 2, ....%) 

(75a) jim Xf ele af seed > 

(o =o[n], a=a[n]; a < =a). 

Wegen (75) und (75a) folgt aus (64) 

(75b) x” (@,, Ge; ---» @,) = 2 (1, 2, ..., 8), 
also auch [s. (57)] 

n*(1,1,1,...,1) =2(1,2,..., ). 
Diese Gleichung ist aber véllig identisch mit (53) und daher auch mit 
(54) und (54a). Wir haben damit von neuem (zum ersten Male in der 
bereits zitierten Arbeit des Verfassers) den Satz bewiesen, daB der Koppe- 
lungsgrad der Erbfaktoren auf den Endzustand der Entwicklung iiberhaupt 
keinen EinfluB hat. Uber die Koppelung [s. (32) bis (33)] wurde nichts 
anderes vorausgesetzt, als daB ihre GesetzmaBigkeit die des Zufalls ist 
und daher mit den Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung beschrieben 
werden kann, denn von der Voraussetzung (74), die unsern Beweis sehr 
erleichtert hat, werden wir sofort zeigen, daB sie die Allgemeinheit der 
Problemstellung nicht beeintrachtigt. 

(76) Zu diesem Zwecke wollen wi~ die in (58) eingefiihrten GréBen 


f°} rr Oe ---2 mL (der Buchstabe a ist jetzt durch e ersetzt) explizit 
Or eer J P 


durch die w™ [s.(55)] ausdriicken, indem wir die auf der rechten Seite 
von (58a) enthaltene Substitution durchfiihren, nachdem wir zuvor dort 
die Symbole zu wirklichen Zahlen zusammengesetzt haben. 

Nach (55) sind wegenc <2™ — fiir m=1 — die a, in w™ (a, ,a,,...,@,) 
(¢=2...m) der Werte 1 und 2 fahig. Uberdies ist a, 1. Wir wollen 
jetzt w® (a, ...a,) in das symbolische Produkt 
(!77) w) (Gy, Gy, ---» @,) = w, (@, )+m, (Ay)-m, (ay)... w, (4,) 
zerlegen. (Auf der rechten Seite ist der obere Index (1), da eine Verwechslung 
nicht méglich ist, fortgelassen.) Wir setzen weiter als Abkiirzung 


(1778) { m,(*)=@,(1)+,(2); (f= 2,3,...,m). Dagegen ist 
| @, (*)=,(1), da a, nur gleich. 
(!77b) @, (#)-y(#)-....@,(#) = 1 [nach (55a)]. 
Dann kénnen wir -- genau so, wie in (57) die a(a, ...a,) — die GréBen 
f{%-°-%\ als symbolisches Produkt darstellen. 
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(78) 79 {01 oe oo 


Sr 


= S(w, (a,)-a, (#)°"”), + (rg (ig) -e0g(#)°"”), +. ..+(04 (ay), (#)°"”) 


‘en’ 
aj - 


a,—=1,2; i=2,...,n; a,=1; wenn e; +€e,, so ist 0; + 0,; wenn e,—e,, 


so ist a, = oder +a,, je nachdem o, = oder + 0, ist. Alle  # sae og | 
deren Indizes diesen Ungleichungen nicht geniigen, sind null. Es ist z. B. 


ow, (*) = w, (*)-@,(*)-@, (*)-w,(*) ; w,(*) =1. 

Im iibrigen gilt fiir die Zusammensetzung der Symbole w,(a;) und 
@,;(*) zu wirklichen Zahlen dieselbe Rechenregel wie in (50) und (27a). 
¢ ist die Anzahl der verschiedenen Zahlwerte, die sich unter e¢,, ¢,..., €, 


ee 1,2,8 1,2,1 
finden. Beispiel: ‘and 1. 1} =; ‘ped 1, y= (@,)- a4 (a,)-@, (as), 
a 


da c= 1 ist. Da 0, =0,, so ist a, =a, =—1; da 0, +0,, so ist a, + a,; 
also muS a,—2 sein. fer y= (1, 2, 1) (nach 77); ebenso 
aaa Seeds Doral oe) 1,2,1) usw. Es geniigt, die Behaup- 


tung (76) an einem Beispiel zu illustrieren. Sei etwa — im Gegensatz zu 
unsrer Voraussetzung (74) — 


..2 3.2. 8.5 
a » Sy Sy Py Ae \—1. 
13,3, 3, 1,% 
Nach (78) wird: 
( 1, 8,.2,38,.1,2 | 
ad ee ie wo (1, *, *, *, 1,1)-[o (*, 1,1, *, *, *) 
+ wl) (e, 2,2, *, *, *)]-w (a, &, &, &, e, #). 


Da die w“) Wahrscheinlichkeiten sind, die der Gleichung (55a) unterliegen, 
so folgt, da® jeder Faktor des vorstehenden Produkts gleich 1 sein muB, 
wenn das ganze Produkt den Wert 1 hat. Es geniigt, den Faktor 
[wm (*, 1,1, *, *, *) +o (*, 2,2, *, *, #)] = 1 herauszugreifen. 
Nach (77) und (77a) kénnen wir schreiben: 
dw (a,, Ay, Oy, ++ +5 &) = 1 (¢= 1, 2,..., 6), 
a 
(a, = 1,2; §=2,...,6; a, =1; a, —a,). 


Ziehen wir diese Gleichung von (55a) ab, so folgt: 


>» wo) (a,, @,, Gs, +++, @,) = 9 (¢ = 1,...,6), 
a 
(a,= 1,2; #=2,...,6; a, =—1; a, +a,). 
Da nun die w@ Wahrscheinlichkeiten sind, folgt 


a" (@,, @,,@s,---,@,) = 9, wenn 4, + dy. 
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Jetzt liefert (55) bzw. (56) — fir m=1 — 

61 0303 ... 04 = 5 2(4,, Gy, Ay, ...,@,)-@" (a,, Gy, G,,...,4,) (#=1...m) 
i 1, % t=—2,....n; @,=1; a,=—a,). 


Denken wir nun an die Bedeutung von x [s.(57)], so kénnen wir fiir 
diese Gleichung in zweckmaBiger Abanderung der Bezeichnung schreiben: 
O, G0, 0, 6, 0, = 22 (4, Gy, 4,,4,, 4,, a, )-w (a,, G, @,, @,, 4, a, ) 
(a,= 1,2; ¢=—2,....m; a,=—1; a,—a,). 

Hierbei soll der Querbalken iiber o,0,; und a@,a@, andeuten, da8 wir jetzt 
@,6, und Ga, je als einen Buchstaben auffassen diirfen. Fiir das oben 
angefiihrte Schema der Papierstreifenmischung bedeutet dies, daS das 
zweite und dritte Kistchen eines jeden Streifens als ein Kiastchen aufge- 
faBt werden diirfen, da sie bei der Streifenzerstiickelung niemals getrennt 
werden. Und so wie in diesem Falle gelangt man stets, wenn (74) nicht 
erfiillt ist, von einem Streifenproblem mit n Kistchen zu einem solchen 
mit n’ Kastchen, wo n’<n ist. Es ist also klar, daB (74) die Allge- 

meinheit der Problemstellung nicht beeintrachtigt. 


§ 6. 
Die Transformation der statistischen KorrelationsmaBe. 

In diesem Paragraphen werden die Buchstaben a,, ¢;, 0,, u;, 2; als 
Summationsindizes verwandt. Es gilt immer: a=a([n], e=e[n], 
o=o(n], u=u[n], z=—2z[n][s. (58b)]. Diese Summationsindizes kénnen 
sich gegenseitig vertreten, so daB also die Auswechselung der Buchstaben 
ledighch schreibtechnische Bedeutung hat. 

Bilden wir nach (64) 


(79) a (1,1, By oop 1) = BP (O49 Op oon Oy) FE TG 


. 
—— 


4 
(¢==1,...,), 
so ist diese Gleichung — wegen (57) — identisch mit (55) und daher 
folgt 
(79a) —-@""(0,, 04, « «+s ae es (0, < 2™ [s. (55)}). 
Nach (65a) ist dann 
(80) l= Saw” (0,,0,.--.0,)  (¢=1,...,9%;0,< 2") 
und nach (65) 
(80a) o™"*(o,, 0, -++5 Om) =D/o™ (u,, tee tty)? {0 lk =) 


< » Un J 
(¢=1,...,0; 0, 52"**; uj; 2"; w< =o). 
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Wir wollen nun neue GréBen gy” (a,, Ge, ...»@,) definieren. Es sei 


(81) g” (a,, dy, ..-, @) = >) w™ (0, ..-, 0) (¢=1,...,n) 


of 
(0:5 2"; a=>0). 
Nach (80a) wird jetzt 
9 (m +1) a (m) (1) § Bs +--+» On 
(82) g Ce See § a0 (u,,.--,U,)-d alps 
(¢ =1,...,%; e< =@). 

Hierbei ist gesetzt 

(1) f a, --- “7 (1) f %,.-- 
(38a) . = + +9 tty J =a cite “al 


(¢ == 1, ..., 9; reaps 


LaBt man in (81) die a, alle Werte annehmen, die durch die Be- 
dingung a=a[n] zugelassen sind, so erhilt man ein Gleichungssystem, 
das stets nach den GréBen w‘” der rechten Seite auflésbar ist, wie man 
durch Induktionsschlu8 zeigt; daher sind die GréBen w” als lineare 
Funktionen gewisser g‘” darstellbar. Fiihrt man nun in (82) und (79) 
[s.(79a)] statt der w‘” diese linearen Funktionen der g ein, so wird 
aus (79) 


(83) a" (1, 1, ..., 1) = Sy (ey, as «+r Gy) 9 (Cys Cys «++ Cp) 
(¢ =—1,...,%). 
Aus (82) wird entsprechend 


(84) g*” (a,, ay, ..., @,) eg RES eee 
Zz 


(¢=1,....%; @=>s8). 


Um die GréBen y bzw. h™ zu bestimmen, braucht man nur in (83) 
bzw. (84) fiir die g‘”’ die Werte aus (81) einzusetzen, hiernach nach 
den w” zu ordnen und dann (83) bzw. (84) mit (79) [s.(79a)] baw. 
(82) zu vergleichen. 


(85) 1 (01, Oy, ---5O,) = Dy (Cy, gs - ++ Cy) (¢=1,...,.m; o< =e) 


(86) ee bee 
(¢=1,....m; uc =z< =a). 


Indem man die 0, in (85) und die a, bzw. u, in (86) alle zugelas- 
senen Werte annehmen la8t, erhalt man Gleichungssysteme, die die Be- 
rechnung aller méglichen GréBen y und h™ erlauben. Die durch (85) 
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definierten GréBen y nennen wir die statistischen KorrelationsmaBe der 


6,9,...6,, baw. der entsprechenden Typen (Papierstreifen des Schemas). 
Aus (85) folgt 


a(1, 2,3,...,”) =y/(1, 2, 3,..., 2); 
daher 


(87) x°(1, 2,....%) = 7%(1, 2,...,#) =a(1, 2,..., 2) = (1, 2,..., 9) 
[siehe (75b)}. | 
Also y*(1, 2,...,m)==y(1,2,...,”). Dagegen sind alle iibrigen 





(87a) 7° (Css Cys ---r @,) =U, 
wenn mindestens ein e; + 4. 
Denn aus (85) folgt 


x” (o, ...0,)= Sy” (e,...€,) = 2" (1, 2,..:,) [siehe (75b)]. 
ei 
Subtrahiert man hiervon (87): 


y” (1, 2,...,) =2"(1,2,....n), 
so folgt 


(88) > 7° (Cys Ces - ++» &) =O (¢=1,....%; e=>0). 
ei 


Hierbei soll der Strich bei 5’ andeuten, daB der Summand y*(1, 2, ..., n) 
auszulassen ist. LaBt man in der symbolischen Ungleichung e = > o die 
untere Grenze o variieren, indem man die 0, alle zugelassenen Werte an- 
nehmen l48t (o=o[mn]), so liefert (88) ein Gleichungsystem, aus dem 
man sukzessive alle y*, die in (87a) genannt sind, als null erweisen kann. 
Wir haben die GréBen y nicht wegen ihrer Eigenschaft (87a) angefiihrt — 
diese Eigenschaft haben auch andere GréBen —, sondern weil sie unter 
gewissen Voraussetzungen eine besonders einfache Transformation erfahren. 
Bilden wir nach (83) die Identitat 


—". 1, a se 1) = >7'(& on e,)-9°" (e, sey é,) 
ei 
= 57(¢,..- e,)-9 "7 (e, vas GP 
ey 


Jetzt setzen wir auf der rechten Seite fiir g“** den Ausdruck aus 
(84) ein, ordnen nach g™ und finden durch Vergleich beider Seiten der 
vorstehenden Identitat 


\ ’ a (1) JOr-+- On 
(89) YBa oo By) = D1 (C42 bern)“ age 
(¢=1,...."; z< =e). 
Diese Transformation (89) brauchen wir nicht besonders zu unter- 
suchen, da sie — formal — véollig tibereinstimmt mit der Transformation 
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(58). Es gilt also (64) entsprechend: 
(90) ek | eee = 27 (Gta --- 6) ss Rs 


a 

und fiir A‘” gilt genau die Glichang (69), nur da8 wir den Buchstaben / 
durch A ersetzen miissen. Damit ist die m-fache Transformation der sta- 
tistischen KorrelationsmaBe y in allgemeinster Form behandelt. Wir wen- 
den uns nun einem Spezialfall zu, der die Einfiihrung gerade der Funktio- 
nen y als MaBe rechtfertigen wird. Zu diesem Zweck leiten wir aus der 
Formel (82a), indem wir fiir die f™ auf der rechten Seite die Werte aus 
(78) einsetzen, folgende Formel ab: 

(91) a “ - = DB) (0, (14), (#)  )y, «+ (Og (Ty) Oy (#) O), 


Uy 2+ Uy 
"% 


(¢=1,...,”); 
r,;=1,2; r,=1; a=> 4; wenn a;=4,, so ist r;=1,; € ist die Anzahl 
der verschiedenen Zahlwerte, die sich unter w,, u,,..., u,, finden. 
Diese Formel wollen wir auf den speziellen Fall anwenden, in dem 
die w;(a;) in (77) nicht symbolische Faktoren, sondern wirkliche Zahlen 
sind und der Bedingung unterliegen 


(92) 0<u,(a,) 51; w,(*)=1. 

Fiir diese speziellen Werte geht (91) iiber in 
(98) a {%: cap Sete) +00_ (ty) +++ q(t) (8 =, 45); 
(a=>u; r,=1,2; r,=1; wenn a,—a,, so ist r;=1,). 


An dieser Gleichung ist das Wesentlichste, daB die rechte Seite von u 
unabhangig ist. Es ist also 


(94) sk cad fom >) 
Aus (86) folgt 
(95) ps Os a ak i | 


Ziehen wir diese Gleichung von (86) ab, so folgt wegen (94) 


(96) See Ph re a (¢=1,....n;u<=2<=a). 


By oss 

Hierbei soll der Strich bei |S’ andeuten, daB der Summand 
pi? 2% + Se \ auszulassen ist. Halt man nun in (96) zunichst die a; fest 

“ar = 


und laBt die uw, variieren, jedoch so, da die symbolische Ungleichung 
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u < =a erfiillt bleibt, so erhailt man, wenn man hernach auf die a, vari- 
iert, Gleichungssysteme, aus denen man der Reihe nach alle 
(1) J ---@n 
(97) sk RE 
in (96) als null erweisen kann. 
Jetzt folgt sofort aus (84) 
(98) F (Gas Bap «oop Re 7 (Gy Mae -- 00 24) { pe 3 


ee 
Wir erkennen also, daB — unter der Voraussetzung (92) — die als 
statistische KorrelationsmaBe bezeichneten GréBen y eine ganz besonders 
einfache Transformation erfahren, und darum bieten sie sich von selbst als 
die natiirlichen MaBe an. Es sei hervorgehoben, daB die Voraussetzung 
(92) nicht die Unabhangigkeit der Erbfaktoren bedeutet, von der in den 
§§ 1 bis 4 die Rede war. Auf diesen Fall kommt man erst, wenn man setzt 


— 


(99) w;(a;)= ; 


f=2....,n; o,(a,)—w,()=1 [sine (77a)). 


Wegen (97) folgt aus (84) 


gC, yy «os hy) = 9 (By, yy =p @,) OLE Sh 
Nun folgt aus (81), (93) und (95), daB 
' — 
(100 a) 9? (a, s+ Gy) = WO 1 =}. 
so daB also 
(100 | g‘” (a, Ga, ---1 @,) = (9 (a,, Gy, ---> @,))™. 


Es ist klar, daB unter der Wirkung von (92) sich noch andre Ver- 
einfachungen ergeben miissen; so wird z. B. auch pm {2h in (69) in ein- 


facher Weise berechenbar, woraus sich dann wieder gewisse Identitiaten 
ergeben. Doch wollen wir auf alle diese Formeln nicht eingehen und zum 
Schlu8 nur noch die Frage beantworten: Was wird aus (100), wenn man 
die Voraussetzung (99) einfiihrt? Nach (81) ist 


(101) g™ (@,, Gs, ---2@,) = Sw™ (0, ...0,) (¢ =1,..., n) 


(0, =1; 0, = 1,2; ¢=2,....n; a=> 0). 
Der einzelne Summand dieser Summe hat wegen (99) und (77) den Wert 
2*-". Ist « die Anzahl der verschiedenen Zahlwerte, die sich unter den 


@,,@,,...,@, in (101) finden, so ist 2*-* die Anzahl der Summanden auf 
der rechten Seite von (101\. Also ist 


(102) g(a, ...a,)==2°-" und nach (100): g(a, ...a,) =(2")*~". 
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Setzt man diesen Wert in (83) ein, so folgt — wegen (57) — 
0; 05... 0, = 27 (4, G,, .-., @,)*(2")*-" (¢=1,...,%). 
Es ist klar, daB diese Gleichung mit der identisch ist, die aus (50) 
folgt, wenn man dort die rechte Seite nach Potenzen von E 


5a entwickelt. 
Aus (102) und (100a) folgt: pe {eon ON ae 88-8, so daB sich also im 
Falle der unabhangigen Erbfaktoren [siehe (99)] ergibt: 
(103) 7’ (@,, Gy, ..-, @,) = 7 (G,, Gy, .... @,)* 2°. 


Diese Gleichung, die also besagt, daB die statistischen Korrelations- 
maBe beim Ubergang von einer Generation zur folgenden in geometrischer 
Progression klein werden, kann geradezu als Definition des mendelistischen 
Erbganges aufgefa8t werden, wofern es sich um nichtgekoppelte Erb- 
faktoren handelt. Da8 der allgemeineren Gleichung (98), die mit (103) in 
der Form iibereinstimmt, auch eine solche biologische Bedeutung zuge- 
sprochen werden kann, ist nach den bisher vorliegenden Untersuchungen 
der Biologen nicht anzunehmen. 


(Eingegangen am 20. 10. 1927.) 











Berichtigung 


zu der Arbeit von Bartel L. van der Waerden, ,,Eine Verallgemeinerung 
des Bézoutschen Theorems“, Math. Annalen 99 (1928), 8S. 497—541. 


Fraulein Emmy Noether machte mich in liebenswiirdiger Weise auf folgenden 
Fehler im Schlu8paragraphen (§ 12) der oben genannten Arbeit aufmerksam. Nach- 
dem der Hauptsatz bewiesen war, sollte im Fall r=1 die in § 10 bewiesene Unglei- 
chung 7 > ™m (xz = charakteristische Funktion des Ideals (p, y’)ys m = Multiplizitét des 
Schnittpunktes Y) zu x = m verschirft werden. Die Ungleichung wird zu dem Zweck 
falschlich ais y < m zitiert und dann wird richtig Sy > Sm bewiesen, was natiirlich 
ungeniigend ist. Um den Beweis zu vervollstindigen, hat man > y= > m zu beweisen. 
Verfolgt man den Beweisgang in § 12, so sieht man, daB an zwei Stellen nur gezeigt 
wird, da8 gewisse Summanden positiv sind, waihrend fiir den vollstandigen Beweis er- 
forderlich ist, daB diese Summanden =1 sind, und zwar handelt es sich beide Male 
um Summanden der Gestalt z(p, p’),, wo das eine Mal p das zu einem allgemeinen 
linearen (n—1)-Raum gehdrige und p’ das zu einer eindimensionalen Mannigfaltigkeit M’ 
gehérige Primideal ist, wihrend das andere Mal umgekehrt p’ zu einem allgemeinen 
linearen eindimensionalen Raum und p zu einer (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit M gehdrt. Also ist alles zuriickzufiihren auf die folgende Behauptung: Wenn p 
das zu einer r-dimensionalen Mannigfaltigkeit gehérige homogene Primideal und 
p’=(l,,...,1,) das zu einem allgemeinen linearen (n—r)-Raum gehérige homogene 
Primideal ist (/,, ..., l allgemeine Linearformen), so hat das Ideal (p, p’) als Primir- 
komponenten lauter Primideale, die zu je einem Schnittpunkt Y gehéren. Diese Be- 
hauptung nun folgt unmittelbar aus Satz 27, 3 (§ 6). 








